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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû.
Ìíîãèå ñâîéñòâà ðåàëüíûõ îáúåêòîâ îïðåäåëÿþòñÿ ýôôåêòîì ïîñëå-

äåéñòâèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî äàëüíåéøåå ñîñòîÿíèå îáúåêòà çàâèñèò
íå òîëüêî îò íàñòîÿùåãî, íî è îò ïðîøëîãî, ò.å. îò åãî ïðåäûñòîðèè. Ìî-
äåëèðîâàòü òàêèå ïðîöåññû ïîçâîëÿþò ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ (ÔÄÓ), íàçûâàåìûå òàêæå óðàâíåíèÿìè ñ çàïàçäûâàíèåì
èëè óðàâíåíèÿìè ñ ïîñëåäåéñòâèåì.

Âîçíèêíîâåíèå ïîäîáíûõ ñèñòåì, ñâÿçàííûõ ñ ýôôåêòîì ïîñëåäåé-
ñòâèÿ, ïîòðåáîâàëî ðàçâèòèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè, êîòîðàÿ àêòèâíî
ðàçâèâàëàñü òàêèìè ìàòåìàòèêàìè êàê Í.Â. Àçáåëåâ, Ã.À. Êàìåíñêèé,
Â.Á. Êîëìàíîâñêèé, Í.Í. Êðàñîâñêèé, À.Â. Êðÿæèìñêèé, À.Á. Êóðæàí-
ñêèé, Ã.È. Ìàð÷óê, À.Ä. Ìûøêèñ, Â.Ð. Íîñîâ, Ñ.Á. Íîðêèí, Þ.Ñ. Îñè-
ïîâ, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí, Ñ.Í. Øèìàíîâ, Ë.Ý. Ýëüñãîëüö, C.H.T. Baker, H.T.
Banks, R. Bellman, K.L. Cooke, R.D. Driver, J.K. Hale, V. Lakshmikantam,
V. Volterra è ìíîãèìè äðóãèìè.

Ïîëó÷åííûå â ýòîé îáëàñòè ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ñôîðìè-
ðîâàëè êà÷åñòâåííóþ òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäû-
âàíèåì. Âìåñòå ñ òåì, ïîëíîå ðåøåíèå ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ïîäîáíûõ
ñèñòåì, â òîì ÷èñëå çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è ñòàáèëèçàöèè, àíàëèòè÷åñêèìè
ìåòîäàìè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó
ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ è
ðàçðàáîòêà èõ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ñîâðåìåííûìè âû÷èñëèòåëüíû-
ìè ñðåäñòâàìè ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî àêòóàëüíîé.

Äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ñèñòåì ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ òåîðèÿ (ïîëó÷èâ-
øàÿ íàçâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ðåãóëÿòîðîâ � ÀÊÎÐ),
ðàçðàáîòàííàÿ À.Ì.Ëåòîâûì è Ð.Êàëìàíîì â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ, áëàãîäà-
ðÿ ÿñíîé ïîñòàíîâêå è êîíñòðóêòèâíûì ðåçóëüòàòàì èãðàåò îñîáóþ ðîëü
ñðåäè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ñèíòåçó óïðàâëåíèé. Âû÷èñëåíèå êîýôôè-
öèåíòîâ ìàòðèöû óñèëåíèÿ (ñòàáèëèçèðóþùåãî) óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå
òåîðèè ÀÊÎÐ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè
(ÀÓÐ), ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, ñòà-
áèëèçèðóåò ñèñòåìó.
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Èññëåäîâàíèå çàäà÷ ÀÊÎÐ äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì èíèöèèðîâà-
íî ñòàòüåé Í.Í. Êðàñîâñêîãî1, â êîòîðîé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíîå
ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì ôóíêöè-
îíàëîì íà ôóíêöèîíàëüíîì (ôàçîâîì) ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû ñ ïîñëåäåé-
ñòâèåì, è áûëè âûâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïàðàìåòðû îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà.

Îñíîâîé ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè ÀÊÎÐ äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâè-
åì, òàêæå êàê è îáùåé òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ÔÄÓ), ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåííàÿ Í.Í.Êðàñîâñêèì ôóíêöèîíàëüíàÿ
òðàêòîâêà ðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ÀÊÎÐ äëÿ ñèñòåì
ñ ïîñëåäåéñòâèåì ðàçðàáîòàíû ñ äîñòàòî÷íîé ïîëíîòîé, îäíàêî, â ñè-
ëó áåñêîíå÷íîìåðíîé ïðèðîäû ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì, ïðàêòè÷åñêîå
ïðèìåíåíèå òåîðèè íàòàëêèâàåòñÿ íà ðÿä ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé.
Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà êîíñòðóêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ÀÊÎÐ äëÿ ñèñòåì ñ
ïîñëåäåéñòâèåì ïîñòîÿííî íàõîäèòñÿ â öåíòðå âíèìàíèÿ ìàòåìàòèêîâ è
èíæåíåðîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðè èññëåäîâàíèè ÔÄÓ ïîëó÷åíû äëÿ ñèñòåì
ñ çàïàçäûâàíèåì â ôàçîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì â
óïðàâëåíèè èçó÷åíû çíà÷èòåëüíî ìåíåå ïîäðîáíî.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè.
Öåëü ðàáîòû.
Îäíîé èç îñíîâíûõ òðóäíîñòåé, ñäåðæèâàþùèõ ïðàêòè÷åñêîå èñïîëü-

çîâàíèå ÀÊÎÐ â çàäà÷àõ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâè-
åì, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû îáîáùåííûõ
óðàâíåíèé Ðèêêàòè (ÎÓÐ), îïèñûâàþùåé êîýôôèöèåíòû îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ è ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ïîýòîìó óæå â ïåðâûõ ðàáîòàõ, ãäå áûëè ïîëó÷åíû ÎÓÐ2, ïðîáëåìà
1Êðàñîâñêèé Í. Í. Îá àíàëèòè÷åñêîì êîíñòðóèðîâàíèè îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà â ñèñòåìå ñ

çàïàçäûâàíèÿìè âðåìåíè // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 1962. Ò. 26, �1.
2Ross D. W. Controller Design for Time Lag Systems via Quadratic Criterion // IEEE Trans. Aut.

Control. 1971. V. 16, pp. 664�672
Ross D. W., Flugge-Lotz I. An Optimal Control Problem for Systems with Di�erential Di�erence

Equation Dynamics // SIAM J. Control. 1969. V. 7, �4, pp 609�623
Eller D. H., Aggarwal J. K. and Banks H. T. Optimal control of linear time-delay systems //

IEEE Trans. Automat. Control. 1969. V. 14, pp. 678-687
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ÀÊÎÐ äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå äâóõ
çàäà÷:
Çàäà÷à A : íàõîæäåíèå ÿâíûõ ðåøåíèé ÎÓÐ;
Çàäà÷à B : ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñòàáèëèçèðóþùèõ ñâîéñòâ

óïðàâëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿâíûì ðåøåíèÿì ÎÓÐ.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì, â îòëè÷èå îò êîíå÷íî-

ìåðíûõ ñèñòåì, ëèíåéíîå óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, ïîñòðîåííîå íà
îñíîâå ðåøåíèÿ ÎÓÐ, íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèì, ïîýòîìó âû-
äåëåíèå èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè â îòäåëüíóþ Çàäà÷ó Â ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ åñòåñòâåííûì. Äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì â ôàçîâûõ êîîðäèíàòàõ
íåêîòîðûå àñïåêòû çàäà÷ A è B ïîäðîáíî èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ3

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà êîíñòðóêòèâíûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé äëÿ
ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì â óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðàõ íà îñíîâå ìèíèìè-
çàöèè îáîáùåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíà íà ôóíêöèîíàëüíîì ïîäõîäå â êà÷å-

ñòâåííîé òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñèñòå-
ìàòè÷åñêè ïðèìåíÿþòñÿ ïîíÿòèÿ è ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà,
òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, óïðàâëåíèÿ. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ìåòîäèêå èãðà-
þò ÷èñëåííûå ïðîöåäóðû.

Ðàçðàáîòàííûå â äàííîé äèññåðòàöèè ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ ðå-
øåíèé ÎÓÐ îñíîâûâàþòñÿ íà èäåå ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ
â ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà.

Ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà â òåîðèè ÀÊÎÐ äëÿ êîíå÷íî-
ìåðíûõ ñèñòåì áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå À.À.Êðàñîâñêîãî4. Ââåäåíèå
äîïîëíèòåëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ñëàãàåìîãî â ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ïîç-
âîëèëî óïðîñòèòü ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîýôôèöèåíòû
îïòèìàëüíîãî ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ (â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà

3Êîëìàíîâñêèé Â. Á., Êîðîëåâà Í. È. Î ñèíòåçå áèëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì â
óïðàâëåíèè // Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 1993. Ò. 57, �1, ñ. 238-243
Kolmanovskii V. B., Myshkis A. D. Applied theory of functional di�erential equations. Kluwer

Academic Publishers. 1992
Uchida K., Shimemura E., Kubo T. and Abe N. The linear-quadratic optimal control approach

to feedback control design for systems with delay // Automatica. 1988. V. 24, �6, pp. 773-780
Kim A. V. Functional Di�erential Equations. Application of i-smooth calculus. Kluwer Academic

Publishers. 1999
4Êðàñîâñêèé À. À. Èíòåãðàëüíûå îöåíêè ìîìåíòîâ è ñèíòåç ëèíåéíûõ ñèñòåì // Àâòîìàòèêà

è òåëåìåõàíèêà. 1967. �10, ñ. 53-71
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îïòèìàëüíîå ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé óñè-
ëåíèÿ, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì íå ÀÓÐ, à áîëåå ïðîñòîãî óðàâíåíèÿ Ëÿ-
ïóíîâà). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì êîí-
ñòðóèðîâàíèåì ïî êðèòåðèþ îáîáùåííîé ðàáîòû, òàê êàê äîáàâî÷íîå
ñëàãàåìîå â ôóíêöèîíàëå êà÷åñòâà ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê
�ýíåðãèÿ� (îáîáùåííàÿ ðàáîòà) îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðàçðàáîòàíû íîâûå êîíñòðóêòèâíûå àëãîðèòìû
àíàëèçà è ñèíòåçà óïðàâëåíèé äëÿ ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì â óïðàâëåíèè
íà îñíîâå ðåøåíèÿ ëèíåéíî�êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàçâèòûå â äèññåðòà-
öèè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü è àíàëèçèðîâàòü ñèíòåç óïðàâëåíèÿ äëÿ
ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì. Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåàëèçî-
âàíû â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì Time-delay System Toolbox â ñèñòåìå
MATLAB.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
1) â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì ïî óïðàâ-

ëåíèþ ñ ìîäèôèöèðîâàííûì êâàäðàòè÷íûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà ïîëó-
÷åíà ñèñòåìà îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè;

2) ïîëó÷åíû âàðèàíòû ÿâíûõ ðåøåíèé ÎÓÐ (îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Ðèê-
êàòè), ïîçâîëÿþùèå ñâåñòè çàäà÷ó ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî
ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ è çàòåì ïîëó÷èòü óïðàâëåíèå â ÿâíîì âèäå;

3) ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè ëè-
íåéíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì ïî óïðàâëåíèþ ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ
ê çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì â êîîðäè-
íàòàõ è àíàëèçà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû;

4) ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì ïî óïðàâëåíèþ è ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé;

5) ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëèçîâàíû â
âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì äëÿ ñèñòåìû Matlab. Ðåàëèçîâàí èíòåðôåéñ
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êîìïëåêñà ïðîãðàìì â ñåòè èíòåðíåò
(http://matlab.fde.uran.ru).
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðà-

áîòàõ [1-8]. Èç ñîâìåñòíûõ ðàáîò â äèññåðòàöèþ âîøëè ðåçóëüòàòû, ïî-
ëó÷åííûå àâòîðîì.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-
íèÿ, 5 ãëàâ, 2 ïðèëîæåíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì ðàáîòû
ñîñòàâëÿåò 120 ñòðàíèö, áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 40 íàèìåíîâàíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îá-
ñóæäàëèñü íà
� Øêîëå ìîëîäûõ ó÷åíûõ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ
ÐÀÍ (Åêàòåðèíáóðã, 2003);
� êîíôåðåíöèè ¾Àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷¿ (Åêà-
òåðèíáóðã, 2004);
� Russian-Korean workshop on Telecommunications (Åêàòåðèíáóðã, 2005);
� êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå¿ (Èæåâñê, 2006);
� íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ
è Óðàëüñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèé, ñôîðìóëè-

ðîâàíà öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è ïóòè å¼ äîñòèæåíèÿ, îòìå÷åíà
íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå äàåòñÿ ââåäåíèå â ïðîáëåìó ÀÊÎÐ äëÿ ñèñòåì ñ çà-
ïàçäûâàíèåì â óïðàâëåíèè.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ñ ïîñëåäåéñòâèåì

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + B∆u(t−∆) +

0∫

−∆

G(ν)u(t + ν)dν , (1)

ãäå A, B, B∆ � ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòåé n×n, n×r, n×r, ñîîò-
âåòñòâåííî; G(·) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n× r ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè
íà [−∆, 0) êîýôôèöèåíòàìè, x ∈ Rn � ôàçîâûé âåêòîð, u ∈ Rr � óïðàâ-
ëÿþùåå âîçäåéñòâèå (óïðàâëåíèå). Ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïàðà
{x,w(·)} ∈ Rn×Q[−∆, 0), ãäå Q[−∆, 0) - ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-íåïðåðû-
âíûõ íà [−∆, 0) r-ìåðíûõ ôóíêöèé,

w(·) = w(s),−∆ ≤ s < 0 = ut(·) = u(t + s),−∆ ≤ s < 0.
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Ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ èùåòñÿ â êëàññå ëè-
íåéíûõ îòîáðàæåíèé

u(x,w(·)) = Ex +

0∫

−∆

L(ν)w(ν)dν , (2)

ãäå E � ïîñòîÿííàÿ r × n ìàòðèöà, L(·) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè r × r ñ
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà [−∆, 0] êîýôôèöèåíòàìè.

Â ðàçäåëå 1.2 ôîðìàëèçóþòñÿ ïîíÿòèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû,




ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + B∆u(t−∆) +

0∫

−∆

G(ν)u(t + ν)dν ,

u(t) = Ex(t) +

0∫

−∆

L(ν)u(t + ν)dν ,

(3)

çàìêíóòîé ñèñòåìû â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå,



ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + B∆u(t−∆) +

0∫

−∆

G(ν)u(t + ν)dν ,

u̇(t) = EAx(t) + [EB + L(0)]u(t) + [EB∆ − L(−∆)]u(t−∆)+

+

0∫

−∆

[
EG(ν)− dL(ν)

dν

]
u(t + ν)dν .

(4)

Óñòàíàâëèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ ñèñòåì.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàíû ñèñòåìà (1) è ëèíåéíûé ñèíòåç óïðàâëå-

íèÿ (2), ïðè÷åì ýëåìåíòû ìàòðèöû L(·) íåïðåðûâíû è èìåþò êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå. Äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ {x0, w0(·)}
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé äîïóñòèìûé ïðîöåññ {x(·), u(·)}, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé:
a) ñèñòåìå (3) ïðè t > 0,

b) íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
{

x(t0) = x0,

u(t0 + ν) = w0(ν), −∆ ≤ ν < 0,
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è óñëîâèþ

u(0) = Ex0 +

0∫

−∆

L(ν)w0(ν)dν .

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ u(·) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è êóñî÷íî-äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ïðè t ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (4).

Â ýòîì æå ïàðàãðàôå ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòî-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû.

Â ðàçäåëå 1.3 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ñ îá-
ðàòíîé ñâÿçüþ è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ â äèññåðòàöèè çà-
äà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

Çàäà÷à C. Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû (1) íàéòè óïðàâëåíèå (2), ïðè êîòî-
ðîì çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (3) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.

Â ðàçäåëå 1.4. äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèé, îïèñûâàþùèõ ïàðàìåòðû
îäíîãî èç âîçìîæíûõ ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé âèäà (2), íà óïðàâ-
ëåíèå íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå ìèíèìèçàöèè îáîáùåí-
íîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

J =

∞∫

0

{
x′(t)Ψ0x(t) + u′(t) M u(t) + 2x′(t)

0∫

−∆

Ψ1(s)u(t + s)ds+

+

0∫

−∆

0∫

−∆

u′(t + s)Ψ2(s, ν)u(t + ν)dsdν+

+

0∫

−∆

u′(t + s)Ψ3(s)u(t + s)ds + u′(t−∆)Ψ4u(t−∆)

}
dt

(5)

íà òðàåêòîðèÿõ çàìêíóòîé ñèñòåìû. Çäåñü Ψ0 � ïîñòîÿííàÿ n × n ìàò-
ðèöà, Ψ1(·) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × r ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà
[−∆, 0] êîýôôèöèåíòàìè, Ψ2(·, ·) � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè r×r ñ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûìè íà [−∆, 0] × [−∆, 0] êîýôôèöèåíòàìè. Ψ3(·) � ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè r× r ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè íà [−∆, 0] êîýôôèöèåíòàìè,
M, Ψ4 � ïîñòîÿííûå ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå r × r

ìàòðèöû.
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Âåñîâûì ôóíêöèîíàëîì ñîñòîÿíèÿ â (5) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûé ôóíê-
öèîíàë

Z[x,w(·)] = x′Ψ0x + 2x′
0∫

−∆

Ψ1(s)w(s)ds+

+

0∫

−∆

0∫

−∆

w′(s)Ψ2(s, ν)w(ν)dsdν +

0∫

−∆

w′(s)Ψ3(s)w(s)ds+

+ w′(−∆)Ψ4w(−∆),

(6)

îïðåäåë¼ííûé íà ïðîñòðàíñòâå H = Rn ×Q[−∆, 0),
Îòìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ðàáîò ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûé

êðèòåðèé êà÷åñòâà

J∗ =

∞∫

0

{x′(t)Ψ0x(t) + u′(t)Mu(t)} dt, (7)

îäíàêî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåííûé ïðîèçâîë â âûáîðå ìàò-
ðèö Ψ0, Ψ1(·), Ψ2(·, ·), Ψ3(·), Ψ4 çàäà÷à (1), (5) èìååò áîëüøå �ñòåïåíåé
ñâîáîäû�.

Êîýôôèöèåíòû Ψ0, . . .,Ψ4 ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà (5) ìîæíî âûáèðàòü
ñ îïðåäåë¼ííûì ïðîèçâîëîì, òàê êàê îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðî-
åíèè ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ.

Â ðàçäåëå 1.5. ïðèâîäèòñÿ ñèñòåìà îáîáùåííûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè
(ÎÓÐ), íà îñíîâå êîòîðîé áóäåò èññëåäîâàòü çàäà÷à ÀÊÎÐ. Âûâîä ñèñòå-
ìû ÎÓÐ ïðèâîäèòñÿ âî âòîðîé ãëàâå.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ âûâîä ñèñòåìû ÎÓÐ, à òàêæå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ òðè âàðèàíòà âûáîðà âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ñèñòåìà ÎÓÐ óïðîùàåòñÿ è ðåøåíèå ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå.

Öåëüþ ðàçäåëà 2.1 ÿâëÿåòñÿ âûâîä îáîáù¼ííûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè
(íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè), êîòîðûì, â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè, óäîâëåòâîðÿþò êîýôôèöèåíòû îïòè-
ìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà è îáîáù¼ííîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà êà÷å-
ñòâà. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå (ôóíêöèîíàë Áåëëìàíà) äëÿ çàäà÷è (1), (5)
â òî÷êå {x,w(·)} ∈ H îáîçíà÷àåòñÿ W [x,w(·)].
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü:
1) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (1), (5),
2) îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà (5) èìååò âèä

W [x,w(·)] = x′Px + 2x′
0∫

−∆

D(s)w(s)ds+

+

0∫

−∆

0∫

−∆

w′(s)R(s, ν)w(ν)dsdν +

0∫

−∆

w′(s)Π(s)w(s)ds

,

ïðè÷¼ì

(a) P � ñèììåòðè÷íàÿ n× n ìàòðèöà,
(b) êîýôôèöèåíòû n×r ìàòðèöû D(·) è r×r ìàòðèöû Π(·) íåïðåðûâíû

è êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìû íà [−∆, 0],
(c) êîýôôèöèåíòû r×r ìàòðèöû R(·, ·) è å¼ ïðîèçâîäíûõ ∂R

∂s è ∂R
∂ν íåïðå-

ðûâíû âñþäó íà [−∆, 0]× [−∆, 0], èñêëþ÷àÿ ëèíèþ s = ν,
(d) äëÿ ìàòðèöû R(·, ·) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

R′(ν, s) = R(s, ν), (s, ν) ∈ [−∆, 0]× [−∆, 0].

Òîãäà ìàòðèöû P , D(·), R(·, ·), Π(·) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû îáîá-
ù¼ííûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè (ÎÓÐ)

PA + A′P + Ψ0 −
[
P ′B + D(0)

][
Π(0) + M

]−1
[
B′P + D′(0)

]
= 0, (8)

dD(s)

ds
− A′D(s)−Ψ1(s)− P ′G(s)+

+
[
P ′B + D(0)

][
Π(0) + M

]−1
[
B′D(s) + R(0, s)

]
= 0,

(9)

∂R(s, ν)

∂s
+

∂R(s, ν)

∂ν
−Ψ2(s, ν)− 2D′(s)G(s)+

+
[
D′(s)B + R(s, 0)

][
Π(0) + M

]−1
[
B′D(s) + R(0, s)

]
= 0,

(10)

dΠ(s)

ds
−Ψ3(s) = 0, (11)
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

P ′B∆ = D(−∆), (12)

D′(s)B∆ = R(s,−∆), (13)
Ψ4 = Π(−∆). (14)

è óñëîâèÿìè ñèììåòðè÷íîñòè

P ′ = P, R′(ν, s) = R(s, ν) (15)

Â ðàçäåëå 2.2 ïðèâîäèòñÿ ïåðâûé âàðèàíò âûáîðà ìàòðèö Ψ1(·), Ψ2(·, ·),
ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè çàäà÷ó ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî ìàòðè÷-
íîãî óðàâíåíèÿ è çàòåì ïîëó÷èòü óïðàâëåíèå â ÿâíîì âèäå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñèììåòðè÷íàÿ n×n ìàòðèöà P̃ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

PA + A′P + Ψ0 −
[
P ′B + eA′∆P ′B∆

]
K

[
B′P + B′

∆Pe∆A
]

= 0, (16)

K =
[ 0∫

−∆

Ψ3(s)ds + Ψ4 + M
]−1

, ìàòðèöû D̃(s), Π̃(s) è R̃(s, ν) èìåþò âèä:

D̃(s) = eA′(s+∆)P̃ ′B∆, (17)

Π̃(s) =

s∫

−∆

Ψ3(ν)dν + Ψ4 (18)

R̃(s, ν) =

{
Q̃(s)D̃(ν) äëÿ (s, ν) ∈ Ω1,

D̃′(s)Q̃′(ν) äëÿ (s, ν) ∈ Ω2,
(19)

ãäå
Ω1 = {(s, ν) ∈ [−∆, 0]× [−∆, 0] : s− ν < 0},
Ω2 = {(s, ν) ∈ [−∆, 0]× [−∆, 0] : s− ν > 0}

è
Q̃(s) = B′

∆e−A′(s+∆).

Åñëè â ôóíêöèîíàëå êà÷åñòâà (5) âåñîâûå ìàòðèöû âûáðàíû Ψ0, Ψ3(·), Ψ4

âûáðàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, à ìàòðèöû Ψ1(·), Ψ2(·, ·) � â âèäå

Ψ1(s) = [P̃ ′B + D̃(0)] K [B′D̃(s) + R̃(0, s)]− P̃ ′G(s), (20)
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Ψ2(s, ν) = [D̃′(s)B + R̃(s, 0)] K [B′D̃(s) + R̃(0, s)]− 2D̃′(s)G(s), (21)
òîãäà ìàòðèöû P̃ , D̃(s) è R̃(s, ν) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèñòåìû ÎÓÐ (8)�(15).

Â ðàçäåëå 2.3 ïðèâîäèòñÿ âòîðîé âàðèàíò âûáîðà ìàòðèö Ψ1(·), Ψ2(·, ·)
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñèììåòðè÷íàÿ n × n ìàòðèöà P̃ è n × r ìàòðèöà

D̃(0) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

PA + A′P + Ψ0 −
[
P ′B + D(0)

]
K

[
B′P + D′(0)

]
= 0 , (22)

D(0)− e−[P ′BKB′+D(0)K−A′]∆P ′B∆ = 0 , (23)

K =
[ 0∫

−∆

Ψ3(s)ds + Ψ4 + M
]−1

, ìàòðèöû D̃(s), Π̃(s) è R̃(s, ν) èìåþò âèä:

D̃(s) = e−[P ′BKB′+D̃(0)K−A′](s+∆)P̃ ′B∆ , (24)

Π̃(s) =

s∫

−∆

Ψ3(ν)dν + Ψ4 (25)

R̃(s, ν) =

{
Q̃(s)D̃(ν) äëÿ (s, ν) ∈ Ω1,

D̃′(s)Q̃′(ν) äëÿ (s, ν) ∈ Ω2,
(26)

ãäå
Ω1 = {(s, ν) ∈ [−∆, 0]× [−∆, 0] : s− ν < 0},
Ω2 = {(s, ν) ∈ [−∆, 0]× [−∆, 0] : s− ν > 0}

è
Q̃(s) = B′

∆e[P̃ ′BKB′+D(0)K−A′](s+∆) ,

Åñëè â ôóíêöèîíàëå êà÷åñòâà (5) âåñîâûå ìàòðèöû âûáðàíû Ψ0, Ψ3(·), Ψ4

âûáðàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, à ìàòðèöû Ψ1(·), Ψ2(·, ·) � â âèäå

Ψ1(s) = P̃ ′BKB′R̃(0, s) + D̃(0)KR̃(0, s)− P̃ ′G(s), (27)
Ψ2(s, ν) = [D̃′(s)B + R̃(s, 0)]K[B′D̃(s) + R̃(0, s)]− 2D̃′(s)G(s). (28)

òîãäà ìàòðèöû P̃ , D̃(s) è R̃(s, ν) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèñòåìû ÎÓÐ (8)�(15).
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Â ðàçäåëå 2.4 ïðèâîäèòñÿ ñïåöèàëüíûé (ñòàöèîíàðíûé) âàðèàíò âû-
áîðà ìàòðèö Ψ1(·), Ψ2(·, ·).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ñèììåòðè÷íàÿ n×n ìàòðèöà P̃ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

PA + A′P + Ψ0 −
[
P ′B + P ′B∆

]
K

[
B′P + B′

∆P
]

= 0, (29)

K =
[ 0∫

−∆

Ψ3(s)ds + Ψ4 + M
]−1

, ìàòðèöû D̃(s), Π̃(s) è R̃(s, ν) èìåþò âèä:

D̃(s) = P̃ ′B∆, (30)

Π̃(s) =

s∫

−∆

Ψ3(ν)dν + Ψ4 (31)

R̃(s, ν) = B′
∆PB∆. (32)

Åñëè â ôóíêöèîíàëå êà÷åñòâà (5) âåñîâûå ìàòðèöû âûáðàíû Ψ0, Ψ3(·), Ψ4

âûáðàíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, à ìàòðèöû Ψ1(·), Ψ2(·, ·) � â âèäå
Ψ1(s) = [P̃ ′B + D̃(0)] K [B′D̃(s) + R̃(0, s)]− P̃ ′G(s)− A′D̃(s), (33)
Ψ2(s, ν) = [D̃′(s)B + R̃(s, 0)] K [B′D̃(s) + R̃(0, s)]− 2D̃′(s)G(s), (34)

òîãäà ìàòðèöû P̃ , D̃(s) è R̃(s, ν) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèñòåìû ÎÓÐ (8)�(15).

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è àíàëèçó ñâîéñòâ ðåãóëÿòîðà.
Ïðèâîäèòñÿ óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, ïîëó÷åííîå â õîäå âûâîäà

ñèñòåìû ÎÓÐ. Ýòî óïðàâëåíèå îòâå÷àåò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì îïòè-
ìàëüíîñòè:

u∗(x,w(·)) = −
[
Π(0) + M

]−1


B′


Px +

0∫

−∆

D(s)w(s)ds


 +

+D′(0)x +

0∫

−∆

R(0, ν)w(ν)dν




(35)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ íåîáõîäèìî, ñîãëàñíî ðàç-
ðàáîòàííîìó ïîäõîäó

14



1) âû÷èñëèòü ìàòðèöó P , ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî
ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ;

2) âû÷èñëèòü ìàòðèöû D(s) è R(s, ν) ïîäñòàíîâêîé P â ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ôîðìóëó, âû÷èñëèòü ìàòðèöó Π(0);

3) ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (35)
ìàòðèöû P , D(s), R(s, ν) è Π(0);

Ñëåäóþùåé çàäà÷åé, ïîñëå íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî âèäà ðåãóëÿòîðà, ÿâ-
ëÿåòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ åãî ñòàáèëèçèðóþùèõ ñâîéñòâ.

Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäèòñÿ ïîëíûé âèä óïðàâëåíèé ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ
è çàìêíóòûõ ñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàññìîòðåííûì âàðèàíòàì ÿâíûõ
ðåøåíèé ÎÓÐ.

Â ðàçäåëå 3.2 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè
Òåîðåìà 6. Ïóñòü ìàòðèöû P , D(s), R(s, ν), Π(s) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì

ñèñòåìû (8) � (15);
Åñëè
1) âåñîâîé êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë (6) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííûì íà H = Rn ×Q[−∆, 0).
2) êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë

W [x,w(·)] = x′Px + 2x′
0∫

−∆

D(s) w′(s) ds+

+

0∫

−∆

0∫

−∆

w′(s)R(s, ν)w(ν)dsdν +

0∫

−∆

w′(s)Π(s)w(s)ds

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì íà H = Rn ×Q[−∆, 0),
òîãäà ñèñòåìà (1) ñòàáèëèçèðóåìà è óïðàâëåíèå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

u∗(x,w(·)) = −
[
Π(0) + M

]−1
[
B′

(
Px +

0∫

−∆

D(s)w(s)ds

)
+

+D′(0)x +

0∫

−∆

R(0, ν)w(ν)dν

] (36)
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ËÊÇÓ (1), (5) â êëàññå ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëå-
íèé, à ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà J , ñîîòâåòñòâóþùåå
íà÷àëüíîé ïîçèöèè {x,w(·)}, èìååò âèä (36).

Â ðàçäåëå 3.3 ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòàáèëè-
çèðóåìîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì ïî óïðàâëåíèþ ñ ïîìîùüþ
ñâåäåíèÿ ê çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì â
êîîðäèíàòàõ è àíàëèçà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû.

Ñèñòåìó (4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì ïî
ñîñòîÿíèþ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y = (x, u):

ẏ = Ây + B̂∆y(−∆) +

∫ 0

−∆
Ĝ(s)ds (37)

Â =

(
A B

EA EB + L(0)

)
, B̂∆ =

(
0 B∆

0 EB − L(−∆)

)

Ĝ =


0 G(s)

0 EG(s)− dL(s)

ds




Ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (37) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà F [t]
ðàçìåðíîñòè n+r × n+r, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì

dF [t]

dt
= ÂF [t] + B̂∆ F [t−∆] +

0∫

−∆

Ĝ(s) F [t + s] ds , t > 0 , (38)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
{

F [0] = I ,

F [t] = 0 ïðè t < 0 .
(39)

Òåîðåìà 7. Ñèñòåìà (37) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî T > 0, òàêîå, ÷òî

(
max

−∆≤s≤0
‖F [T + s]‖

) 
1 + ∆ ‖B̂∆‖ +

0∫

−∆

s∫

−∆

‖Ĝ(ν)‖dνds


 < 1. (40)
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Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè íà îñ-
íîâå äàííîé òåîðåìû ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà íà îñíîâå ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû, íàïðèìåð, ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïðîãðàììû checkstab èç Time-Delay System Toolbox.5 Àëãîðèòì
checkstab îñíîâàí íà ïðîâåðêå óêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ ôóíäàìåíòàëü-
íîé ìàòðèöû ñèñòåìû, à òàêæå ðàáîòàõ6. Ïðè ýòîì, â ðÿäå ñëó÷àåâ, óäîá-
íî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 8. Ñèñòåìà (37) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 1, òàêîå, ÷òî

(
max

−∆≤s≤0
‖F [k∆ + s]‖

) 
1 + ∆ ‖B̂∆‖ +

0∫

−∆

s∫

−∆

‖Ĝ(ν)‖dνds


 < 1. (41)

Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû óïðàâëåíèÿ íàõîäÿòñÿ íà îñíîâå íåîáõîäè-
ìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè. Ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, íàéäåííûå óïðàâ-
ëåíèÿ, äàæå åñëè îíè ñòàáèëèçèðóþò ñèñòåìó, ìîãóò íå áûòü îïòèìàëü-
íûìè.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ðÿä ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ ðåçóëüòà-
òû ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé.

Ïÿòàÿ ãëàâà îïèñûâàåò ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ ðàçðàáîòàííûõ àë-
ãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ñèñòåìû Matlab. Â ýòîé æå ãëà-
âå îïèñûâàåòñÿ èíòåðôåéñ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êîìïëåêñà ïðîãðàìì â ñåòè
èíòåðíåò (http://matlab.fde.uran.ru).

Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ âîïðîñà èíòåãðàöèè ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì
Time-delay System Toolbox â ñåòü èíòåðíåò ñ âîçìîæíîñòüþ èíòåðàêòèâ-
íûõ èëè ïàêåòíûõ âû÷èñëåíèé îïèñàíû â ðàáîòàõ [4,6].

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà: âû÷èñëèòåëü íà ïëàòôîðìå
Intel ïîä óïðàâëåíèåì ÎÑ Windows 2000/2003 è íà ïëàòôîðìå Alpha ïîä
óïðàâëåíèåì ÎÑ Digital Unix. Îáà âàðèàíòà ðàçðàáàòûâàþòñÿ è ïðåäíà-

5A. V. Kim, W. H. Kwon, V. G. Pimenov et al Time-Delay System Toolbox (for use with
MATLAB). Seoul, Korea: Seoul National University, 1998.

6Kim A. V., Lozhnikov A. B. Constructive Stability Criterion for Linear Systems with Delays.
IMM Ural Branch of Russian Academy of Sciences. 2001.
Êèì À. Â., Ëîæíèêîâ À. Á. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì ñ ïîñëåäåéñòâèåì: òåîðèÿ,

àëãîðèòìû, ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå // Èçâåñòèÿ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè. Èæåâñê.
2002. �2, ñ. 55-58
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çíà÷åíû äëÿ îðãàíèçàöèè äîñòóïà ê âû÷èñëèòåëüíûì àëãîðèòìàì ðå-
øåíèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåàëèçîâàííûì
êàê ìîäóëè íà ÿçûêàõ C è FORTRAN, à òàêæå êàê ðàñøèðåíèÿ äëÿ ñè-
ñòåìû MATLAB. Â êà÷åñòâå âåá-ñåðâåðà èñïîëüçóåòñÿ Microsoft Internet
Information Server.

Â ïåðâîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèå ñ âû÷èñëèòåëüíîé êîìïîíåíòîé
(MATLAB) ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè, íàïðè-
ìåð, ïîñðåäñòâîì ñîçäàíèÿ COM-îáúåêòà Matlab.Application è óïðàâëå-
íèÿ èì.

Ê ñîæàëåíèþ, èìåþùèåñÿ ó ýòîãî îáúåêòà âîçìîæíîñòè, õîòÿ è äî-
ñòàòî÷íû äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ, íî àáñîëþòíî íå
ðàññ÷èòàíû íà ðàáîòó â ðàñïðåäåë¼ííîé ñðåäå. Áîëåå òîãî, MATLAB íå
ïðåäîñòàâëÿåò íèêàêèõ ñðåäñòâ äëÿ êîíòðîëÿ âûïîëíÿåìûõ ïðîãðàìì.

Äëÿ ñîçäàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ñåðâåðà ñîçäàíû êîìïîíåíòû:
FDE.Spooler � îáùåå óïðàâëåíèå çàäà÷àìè (ïîñòàíîâêà â î÷åðåäü, ñíÿ-

òèå, èçìåíåíèå ïðèîðèòåòà è ò.ï.). Ýòà êîìïîíåíòà ñîçäà¼òñÿ íà òîì æå
êîìïüþòåðå, ãäå ðàáîòàåò âåá-ñåðâåð. Ñïóëåð ðàáîòàåò ñ ïðàâàìè ñòàí-
äàðòíîãî ïîëüçîâàòåëÿ äëÿ âíåøíèõ ïðèëîæåíèé IIS è íå ïðîèçâîäèò
íèêàêèõ ôèçè÷åñêèõ äåéñòâèé ñ ôàéëàìè.

FDE.Task � ýòîò COM-îáúåêò îáñëóæèâàåò êîíêðåòíóþ çàäà÷ó âû÷èñ-
ëèòåëÿ, ñîäåðæèò òàêèå ñâîéñòâà, êàê èäåíòèôèêàòîð çàäà÷è, å¼ èìÿ,
íåîáõîäèìûå äëÿ ïðîñ÷¼òà òåêñòîâûå ôàéëû (â ñâîéñòâàõ) è äð. Ýòîò
îáúåêò ñîçäà¼òñÿ ñïóëåðîì íà òåõ êîìïüþòåðàõ, ãäå ðàñïîëàãàþòñÿ âû-
÷èñëèòåëüíûå êîìïîíåíòû, ïî ïðîòîêîëó DCOM. Íèêàêîãî ôàéëîâîãî
îáìåíà ìåæäó âåá-ñåðâåðîì, ñïóëåðîì è îáúåêòîì Task íåò, à, ñëåäîâà-
òåëüíî, íåò è ïðîáëåì ñ ïðàâàìè äîñòóïà ê äèñêó. Âìåñòî ýòîãî ïðî-
èñõîäèò îáû÷íîå ÷òåíèå/çàïèñü ñâîéñòâ COM-îáúåêòà, ëèáî âûçîâ ìå-
òîäîâ. Êîìïîíåíòà ãîòîâèò è ñîçäà¼ò â îïðåäåë¼ííîì êàòàëîãå ôàéëû,
íåîáõîäèìûå äëÿ óñïåøíîãî ïðîñ÷¼òà çàäà÷è â MATLAB. Ïðè ýòîì íàäî
ó÷èòûâàòü, ÷òî MATLAB èìååò äîñòóï ê ôàéëàì òîëüêî èç êàòàëîãà ñ
çàäà÷åé, òî åñòü ïîëüçîâàòåëü (óìûøëåííî èëè íåò) íå ñìîæåò íàíåñòè
ñêîëüêî-íèáóäü ñóùåñòâåííûé âðåä ñèñòåìå â öåëîì.

Î÷åðåäü çàäà÷ ïåðèîäè÷åñêè ïðîâåðÿåòñÿ íà íàëè÷èå çàäà÷ ñåðâèñîì,
çàïóùåííûì íà âû÷èñëèòåëå.

Èìåííî ýòîò ñåðâèñ íåïîñðåäñòâåííî âçàèìîäåéñòâóåò ñ MATLAB, ïðè
ýòîì îí, êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ðàáîòàåò îò èìåíè ïîëüçîâàòåëÿ, ñèëüíî
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îãðàíè÷åííîãî â ïðàâàõ.
Ïðè ðàçðàñòàíèè âû÷èñëèòåëüíîãî ñåðâåðà (ïîäêëþ÷åíèè äîïîëíè-

òåëüíûõ âû÷èñëèòåëåé) âîçìîæíî ñîçäàíèå äîïîëíèòåëüíîãî íàáîðà êîì-
ïîíåíò FDE.Agent, âûïîëíÿþùèõ ðàçëè÷íóþ òåõíè÷åñêóþ ðàáîòó.

Âî âòîðîé ìîäåëè (âàðèàíò ãåòåðîãåííîé ñðåäû) ñîçäàíèå êîìïîíåíò
ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé åñëè è ðåøàåìîé, òî î÷åíü ñëîæíîé. Âìåñòî ýòîãî
èñïîëüçóåòñÿ ïðîòîêîë SOAP íàä òðàíñïîðòîì EMAIL. Ïðè ýòîì íà
UNIX-ìàøèíå äîëæåí áûòü óñòàíîâëåí èíòåðïðåòàòîð Perl ñ áèáëèîòå-
êîé SOAP. Ïåðåäà÷à ôàéëîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàïóñêà âû÷èñëèòåëüíûõ
ìîäóëåé, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïàêåòàìè SOAP. Ïðîáëåìà áåçîïàñíîñòè, ñóùå-
ñòâîâàâøàÿ â ïåðâîé ìîäåëè, ïðè òàêîì ïîäõîäå íå âîçíèêàåò.

Ìîäóëè, ðàçìåù¼ííûå è çàïóñêàåìûå íà âû÷èñëèòåëå, ìîãóò áûòü íà-
ïèñàíû íà ÿçûêàõ Ñ, FORTRAN èëè íà ëþáûõ äðóãèõ ÿçûêàõ, êîìïè-
ëÿòîðû êîòîðûõ áóäóò óñòàíîâëåíû íà UNIX-ìàøèíå.

Ïðè ýòîì, íåçàâèñèìî îò ÿçûêà, íà êîòîðîì íàïèñàí ìîäóëü, îí äîë-
æåí áûòü ïðèâåä¼í â ñîîòâåòñòâèå ñ îïðåäåë¼ííûìè èíòåðôåéñíûìè òðå-
áîâàíèÿìè (ýòî ñâîäèòñÿ ê ñîçäàíèþ îïèñàíèÿ ìîäóëÿ íà ÿçûêå XML åãî
àâòîðîì).

Åù¼ îäíîé îñîáåííîñòüþ äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå îáÿçà-
òåëüíîãî íàëè÷èÿ â ñèñòåìå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî ïî÷òîâîãî ñåðâåðà è
ïî÷òîâûõ êëèåíòîâ íà êàæäîé èç ìàøèí (è íà âåá-ñåðâåðå, è íà âû÷èñ-
ëèòåëÿõ).

Óïðàâëåíèå î÷åðåäüþ çàäà÷ íà êîíêðåòíîì âû÷èñëèòåëå (ïðè ýòîì
ïîäðàçóìåâàþòñÿ çàäà÷è, çàïóùåííûå â ðàìêàõ íàøåé ñèñòåìû) ìîæåò
ðåøàòüñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî çàïóñêîì ñïåöèàëüíîãî äåìîíà íà ñàìîì
âû÷èñëèòåëå, ëèáî îðãàíèçàöèåé ñåðâèñà-ñïóëåðà íà Windows-ìàøèíå.
Ýòî ìîæåò áûòü òîò æå êîìïüþòåð, ãäå ðàáîòàåò âåá-ñåðâåð, ëèáî îò-
äåëüíûé, ðàñïîëîæåííûé â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê âû÷èñëèòåëþ
(â îäíîé ëîêàëüíîé ñåòè).

Ïåðåäà÷à ôóíêöèé óïðàâëåíèÿ î÷åðåäüþ çàäà÷ îòäåëüíîìó êîìïüþòå-
ðó, à òàêæå ñòàíäàðòèçàöèÿ èíòåðôåéñîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäóëåé ïîç-
âîëÿåò òàêæå ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó øàãó ìàñøòàáèðîâàíèÿ ñèñòåìû �
ñîçäàíèþ âû÷èñëèòåëüíîé ðåø¼òêè.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.
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