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1

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè ñ óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ è �óíêöèÿìè ñòîèìîñòè, çà-

âèñÿùèìè îò ñïèñêà çàäàíèé, ÷òî îòâå÷àåò ïîòðåáíîñòÿì èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, óïî-

ìÿíóòûå îñîáåííîñòè èìåþòñÿ â ïîñòàíîâêàõ íåêîòîðûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â àòîìíîé ýíåðãåòèêå

è ìàøèíîñòðîåíèè. Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì îáõîäîì ìåãàïîëèñîâ è âû-

ïîëíåíèåì, ïðè èõ ïîñåùåíèè, íåêîòîðûõ (âíóòðåííèõ) ðàáîò. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà ëîêàëüíîãî

óëó÷øåíèÿ ýâðèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ çàäà÷ îùóòèìîé ðàçìåðíîñòè, èñïîëüçóþùàÿ âñòàâêè íà îñíî-

âå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîñëåäíåå ðåàëèçóåòñÿ â âèäå âàðèàíòà, íå ïðåäóñìàòðèâàþùåãî

(ïðè íàëè÷èè óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ) ïîñòðîåíèå ¾ïîëíîãî¿ ìàññèâà çíà÷åíèé �óíêöèè Áåëëìàíà.

Íà ýòàïå ïîèñêà ëîêàëèçàöèè âñòàâêè ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ âàðèàíòîì áåëëìàíîâñêîé ïðî-

öåäóðû, äîñòàâëÿþùåé ýêñòðåìóì (ëîêàëüíîãî) êðèòåðèÿ áåç ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ â

âèäå ïàðû ¾ìàðøðóò�òðàññà¿. Áîëåå ïîëíàÿ è áîëåå çàòðàòíàÿ â ñìûñëå ðåñóðñîâ ïàìÿòè ïðîöåäóðà,

âêëþ÷àþùàÿ íàõîæäåíèå óïîìÿíóòîãî (ëîêàëüíî îïòèìàëüíîãî) ðåøåíèÿ, ïëàíèðóåòñÿ ïîñëå âûáîðà

ëîêàëèçàöèè âñòàâêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âñòàâêà, äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ìàðøðóò.
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Ââåäåíèå

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ, íåïîñðåäñòâåííî ïðîäîëæàþùåãî [1℄, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ìàðøðó-

òèçàöèè ïåðåìåùåíèé, îñëîæíåííàÿ âîçìîæíîé çàâèñèìîñòüþ �óíêöèé ñòîèìîñòè îò ñïèñêà

çàäàíèé, ìíîãîâàðèàíòíîñòüþ ñàìèõ ïåðåìåùåíèé è óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Óïîìÿíó-

òûå îñëîæíÿþùèå îáñòîÿòåëüñòâà òèïè÷íû äëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè, ýòî

êàñàåòñÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñî ñíèæåíèåì îáëó÷àåìîñòè ïåðñîíàëà ÀÝÑ ïðè âûïîëíåíèè êîì-

ïëåêñà îïåðàöèé â óñëîâèÿõ ÷ðåçâû÷àéíûõ ñèòóàöèé (×åðíîáûëü, Ôóêóñèìà), à òàêæå çàäà÷,

âîçíèêàþùèõ â ìàøèíîñòðîåíèè è ñâÿçàííûõ ñ óïðàâëåíèåì ïåðåìåùåíèåì èíñòðóìåíòà ïðè

ëèñòîâîé ðåçêå äåòàëåé íà ìàøèíàõ ñ ×ÏÓ.

Â ñèëó óïîìÿíóòûõ ïðè÷èí âîçíèêàþùàÿ çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ

îò ñâîåãî ïðîòîòèïà � èçâåñòíîé òðóäíîðåøàåìîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà (ÇÊ) � â ñòîðîíó

êà÷åñòâåííîãî óñëîæíåíèÿ ïîñòàíîâêè. Â òî æå âðåìÿ òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ NP-ïîëíîòîé

ÇÊ, ñîõðàíÿþòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé äàëåå çàäà÷å è, áîëåå òîãî, óñóãóáëÿþòñÿ. Âñå ýòî òðåáóåò

ðàçðàáîòêè ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ, ñî÷åòàþùèõ èññëåäîâàíèå òî÷íûõ è ýâðèñòè÷åñêèõ

ðåøåíèé.

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî èìåòü â âèäó ïðèìåíåíèå îïòèìèçèðóþùèõ âñòàâîê â ðåøåíèÿ, ïîëó-

÷åííûå íà îñíîâå ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ, â ÷àñòíîñòè, â [1�3℄,

ãäå ðàññìàòðèâàëèñü ìàðøðóòíûå çàäà÷è âûøåóïîìÿíóòîãî òèïà (ïîñëåäîâàòåëüíûé îáõîä ìå-

ãàïîëèñîâ ñ óñëîâèÿìè ïðåäøåñòâîâàíèÿ). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ (îïòèìàëüíûõ) ëîêàëüíûõ

ðåøåíèé â [1�3℄ ïðèìåíÿëñÿ àïïàðàò øèðîêî ïîíèìàåìîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

(ÄÏ) â äóõå [4℄ (â ñâÿçè ñ ÄÏ îòìåòèì ðàáîòû [5,6℄, ãäå ðàññìàòðèâàëîñü ðåøåíèå ÇÊ). Ïðè ýòîì

ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, ÷òî íå ïîçâîëÿ-

åò íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü ÄÏ äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü
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�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû 15�01�07909, 16�01�00505, 16�01�00649).

http://dx.doi.org/10.20537/vm160410


566 À. �. ×åíöîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2016. Ò. 26. Âûï. 4

ýâðèñòèêè, ïðîèãðûâàÿ â êà÷åñòâå. Äàííûé ïðîèãðûø ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷àñòè÷íî ñêîìïåíñèðî-

âàòü, ïðèìåíÿÿ îïòèìèçèðóþùèå âñòàâêè. Ïðè ýòîì �ðàãìåíò èñõîäíîãî ðåøåíèÿ çàìåíÿåòñÿ

ëîêàëüíî îïòèìàëüíûì. Óïîìÿíóòóþ çàìåíó óäàåòñÿ îñóùåñòâèòü òàê, ÷òîáû ïðè ýòîì íå íà-

ðóøàëèñü ¾ãëîáàëüíûå¿ óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, à ñòîèìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå âíåøíåé ïî

îòíîøåíèþ ê �ðàãìåíòó ¾÷àñòè¿ èñõîäíîãî ðåøåíèÿ, íå óâåëè÷èâàëèñü. Äàííàÿ âîçìîæíîñòü

óêàçàíà â [1℄ (â ìåíåå îáùåé ïîñòàíîâêå ñì. [2, 3℄).

Îòìåòèì (ñì. [2, 3℄), ÷òî ðåàëèçàöèþ îïòèìèçèðóþùèõ âñòàâîê èìååò ñìûñë îñóùåñòâëÿòü

â èòåðàöèîííîì ðåæèìå. Ýòî ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ äîáèâàòüñÿ îùóòèìîãî óëó÷øåíèÿ äî-

ñòèãàåìîãî ðåçóëüòàòà. Îäíàêî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ (ïîäîáíî [1℄) íà âî-

ïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ îäíîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì îïòèìèçèðóþùåé âñòàâêè. Ïðè ýòîì áóäóò

èññëåäîâàíû âàðèàíòû ëîêàëèçàöèè âñòàâêè, íå ðàññìàòðèâàåìûå â [1℄. Êðîìå òîãî, îòìåòèì

íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì ÄÏ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìóìà ëîêàëüíîé

çàäà÷è áåç ïîñòðîåíèÿ äîñòàâëÿþùåãî ýòîò ýêñòðåìóì ðåøåíèÿ â âèäå ïàðû ¾ìàðøðóò�òðàññà¿

(èìååòñÿ â âèäó ïðèìåíåíèå ïðè ïîñòðîåíèè âñòàâêè). Äàííûé ïðèåì ñâÿçàí ñ âîïðîñîì ýêî-

íîìèè ðåñóðñîâ ïàìÿòè êîìïüþòåðà, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü �ðàãìåíòû ðå-

øåíèé, èìåþùèå á�îëüøóþ ðàçìåðíîñòü (ñì. â ýòîé ñâÿçè [7℄). Îäíàêî ïðèìåíÿòü ýòîò ïðèåì

ìîæíî òîëüêî â îöåíî÷íûõ öåëÿõ, èìåííî: êàêîå óëó÷øåíèå ðåçóëüòàòà âîçìîæíî ïðè äàííîé

ëîêàëèçàöèè ¾áîëüøîé¿ âñòàâêè? Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî ó÷èòûâàòü è ïðè âûáîðå ñàì�îé

ëîêàëèçàöèè.

Èññëåäîâàíèþ ÇÊ è çàäà÷ òèïà ÇÊ ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò êàê â �îññèè, òàê è çà

ðóáåæîì (ñì., â ÷àñòíîñòè, [5, 6, 8�14℄). Ñëåäóåò îòìåòèòü ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö [14℄, øèðî-

êî èñïîëüçóåìûé â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è èãðàþùèé âàæíóþ ðîëü

â èññëåäîâàíèè ÇÊ. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ìàðøðóòèçàöèåé â çàäà÷àõ àòîìíîé ýíåðãåòèêè,

ðàññìàòðèâàëèñü â ìîíîãðà�èè [15℄, êîòîðîé ïðåäøåñòâîâàëà ñåðèÿ æóðíàëüíûõ ñòàòåé àâòî-

ðîâ. Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ìàðøðóòèçàöèè, âîçíèêàþùåé ïðè ëèñòîâîé ðåçêå íà ìàøèíàõ ñ ×ÏÓ,

îòìåòèì ðàáîòû [16�23℄.

� 1. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñèìâîëèêà (êâàíòîðû, ïðîïîçèöèî-

íàëüíûå ñâÿçêè è äð.);

△
= � ðàâåíñòâî ïî îïðåäåëåíèþ, ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî, def çàìåíÿ-

åò âûðàæåíèå ¾ïî îïðåäåëåíèþ¿. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî �

ìíîæåñòâà.

Åñëè x � êàêîé-ëèáî îáúåêò, òî ÷åðåç {x} îáîçíà÷àåì ñèíãëåòîí, ñîäåðæàùèé x. Äëÿ êàæ-

äîãî ìíîæåñòâà T ÷åðåç P(T ) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ (ï/ì) T (èòàê, P(T ) �

áóëåàí T ) è P ′(T )
△
= P(T )\{∅}; Fin(T ) � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç P ′(T ), ò. å.

ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ï/ì T . Åñëè A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà , òî BA
åñòü

def ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç A â B (êàê îáû÷íî, ïðè f ∈ BA
è a ∈ A f(a) ∈ B åñòü

çíà÷åíèå f â òî÷êå a); åñëè æå ϕ ∈ BA
è C ∈ P(A), òî â âèäå ϕ1(C)

△
= {ϕ(x) : x ∈ C} ∈ P(B)

èìååì îáðàç C ïðè äåéñòâèè ϕ, ϕ1(C) ∈ P
′

(B) ïðè C ∈ P
′

(A). Äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ

P è Q ÷åðåç (Bi)[P ;Q] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé [24, ñ. 87℄ P íà Q. Åñëè S è T �

íåïóñòûå ìíîæåñòâà, à ψ ∈ (Bi)[S;T ], òî îïðåäåëåíà áèåêöèÿ ψ−1 ∈ (Bi)[T ;S], äëÿ êîòîðîé

(
ψ(ψ−1(t)) = t ∀ t ∈ T

)
&

(
ψ−1(ψ(s)) = s ∀ s ∈ S

)
;

ψ−1
� áèåêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ψ. Ïåðåñòàíîâêà íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A åñòü [24, ñ. 87℄ áèåêöèÿ A

íà ñåáÿ; (Bi)[A;A] � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê A.
Åñëè p è q � îáúåêòû, òî {p; q} åñòü def åäèíñòâåííîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå p, q è íå

ñîäåðæàùåå íèêàêèõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ; èòàê, ââåäåíà íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà îáúåêòîâ p, q. ßñ-
íî, ÷òî {x} = {x;x} äëÿ âñÿêîãî îáúåêòà x. Ñëåäóÿ [25, ñ. 67℄, ïîëàãàåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

îáúåêòîâ α è β, ÷òî (α, β)
△
= {{α}; {α;β}}, ïîëó÷àÿ óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (ÓÏ)  ïåðâûì ýëå-

ìåíòîì α è âòîðûì ýëåìåíòîì β. Åñëè æå z åñòü êàêàÿ-ëèáî ÓÏ, òî ÷åðåç pr1(z) è pr2(z)
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îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû ÓÏ z. Äëÿ ëþáûõ òðåõ îáúåêòîâ x, y è z

îïðåäåëåí òðèïëåò (x, y, z)
△
= ((x, y), z) â âèäå ÓÏ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ñëåäóåì ñòàíäàðòíîìó

ñîãëàøåíèþ [26, ñ. 17℄: åñëè A,B è C � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, òî A×B ×C
△
= (A×B)×C, ÷òî

ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì òðèïëåòà; åñëè ïðè ýòîì ϕ ∈ DA×B×C
, ãäå D � íåïóñòîå ìíîæå-

ñòâî, x ∈ A×B è y ∈ C, òî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ϕ(x, y) ∈ D îòîáðàæåíèÿ ϕ â òî÷êå (x, y), äëÿ

êîòîðîãî èìååì òàêæå ϕ(x, y) = ϕ(x1, x2, y) ïðè x1
△
= pr1(x) è x2

△
= pr2(x), ãäå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî

(x, y) = (x1, x2, y).
Åñëè P,Q è R � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, g ∈ QP

è h ∈ RQ
, òî, êàê îáû÷íî,

h ◦ g
△
= (h(g(x)))x∈P ∈ RP

åñòü êîìïîçèöèÿ g è h; ïðè g ∈ (Bi)[P ;Q] è h ∈ (Bi)[Q;R] èìååì h ◦ g ∈ (Bi)[P ;R]. Êàê îáû÷íî,

R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, R+
△
= {ξ ∈ R | 0 6 ξ} = [0,∞[ (íåîòðèöàòåëüíàÿ ïîëóîñü); R+[S]

△
=

△
= (R+)

S
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ �óíêöèé , îïðåäåëåííûõ

íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå S.

Ïîëàãàåì, ÷òî N
△
= {1; 2; . . .} åñòü íàòóðàëüíûé ðÿä, N0

△
= N ∪ {0} = {0; 1; 2; . . .} è

p, q
△
= {k ∈ N0 | (p 6 k) & (k 6 q)} ∀ p ∈ N0 ∀ q ∈ N0

(çàìåòèì, ÷òî 1, 0 = ∅). Íåïóñòîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó K ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî ìîùíîñòü

|K| ∈ N, ïðè÷åì

(bi)[K]
△
= (Bi)[1, |K|;K] 6= ∅.

Êàê îáû÷íî, |∅|
△
= 0. Åñëè m ∈ N, òî |1,m| = m, à (bi)[1,m] = (Bi)[1,m; 1,m] åñòü ìíîæåñòâî

âñåõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà 1,m. Íèæå èñïîëüçóþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûå ñâîéñòâà îáðàçîâ

è ïðîîáðàçîâ ìíîæåñòâ è, â ÷àñòíîñòè, òî, ÷òî îáðàç îáúåäèíåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ ðàâåí îáú-

åäèíåíèþ îáðàçîâ.

� 2. Îñíîâíàÿ çàäà÷à: ïîñòàíîâêà è îáñóæäåíèå

Âñþäó â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî X, xo ∈ X â êà÷åñòâå áàçû ïðîöåññà,

n ∈ N ñî ñâîéñòâîì n > 3 (ðåàëüíî â êà÷åñòâå n èñïîëüçóåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî), à

òàêæå ìíîæåñòâà

L1 ∈ Fin(X) , . . . , Ln ∈ Fin(X) (2.1)

(ñì. [1, � 2℄); ìíîæåñòâà (2.1) èìåíóåì ìåãàïîëèñàìè. Ïóñòü Li∩Lj = ∅ ïðè i ∈ 1,n è j ∈ 1,n\{i};
êðîìå òîãî, ïóñòü xo /∈ Lt ∀ t ∈ 1,n. Ñëåäóÿ [1, (2.2)℄, ïîëàãàåì òàêæå çàäàííûìè îòíîøåíèÿ

L1 ∈ P
′

(L1 × L1) , . . . , Ln ∈ P
′

(Ln × Ln); (2.2)

èòàê, �èêñèðîâàíû n íåïóñòûõ ï/ì äåêàðòîâûõ ¾êâàäðàòîâ¿. Ïðè j ∈ 1,n è z ∈ Lj ðàññìàò-

ðèâàåì pr1(z) êàê ïóíêò ïðèáûòèÿ â ìåãàïîëèñ Lj , à pr2(z) � êàê îòâå÷àþùèé åìó ïóíêò

îòïðàâëåíèÿ. Äâà óïîìÿíóòûõ ïóíêòà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé (ñì. [1, ñ. 125℄), ÷òî îòâå÷àåò ïî-

òðåáíîñòÿì ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (ñì. [1, (2.4), (2.5)℄).

Ïóñòü P
△
= (bi)[1,n]; ýëåìåíòû P (à ýòî � ïåðåñòàíîâêè 1,n) íàçûâàåì ìàðøðóòàìè â èñ-

õîäíîé çàäà÷å. �àññìàòðèâàåìûå äàëåå ïðîöåññû èìåþò âèä [1, (2.4), (2.5)℄ è ñîñòîÿò â ñëåäó-

þùåì. Èññëåäîâàòåëü âûáèðàåò ìàðøðóò β ∈ P è ïîñðåäñòâîì åãî íóìåðóåò ìåãàïîëèñû (2.1)

è îòíîøåíèÿ (2.2). Èç áàçû xo îáúåêò ïåðåìåùàåòñÿ â ïóíêò z1,1 ∈ Lβ(1), âûïîëíÿåò ðàáîòó

â ìåãàïîëèñå Lβ(1), çàêàí÷èâàÿ åå â ïóíêòå z1,2 ∈ Lβ(1) (ïðè ýòîì (z1,1, z1,2) ∈ Lβ(1)), ïîñëå

÷åãî ïåðåìåùàåòñÿ â z2,1 ∈ Lβ(2); çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ðàáîòà, ñâÿçàííàÿ ñ Lβ(2), è ò. ä. Ïðè ýòîì

ðåàëèçóåòñÿ êîðòåæ (zt)t∈1,n, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÓÏ: z1 = (z1,1, z1,2) ∈ Lβ(1), . . . ,

zn = (zn,1, zn,2) ∈ Lβ(n); äàííûé êîðòåæ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òðàññà èëè òðàåêòîðèÿ ïðîöåñ-

ñà [1, (2.4), (2.5)℄. Îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì, îäíàêî, äîïîëíèòü äàííûé êîðòåæ ¾ñòàðòîâîé¿ ÓÏ
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z0 = (xo,xo) è ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå òðàññû ïîïîëíåííûé êîðòåæ (zt)t∈o,n. Âûáîð ìàðø-

ðóòà è òðàññû íàõîäèòñÿ â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäîâàòåëÿ; ýòîò âûáîð äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü

ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé, ÷àñòü èç êîòîðûõ (óñëîâèÿ íà âûáîð òðàññû) óêàçàíà â [1, (2.4), (2.5)℄.

Îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð ñîáñòâåííî ìàðøðóòà çàäàþòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðèâîäèìûõ íèæå óñëîâèé

ïðåäøåñòâîâàíèÿ.

Ôèêñèðóåì ìíîæåñòâî K ∈ P(1,n × 1,n); ýëåìåíòàìè K ÿâëÿþòñÿ ÓÏ èíäåêñîâ èç 1,n,
èìåíóåìûå àäðåñíûìè ïàðàìè. Ìàðøðóò ïîëàãàåòñÿ äîïóñòèìûì (òî÷íåå, K-äîïóñòèìûì), åñëè

ïðè z ∈ K ìåãàïîëèñ ñ èíäåêñîì pr1(z) ïîñåùàåòñÿ ðàíüøå, ÷åì ìåãàïîëèñ ñ èíäåêñîì pr2(z).
Òîãäà [1, (2.6)℄

A
△
= {α ∈ P | ∀ z ∈ K ∀ t1 ∈ 1,n ∀ t2 ∈ 1,n ((pr1(z) = α(t1))& (pr2(z) = α(t2))) ⇒

⇒ (t1 < t2)} = {z ∈ P | α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀ z ∈ K}

åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ìàðøðóòîâ, K-äîïóñòèìûõ ïî ïðåäøåñòâîâàíèþ, Âñþäó â äàëüíåéøåì

ïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå [1, (2.7)℄, ò. å. ∀K0 ∈ P
′

(K)∃ z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀ z ∈ K0.

Òîãäà [4, ÷. 2℄ A 6= ∅, ò. å. A ∈ P
′

(P). Èòàê, A � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. �àññìîòðèì

âîïðîñ î äîïóñòèìîñòè òðàññ, ïîëàãàÿ (ñì. [1, (2.8)℄), ÷òî

X
△
= {xo} ∪

( n⋃

i=1

Li

)
.

Òîãäà X ∈ Fin(X). Ñëåäóÿ [1, . 125℄, ââåäåì ìíîæåñòâî Z̃ âñåõ êîðòåæåé (zi)i∈0,n : 0,n → X×X;

èòàê, Z̃ = (X × X)o,n. Òîãäà ïðè β ∈ P ïó÷îê òðàññ, ñîãëàñîâàííûõ ñ β, èìååò âèä [1, (2.10)℄,

ò. å.

Zβ
△
= {(zi)i∈o,n ∈ Z̃|(z0 = (xo,xo))& (zt ∈ Lβ(t) ∀ t ∈ 1,n)},

Zβ ∈ Fin(Z̃). Ìû ðàññìàòðèâàåì ÓÏ (β, (zi)i∈o,n), β ∈ A, (zi)i∈o,n ∈ Zβ, êàê äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ

(Ä�) îñíîâíîé çàäà÷è; D
△
= {(α, z) ∈ A × Z̃ | z ∈ Zα} ∈ Fin(A × Z̃) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ

Ä� (ïîäðîáíåå ñì. â [1, ñ. 125�126℄).

Â ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé ñòîèìîñòè ñëåäóåì [1, (2.12)℄, ïîëàãàÿ ïðè N
△
= P

′

(1,n)
çàäàííûìè

c
♮ ∈ R+[X× X×N], c♮1 ∈ R+[X× X×N], . . . , c♮n ∈ R+[X× X×N], f ♮ ∈ R+[X]

(êàê è â [1℄, ïîëàãàåì �óíêöèè ñòîèìîñòè ¾ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûìè¿, ÷òî îáû÷íî íå ñî-

ñòàâëÿåò òðóäà, íî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü îáîçíà÷åíèÿ). Íàïîìíèì çàìå÷àíèÿ 2.1, 2.2 ðàáîòû [1℄.

Åñëè β ∈ P è (zt)t∈o,n ∈ Zβ, òî êà÷åñòâî ÓÏ (β, (zt)t∈0,n) îöåíèâàåì âåëè÷èíîé

Ĉβ[(zt)t∈o,n]
△
=

n∑

t=1

[c♮(pr2(zt−1),pr1(zt), β
1(t,n)) + c♮

β(t)(zt, β
1(t,n))] + f ♮(pr2(zn)). (2.3)

Ïîñðåäñòâîì (2.3) îïðåäåëåí àääèòèâíûé êðèòåðèé êà÷åñòâà, â êîòîðîì ó÷èòûâàþòñÿ ñòîè-

ìîñòè âíåøíèõ ïåðåìåùåíèé, âíóòðåííèõ ðàáîò è òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Îñíîâíàÿ çàäà÷à

èìååò âèä

Ĉα[z] → min, α ∈ A, z ∈ Zα. (2.4)

�àçóìååòñÿ, çàäà÷à (2.4) õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì

V
△
= min

α∈A
min
z∈Zα

Ĉα[z] ∈ [0,∞[

è îáëàäàåò îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðîãî ìîæíî, â ïðèíöèïå, èñïîëü-

çîâàòü âàðèàíò ÄÏ ðàáîòû [27℄ (ñì. òàêæå [7, 28, 29℄). Îäíàêî â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áîëüøîé

ðàçìåðíîñòè çàäà÷è (2.4) è ïðåæäå âñåãî çíà÷åíèÿ n ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ¾ãëîáàëüíîãî¿
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ÄÏ êðàéíå çàòðóäíåíà â ñâÿçè ñî ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèé. �åàëüíî â ¾áîëüøîé¿ çàäà÷å (2.4)

ìîæíî ðàñ÷èòûâàòü íà ïîèñê óäà÷íûõ ýâðèñòèê; ëîêàëüíàÿ êîððåêöèÿ ïîñëåäíèõ ïî ðåçóëü-

òàòó ÿâëÿåòñÿ íàøåé îñíîâíîé öåëüþ. Èòàê, ïîëàãàåì, ÷òî â çàäà÷å (2.4) íàéäåíî íåêîòîðîå

Ä� (λ, (ht)t∈0,n) ∈ D. Òîãäà λ ∈ A, (ht)t∈0,n ∈ Zλ è îïðåäåëåíî çíà÷åíèå Ĉλ[(ht)t∈0,n] ∈ R+,

êîòîðîå íàì õîòåëîñü áû óëó÷øèòü, ïðèìåíÿÿ îïòèìèçèðóþùóþ âñòàâêó íà îñíîâå ÄÏ â âà-

ðèàíòå [7, 28, 29℄.

� 3. Îïòèìèçèðóþùàÿ âñòàâêà: îáùèå ïîñòðîåíèÿ

�àññìîòðèì âîïðîñ î ëîêàëüíîì óëó÷øåíèè Ä� (λ, (ht)t∈0,n), äëÿ êîòîðîãî

Ĉλ[(ht)t∈0,n] =
n∑

t=1

[c♮(pr2(ht−1),pr1(ht), λ
1(t,n)) + c♮

λ(t)(ht, λ
1(t,n))] + f ♮(pr2(hn)).

Ôèêñèðóåì N ∈ 2,n − 1 è ν ∈ 0,n−N . ×èñëî N õàðàêòåðèçóåò ¾ðàçìåð¿ âñòàâêè, à ν � åå

ëîêàëèçàöèþ. Â ýòèõ òåðìèíàõ îïðåäåëÿåì [1, . 127℄ îòîáðàæåíèå

Λ
△
= (λ(ν + s))s∈1,N ,

Λ : 1, N → 1,n, è ìíîæåñòâî-îáðàç Γ
△
= Λ1(1, N ) ∈ P

′

(1,n); ÿñíî, ÷òî |Γ| = N è Λ ∈ (bi)[Γ]. Ïðè
ýòîì Γ � ¾îêíî¿ íà ìàðøðóòå λ, êîòîðîå áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïîñðåäñòâîì âñòàâêè. Ñ Γ
ñâÿçàíû ¾îêíî¿ óñëîâèé ïðåäøåñòâîâàíèÿ (ñì. [1, (3.5)℄):

Q
△
= {z ∈ K|(pr1(z) ∈ Γ)& (pr2(z) ∈ Γ)} (3.1)

è ñàìè ëîêàëüíûå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ìíîæåñòâîì

K
△
= {(Λ−1(pr1(z)),Λ

−1(pr2(z))) : z ∈ Q} ∈ P(1, N × 1, N ), (3.2)

äëÿ êîòîðîãî [1, . 127℄ ∀K0 ∈ P
′

(K) ∃ z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀ z ∈ K0. Èòàê, K � ï/ì

1, N × 1, N , ò. å. ìíîæåñòâî, ñîñòàâëåííîå èç ÓÏ èíäåêñîâ; îíî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

¾÷àñòü¿ K (ñì. (3.1), (3.2)).

Â òåðìèíàõ K �îðìóëèðóþòñÿ ëîêàëüíûå óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ: ïðè P
△
= (bi)[1, N ]

â âèäå

A
△
= {α ∈ P | α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀ z ∈ K} ∈ P

′

(P)

èìååì ìíîæåñòâî K-äîïóñòèìûõ ìàðøðóòîâ âñòàâêè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Λ◦α ∈ (bi)[Γ] ∀α ∈ P.

Ñëåäóÿ [1, îïðåäåëåíèå 3.1℄, ïðè α ∈ P ââîäèì (α− sew)[λ; ν] ∈ P ïî ïðàâèëàì [1, (3.9)℄, ò. å.

((α − sew)[λ; ν](t)
△
= λ(t) ∀ t ∈ 1,n \ ν + 1, ν +N)&

& ((α − sew)[λ; ν](t)
△
= (Λ ◦ α)(t− ν) ∀ t ∈ ν + 1, ν +N).

(3.3)

Ïîñðåäñòâîì (3.3) ëîêàëüíûé ìàðøðóò α ¾âêëåèâàåòñÿ¿ â λ. Íàïîìíèì [1, ïðåäëîæåíèå 3.3℄:

(α− sew)[λ; ν] ∈ A ∀α ∈ A (3.4)

(ïðîöåäóðà ñêëåèâàíèÿ (3.3) íå ðàçðóøàåò äîïóñòèìîñòü ìàðøðóòà). ×åðåç e îáîçíà÷àåì òîæ-

äåñòâåííóþ ïåðåñòàíîâêó 1, N : e ∈ P è e(s)
△
= s ∀ s ∈ 1, N . Òîãäà [1, (3.10)℄ (e− sew)[λ; ν] = λ.

Ïðè ýòîì e ∈ A.

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ ëîêàëüíîé ìàðøðóòíîé çàäà÷è, ïîëàãàÿ x0
△
= pr2(hν) è ∀ s ∈ 1, N

(Ms
△
= LΛ(s))& (Ms

△
= LΛ(s)). (3.5)
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Òîãäà x0 ∈ X, à ìíîæåñòâà Ms (3.5) ñîäåðæàòñÿ â X; Mt ⊂Mt ×Mt ïðè t ∈ 1, N . Ïóñòü, êðîìå

òîãî, Ms
△
= {pr2(z) : z ∈ Ms} ∀ s ∈ 1, N . Òîãäà

M1 ∈ P
′

(M1), . . . , MN ∈ P
′

(MN ). (3.6)

Â òåðìèíàõ (3.5), (3.6) îïðåäåëÿåì, ïîäîáíî [1℄, êîíå÷íûå ìíîæåñòâà X è X, ïîëàãàÿ

X
△
= {x0} ∪

( N⋃

s=1

Ms

)
∈ Fin(X), X

△
= {x0} ∪

( N⋃

s=1

Ms

)
∈ Fin(X).

Ìíîæåñòâî X èãðàåò ðîëü �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âñòàâêè. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ëîêàëüíûå

òðàññû (òðàåêòîðèè âñòàâêè), ïîëàãàÿ, ÷òî Z � ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé (zt)t∈0,N : 0, N →
→ X×X. Èòàê, ïóñòü ïðè α ∈ P

Zα
△
= {(zi)i∈0,N ∈ Z | (z0 = (x0, x0)) & (zt ∈ Mα(t) ∀ t ∈ 1, N )}; (3.7)

ÿñíî, ÷òî Zα ∈ Fin(Z). Â (3.7) ââåäåíî ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ òðàññ, ñîãëàñîâàííûõ ñ ìàðøðó-

òîì α. Â âèäå

D̃
△
= {(α, z) ∈ A× Z | z ∈ Zα} ∈ Fin(A× Z)

èìååì ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ Ä�. Â ñâÿçè ñ êîíêðåòèçàöèåé �óíêöèé ñòîèìîñòè ëîêàëüíîé

çàäà÷è áóäåì âûäåëÿòü ñëåäóþùèå äâå âîçìîæíîñòè:

ν +N + 1 6 n, ν = n−N. (3.8)

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîìó èç óñëîâèé â (3.8) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ν, �óíêöèè ñòîèìîñòè

óïîìÿíóòîé çàäà÷è áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïî-ðàçíîìó. Ïîýòîìó ñíà÷àëà ìû, ñëåäóÿ [27,28℄, ââåäåì

ïðè N
△
= P

′

(1, N ) ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè

c ∈ R+[X× X×N], c1 ∈ R+[X× X×N], . . . , cN ∈ R+[X× X×N], f ∈ R+[X], (3.9)

õàðàêòåðèçóþùèå (ïî ñìûñëó) çàòðàòû íà ïåðåìåùåíèÿ, âûïîëíåíèå âíóòðåííèõ ðàáîò è îöåí-

êó òåðìèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ëîêàëüíîé çàäà÷å. Òîãäà ïðè α ∈ P è (zi)i∈0,N ∈ Zα ïîëàãàåì

Bα[(zi)i∈0,N ]
△
=

N∑

s=1

[c(pr2(zs−1),pr1(zs), α
1(s,N)) + cα(s)(zs, α

1(s,N))] + f(pr2(zN )). (3.10)

�àçóìååòñÿ, äëÿ íàñ (3.10) ñóùåñòâåííî ïðè α ∈ A. Òîãäà ëîêàëüíóþ çàäà÷ó îïðåäåëÿåì ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

Bα[z] → min, α ∈ A, z ∈ Zα. (3.11)

Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèé (3.10) íà ìíîæåñòâå D̃;

V
△
= min

α∈A
min
z∈Zα

Bα[z] = min
(α,z)∈D̃

Bα[z] ∈ R+ (3.12)

åñòü çíà÷åíèå çàäà÷è (3.11), ò. å. åå ýêñòðåìóì; îïòèìàëüíîñòü Ä� îïðåäåëÿåòñÿ â òåðìè-

íàõ (3.12) ïîíÿòíûì îáðàçîì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ (3.12) è îïòèìàëüíûõ Ä� èñïîëüçóåì ÄÏ â âåð-

ñèè [27, 28℄, êîòîðóþ ñåé÷àñ íàïîìíèì â ïðåäåëüíî êðàòêîì àëãîðèòìè÷åñêîì âàðèàíòå.

Åñëè K ∈ N, òî ïîëàãàåì, ÷òî Ξ[K]
△
= {h ∈ K | (pr1(h) ∈ K) & (pr2(h) ∈ K)}. Â ýòèõ

òåðìèíàõ îïðåäåëÿåì [4, ÷. 2℄ îòîáðàæåíèå I ∈ NN
ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

I(K)
△
= K\{pr2(h) : h ∈ Ξ[K]} ∀K ∈ N.
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Íàçûâàåì I îïåðàòîðîì âû÷åðêèâàíèÿ (çàäàíèé èç ñïèñêà). Äàííûé îïåðàòîð èñïîëüçîâàëñÿ

â [4, 27�29℄ ïðè ïîñòðîåíèè ðàñøèðåíèÿ çàäà÷è (3.11). Îïóñêàÿ äàííûé ýòàï, ïåðåéäåì ñðàçó

ê ïîñòðîåíèþ ñëîåâ �óíêöèè Áåëëìàíà (ñì. [29, � 6℄).

Ïîëàãàÿ G
△
= {K ∈ N | ∀ z ∈ K (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)} (ýëåìåíòû G � ñóùåñòâåííûå

ñïèñêè çàäàíèé), ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

Gs
△
= {K ∈ G | s = |K|} ∀ s ∈ 1, N.

Òîãäà G1 = {{t} : t ∈ 1, N \K1}, ãäå K1
△
= {pr1(z) : z ∈ K}. Êðîìå òîãî, îòìåòèì (ñì. [29, (6.2)℄),

÷òî

Gs−1 = {K\{t} : K ∈ Gs, t ∈ I(K)} ∀ s ∈ 2, N.

ßñíî òàêæå, ÷òî GN = {1, N}. Ââåäåì ñëîè ïðîñòðàíñòâà X × (N ∪ {∅}), ýëåìåíòû êî-

òîðîãî èìåíóåì ïîçèöèÿìè. Óïîìÿíóòûå ñëîè îáîçíà÷àåì ÷åðåç D0,D1, . . . ,DN . Ïîëàãàåì

DN
△
= {(x0, 1, N )} è D0

△
= {(x, ∅) : x ∈ M}, ãäå

M
△
=

⋃

i∈1,N\K1

Mi.

Ïðè s ∈ 1, N − 1 è K ∈ Gs ïîëàãàåì, ÷òî

Js(K)
△
= {t ∈ 1, N\K | {t} ∪K ∈ Gs+1}, Ms[K]

△
=

⋃

j∈Js(K)

Mj , Ds[K]
△
= {(x,K) : x ∈ Ms[K]}.

Â ýòèõ òåðìèíàõ îïðåäåëÿåì ïðîìåæóòî÷íûå ñëîè D1, . . . ,DN−1. Èòàê, ïîëàãàåì, ÷òî

Ds
△
=

⋃

K∈Gs

Ds[K] ∀ s ∈ 1, N − 1.

Òåì ñàìûì îïðåäåëåíû âñå ñëîè D0,D1, . . . ,DN . Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî [29, (6.9)℄:

(y,K\{k}) ∈ Ds−1 ∀ s ∈ 1, N ∀K ∈ Gs ∀ k ∈ I(K) ∀ y ∈ Mk.

Êàê ñëåäñòâèå,

(pr2(z),K\{k}) ∈ Ds−1 ∀ s ∈ 1, N ∀ (x,K) ∈ Ds ∀ k ∈ I(K) ∀ z ∈ Mk. (3.13)

Çàìåòèì, ÷òî [29, ñ. 69℄ D0 6= ∅, D1 6= ∅, . . . ,DN 6= ∅. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿåì

�óíêöèè v0 ∈ R+[D0], v1 ∈ R+[D1], . . . , vN ∈ R+[DN ]. Ïðè ýòîì v0(x,∅)
△
= f(x) ∀x ∈ M

(�óíêöèÿ v0 îïðåäåëåíà); äàëåå ïðè s ∈ 1, N ïðåîáðàçîâàíèå vs−1 â vs îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
âûðàæåíèåì [29, ïðåäëîæåíèå 6.11℄, èñïîëüçóþùèì (3.13):

vs(x,K) = min
j∈I(K)

min
z∈Mj

[c(x,pr1(z),K) + cj(z,K) + vs−1(pr2(z),K\{j})] ∀ (x,K) ∈ Ds. (3.14)

Èòàê, ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó:

v0 → v1 → . . . → vN

(v0 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé f ; ðåãóëÿðíûé øàã ïðîöåäóðû ñîîòâåòñòâóåò (3.14)).

Ôóíêöèÿ vN îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì çíà÷åíèåì vN (x0, 1, N ) ∈ R+, ïðè÷åì (ñì. (3.12); [29,

ñ. 69℄)

V = vN (x0, 1, N ). (3.15)

Â ñâÿçè ñ (3.14), (3.15) åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò
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Àëãîðèòì 10 îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîé çàäà÷è
1. Â òåðìèíàõ f îïðåäåëÿåì �óíêöèþ v0 (ó÷èòûâàåì ïðåäñòàâëåíèå D0).

2. Ïðè s ∈ 1, N ïðåîáðàçîâàíèå vs−1 â vs îñóùåñòâëÿåì ïîñðåäñòâîì (3.14).

3. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ vs−1 â vs, ãäå s ∈ 1, N , ìàññèâ çíà÷åíèé �óíêöèè vs−1 óíè÷òîæàåòñÿ

è çàìåíÿåòñÿ ìàññèâîì çíà÷åíèé �óíêöèè vs.
4. Îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå ëîêàëüíîé çàäà÷è âûðàæåíèåì

V = min
j∈I(1,N)

min
z∈Mj

[c(x0,pr1(z), 1, N ) + cj(z, 1, N ) + vN−1(pr2(z), 1, N\{j})]. (3.16)

Ïðè äàííîì ïîñòðîåíèè â ïàìÿòè êîìïüþòåðà íàõîäèòñÿ ìàññèâ çíà÷åíèé òîëüêî îäíîãî ñëîÿ

�óíêöèè Áåëëìàíà. Îòìåòèì çäåñü æå, ÷òî ðàâåíñòâî (3.15), îáåñïå÷èâàþùåå �èíàëüíûé ýòàï

ïðîöåäóðû, ò. å. ñîîòíîøåíèå (3.16), âûòåêàåò èç [29, ñëåäñòâèå 5.1℄. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàííûé

(åñòåñòâåííûé äëÿ òåîðèè ÄÏ) àëãîðèòì íå ïîçâîëÿåò íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå, äîñòàâëÿ-

þùåå V (3.15); èòàê, ìû íàõîäèì òîëüêî ýêñòðåìóì çàäà÷è (3.11), ò. å. çíà÷åíèå (3.12). Îïòè-

ìàëüíîå ðåøåíèå äîñòàâëÿåò ñëåäóþùèé

Àëãîðèòì 20 îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ìàðøðóòà è òðàññû
Ñíà÷àëà ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ìàññèâîâ çíà÷åíèé âñåõ �óíêöèé v0, v1, . . . , vN , ÷òî ðå-

àëèçóåòñÿ òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå, ñ îäíèì îòëè÷èåì: â ïàìÿòè êîìïüþòåðà

ñîõðàíÿþòñÿ âñå �óíêöèè v0, v1, . . . , vN .

1
′

. Ïîëàãàåì z
(0) △

= (x0, x0) è ñ ó÷åòîì (3.16) îïðåäåëÿåì k1 ∈ I(1, N ) è z
(1) ∈ Mk1

, äëÿ

êîòîðûõ

V = c(x0,pr1(z
(1)), 1, N ) + ck1

(z(1), 1, N ) + vN−1(pr2(z
(1)), 1, N\{k1}). (3.17)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî (3.13) (pr2(z
(1)), 1, N\{k1}) ∈ DN−1 è â ñèëó (3.14)

vN−1(pr2(z
(1)), 1, N\{k1}) = min

j∈I(1,N\{k1})
min
z∈Mj

[c(pr2(z
(1)),pr1(z), 1, N\{k1}) +

+ cj(z, 1, N\{k1}) + vN−2(pr2(z), 1, N\{k1; j})],
(3.18)

ãäå (pr2(z), 1, N\{k1; j}) = (pr2(z), (1, N\{k1})\{j}) ∈ DN−2 ïðè j ∈ I(1, N\{k1}) è z ∈ Mj

(ñì. (3.13)).

2
′

. Ñ ó÷åòîì (3.18) âûáèðàåì k2 ∈ I(1, N \ {k1}) è z
(2) ∈ Mk2

, äëÿ êîòîðûõ

vN−1(pr2(z
(1)), 1, N \ {k1}) = c(pr2(z

(1)),pr1(z
(2)), 1, N \ {k1}) +

+ ck2
(z(2), 1, N \ {k1}) + vN−2(pr2(z

(2)), 1, N \ {k1;k2}),
(3.19)

ãäå (pr2(z
(2)), 1, N \ {k1;k2}) ∈ DN−2.

Äàëåå ïðîöåäóðû âûáîðà, ïîäîáíûå 1
′

è 2
′

, ñëåäóåò ïðîäîëæàòü âïëîòü äî èñ÷åðïûâàíèÿ

ñïèñêà 1, N ; ïðè ýòîì â ñëó÷àå 2 < N ðåàëèçóþòñÿ ýòàïû 3
′

, . . . , N
′

.

Çàìå÷àíèå 3.1. Â ñâÿçè ñ (3.17), (3.19) îòìåòèì, ÷òî

V = c(pr2(z
(0)),pr1(z

(1)), 1, N ) + c(pr2(z
(1)),pr1(z

(2)), 1, N \ {k1}) +

+ ck1
(z(1), 1, N ) + ck2

(z(2), 1, N \ {k1}) + vN−2(pr2(z
(2)), 1, N \ {k1;k2}).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðè N = 2 ÓÏ ((ki)i∈1,N , (z
(i))i∈0,N ) ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ëîêàëüíîé çàäà÷è. �

Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó ñëó÷àþ N > 2, îòìåòèì, ÷òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ N ýòàïîâ, ïîäîáíûõ

1
′

è 2
′

, áóäóò ïîñòðîåíû ìàðøðóò α∗
△
= (kj)j∈1,N ∈ A è òðàññà (z(j))j∈0,N ∈ Zα∗

, äëÿ êîòîðûõ

Bα∗
[(z(j))j∈0,N ] = V; èòàê, (α∗, (z

(j))j∈0,N ) ∈ D̃ åñòü îïòèìàëüíîå Ä� ëîêàëüíîé çàäà÷è. �

Çàìåòèì, ÷òî â [7℄ ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ 10 è 20 ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîé

ðàçìåðíîñòè ìàðøðóòíîé çàäà÷è; òàê, ïðè èñïîëüçîâàíèè 10 (â ñõåìå íà îñíîâå ÄÏ) áûë íàéäåí
ýêñòðåìóì V ïðè N = 37, à ñ ïðèìåíåíèåì 20 îïòèìàëüíîå Ä� áûëî ïîñòðîåíî ïðè N = 34
(ðàññìàòðèâàëîñü ðåøåíèå ìîäåëüíûõ çàäà÷ â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè ñòîèìîñòè íå çàâèñÿò îò

ñïèñêà çàäàíèé).
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� 4. Ïîñòðîåíèå îïòèìèçèðóþùåé âñòàâêè, 1

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ìû èñïîëüçóåì îïòèìèçèðóþùóþ âñòàâêó â ñëó÷àå, êîãäà âûïîë-

íåíî ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (3.8). Èòàê, âñþäó â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ïîëàãàåì, ÷òî ν < n−N .

Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî λ1(ν +N + 1,n). Ñ ó÷åòîì ýòîãî êîíêðåòèçèðó-

åì �óíêöèè (3.9) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè z ∈ X× X è K ∈ N ïîëàãàåì, ÷òî

(c(z,K)
△
= c

♮(z,Λ1(K) ∪ λ1(ν +N + 1,n)))& (cj(z,K)
△
=

△
= c♮Λ(j)(z,Λ

1(K) ∪ λ1(ν +N + 1,n)) ∀ j ∈ 1, N );
(4.1)

êðîìå òîãî, ïðè x ∈ X ïîëàãàåì, ÷òî

f(x)
△
= c

♮(x,pr1(hν+N+1), λ
1(ν +N + 1,n)). (4.2)

Èòàê, ïîñðåäñòâîì (4.1), (4.2) îïðåäåëåí âàðèàíò �óíêöèé (3.9), ñâÿçûâàåìûé ñ ïåðâûì íåðà-

âåíñòâîì â (3.8).

Ïðè óñëîâèÿõ (4.1), (4.2) ðåàëèçóåòñÿ ëîêàëüíàÿ çàäà÷à (3.11), îòâå÷àþùàÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé êîíêðåòèçàöèè êðèòåðèÿ (3.10). Äàííàÿ çàäà÷à îáëàäàåò, êàê óæå îòìå÷àëîñü, çíà÷åíèåì V

(3.12) è íåïóñòûì ìíîæåñòâîì îïòèìàëüíûõ Ä�, ñîäåðæàùèìñÿ â D̃. Âûáåðåì è çà�èêñèðóåì

ïðîèçâîëüíîå îïòèìàëüíîå Ä� (α0, (z0i )i∈0,N ) ∈ D̃; èòàê,

Bα0 [(z0i )i∈0,N ] = V (4.3)

(òàêîå Ä� ìîæåò áûòü ïðè ¾óìåðåííîì¿ çíà÷åíèè N ïîñòðîåíî ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà 20,
îäíàêî ñåé÷àñ äëÿ íàñ âàæåí òîëüêî �àêò ñóùåñòâîâàíèÿ óïîìÿíóòîãî Ä� ñî ñâîéñòâîì (4.3)).

�àñïîëàãàÿ α0
, ìû ïîëó÷àåì (ñì. (3.4)), ÷òî

η
△
= (α0 − sew)[λ; ν] ∈ A. (4.4)

Äàëåå, äåéñòâóÿ â äóõå [1, � 4℄, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîðòåæ (ĥt)t∈0,n ∈ Z̃ ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó:

(ĥt
△
= z0t−ν ∀ t ∈ ν + 1, ν +N)& (ĥt

△
= ht ∀ t ∈ 0,n \ ν + 1, ν +N). (4.5)

Èçâåñòíî [1, ïðåäëîæåíèå 4.1℄, ÷òî ñêëåèâàíèå (4.5) äîñòàâëÿåò òðàññó, ñîãëàñîâàííóþ ñ η (4.4):
(ĥt)t∈0,n ∈ Zη. Ñëåäîâàòåëüíî,

(η, (ĥt)t∈0,n) ∈ D. (4.6)

Çàìåòèì, êðîìå òîãî, ÷òî ïî èñõîäíîé òðàññå ìîæíî ââåñòè åå ñóæåíèå

(h̃t)t∈0,N ∈ Ze (4.7)

(ñì. [1, ïðåäëîæåíèå 3.4℄) ïî î÷åâèäíîìó ïðàâèëó

(h̃0
△
= (x0, x0))& (h̃t

△
= hν+t ∀ t ∈ 1, N ). (4.8)

Èç (4.7), (4.8) ñëåäóåò, ÷òî (ïî èñõîäíîìó ðåøåíèþ ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è) îïðåäåëåíî çíà÷åíèå

Be[(h̃t)t∈0,N ] ∈ R+, à òàêæå

κ
△
= Be[(h̃t)t∈0,N ]− V ∈ R+. (4.9)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ V ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåíåå çàòðàòíûé àëãîðèòì 10.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ĉη[(ĥt)t∈0,n] = Ĉλ[(ht)t∈0,n]− κ. (4.10)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ ïðèâåäåíî â [1, �� 4, 5℄. Ïîä÷åðêíåì, îäíàêî, ÷òî â íàñòîÿùåì

âàðèàíòå ìû îðèåíòèðóåìñÿ íà îïðåäåëåíèå κ (4.9) ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà 10. Èç ïðåäëîæå-
íèÿ 4.1 âûòåêàåò, ÷òî

V 6 Ĉλ[(ht)t∈0,n]− κ. (4.11)
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� 5. Ïîñòðîåíèå îïòèìèçèðóþùåé âñòàâêè, 2

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ïîëàãàåì âûïîëíåííûì ðàâåíñòâî ν = n−N (äàííûé ñëó÷àé â [1℄ íå

ðàññìàòðèâàëñÿ); èññëåäóåòñÿ �èíàëüíàÿ îïòèìèçèðóþùàÿ âñòàâêà. Â ýòîì ñëó÷àå íåñêîëüêî

èíà÷å îïðåäåëÿþòñÿ �óíêöèè (3.9). Èòàê, ïîëàãàåì â íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å, ÷òî ïðè z ∈ X×X

è K ∈ N

(c(z,K)
△
= c

♮(z,Λ1(K)))& (cj(z,K)
△
= c♮Λ(j)(z,Λ

1(K)) ∀ j ∈ 1, N). (5.1)

Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì â äàííîì ïàðàãðà�å, ÷òî

f(x)
△
= f ♮(x) ∀x ∈ X. (5.2)

Ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷åíèÿ (3.10) îïðåäåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ (5.1), (5.2); ìû ïîëó÷àåì íîâóþ ëî-

êàëüíóþ çàäà÷ó. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, D̃ 6= ∅ è äëÿ íåêîòîðûõ α0 ∈ A è (z0t )t∈0,N ∈ Zα0

ðåàëèçóåòñÿ ðàâåíñòâî (4.3); èíûìè ñëîâàìè, (α0, (z0t )t∈0,N ) ∈ D̃ åñòü îïòèìàëüíîå Ä� óïîìÿ-

íóòîãî âàðèàíòà çàäà÷è (3.11). Â òåðìèíàõ äàííîãî Ä� îïðåäåëÿåì η ∈ A, èñïîëüçóÿ (3.4)

è (4.4); â äàííîì ñëó÷àå

(η(t) = λ(t) ∀ t ∈ 1,n−N)& (η(t) = (Λ ◦ α0)(t− n+N) ∀ t ∈ n−N + 1,n).

Êðîìå òîãî, ïîëàãàåì, ÷òî (ĥt)t∈0,n ∈ Z̃ â äàííîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(ĥt
△
= ht ∀ t ∈ 0,n−N)& (ĥt

△
= z0t−n+N ∀ t ∈ n−N + 1,n);

ïðè ýòîì, êàê ëåãêî âèäåòü, (ĥt)t∈0,n ∈ Zη, à (η, (ĥt)t∈0,n) ∈ D. Èòàê, è â äàííîì ñëó÷àå èìååì

(4.6). Âìåñòå ñ òåì ïî ïðàâèëó (4.8) îïðåäåëÿåì òðàññó (h̃t)t∈0,N (4.7), äëÿ êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ

çíà÷åíèå κ (4.9).

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïðè ν = n−N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (4.10).

Äîêàçàòåëüñòâî â èäåéíîì îòíîøåíèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñõåìå [1, � 5℄, íî ÿâëÿåòñÿ áîëåå

ïðîñòûì è ïî ýòîé ïðè÷èíå â äàííîì èçëîæåíèè îïóùåíî. Êàê ñëåäñòâèå, ìû ïîëó÷àåì (è â ñëó-

÷àå ν = n−N) îöåíêó (4.11).

� 6. Àíàëèç èñõîäíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è

Èç ïîñòðîåíèé äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà�îâ ñëåäóåò, ÷òî âî âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àÿõ ìû

ðàñïîëàãàåì íåðàâåíñòâîì (4.11), ïîçâîëÿþùèì îöåíèâàòü çíà÷åíèå ¾áîëüøîé¿ çàäà÷è â òåð-

ìèíàõ ñòîèìîñòè åå èñõîäíîãî Ä� è âåëè÷èíû κ (4.9), êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ

ñòîèìîñòüþ �ðàãìåíòà óïîìÿíóòîãî Ä� è ýêñòðåìóìîì ëîêàëüíîé çàäà÷è. Íà äàííîì ýòàïå

çíàíèå îïòèìàëüíîãî Ä� ëîêàëüíîé çàäà÷è íå òðåáóåòñÿ: îöåíêó (4.11) ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðè-

ìåíÿÿ àëãîðèòì 10; âàðüèðóÿ ν â ïðåäåëàõ 0,n−N , ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü äàííóþ îöåíêó.

Â ñàìîì äåëå, κ â (4.9) çàâèñèò (ïðè �èêñàöèè N) îò ν ∈ 0,n −N , ò. å. κ = κ(ν). Ìàêñèìèçè-

ðóÿ κ(ν) ïîñðåäñòâîì âûáîðà ν, ìû óòî÷íÿåì îöåíêó (4.11). Ýòî ñîîáðàæåíèå ìîæíî ïîëîæèòü

â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ ïðè âûáîðå ïàðàìåòðà ν. À èìåííî: êîíêðåòíûé âûáîð ïàðàìåòðà ν èç

âûøåóïîìÿíóòûõ ñîîáðàæåíèé ìàêñèìèçàöèè çíà÷åíèÿ κ(ν) ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâèòü, èñ-

ïîëüçóÿ òîëüêî àëãîðèòì 10. Ïîñëå äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîãî (èëè ïðèåìëåìîãî) çíà÷åíèÿ κ(ν)
è íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó çíà÷åíèÿ ν = ν0 ñëåäóåò (ïðè äàííîì ν0) çàäåéñòâîâàòü
äëÿ ðåøåíèÿ ëîêàëüíîé çàäà÷è àëãîðèòì 20, ò. å. ðåàëèçîâàòü ¾îêîí÷àòåëüíóþ¿ (äëÿ äàííîãî

ýòàïà) îïòèìèçèðóþùóþ âñòàâêó, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé áóäåò óæå ñêîððåêòèðîâàíî èñõîäíîå

ðåøåíèå (λ, (ht)t∈0,N ): èìååòñÿ â âèäó åãî çàìåíà ïîëó÷èâøåéñÿ ïðè ν = ν0 âåðñèåé (η, (ĥt)t∈0,n)

(èìååòñÿ â âèäó ïîñòðîåíèå ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ (α0, (z0t )t∈0,N ), â ïðîöåññå êîòîðîãî îäíîêðàòíî

(íà ýòàïå êîððåêöèè (λ, (ht)t∈0,n)) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì 20). Èòàê, ìåíåå çàòðàòíûé
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(â ñìûñëå ðåñóðñîâ ïàìÿòè ÝÂÌ) àëãîðèòì 10 èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîèñêå ëîêàëèçàöèè âñòàâêè,

à ñàìà ¾îêîí÷àòåëüíàÿ¿ âñòàâêà êîíñòðóèðóåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì 20.

Çàìå÷àíèå 6.1. Âûøåóïîìÿíóòàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â ðåæèìå èòåðàöèé, êî-

ãäà ñêîððåêòèðîâàííîå Ä� (η, (ĥt)t∈0,n) çàìåíÿåò (λ, (ht)t∈0,n) è èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå íîâîé

ýâðèñòèêè, ïîäëåæàùåé óëó÷øåíèþ ïîñðåäñòâîì âñòàâêè, ëîêàëèçàöèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà 10, ïîñëå ÷åãî äëÿ êîððåêöèè äàííîé ýâðèñòèêè èñïîëüçóåòñÿ

àëãîðèòì 20 (èìååòñÿ â âèäó ðåøåíèå ëîêàëüíîé çàäà÷è). Äàëåå ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ.

� 7. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â ðàáîòå óêàçàíà îäíà èç âîçìîæíîñòåé íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ ÄÏ äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. �å÷ü èäåò î ëîêàëüíûõ óëó÷øåíèÿõ, ðåàëèçóå-

ìûõ ïîñðåäñòâîì îïòèìèçèðóþùèõ âñòàâîê óìåðåííîé ðàçìåðíîñòè; êàê óæå îòìå÷àëîñü, òà-

êèå âñòàâêè ìîãóò �îðìèðîâàòüñÿ ìíîãîêðàòíî ïðè èñïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííûõ ðåæèìîâ

(ñì. [2, 3℄). Òåì ñàìûì ðåàëèçóåòñÿ ïîýòàïíîå óëó÷øåíèå ðåçóëüòàòà. Ñóùåñòâåííî òî îáñòî-

ÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè óëó÷øàþùèõ âñòàâîê îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì çàäåéñòâîâàòü

îöåíêè ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà îñíîâíîé çàäà÷è, îïðåäåëÿåìûå áåç ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíûõ îï-

òèìèçèðóþùèõ ðåøåíèé: óäàåòñÿ ïðèìåíÿòü ëîêàëüíûå âåðñèè ÄÏ, â êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ

ëèøü ñàìè ýêñòðåìóìû (ëîêàëüíûõ çàäà÷), ÷òî ïîçâîëÿåò íà ýòàïàõ ïîèñêà ëîêàëèçàöèè âñòà-

âîê äîñòèãàòü íåêîòîðîé ýêîíîìèè ðåñóðñîâ ïàìÿòè âû÷èñëèòåëÿ.
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The route problem with preedene onditions and ost funtions depending on the jobs list is onsidered;

these singularities orrespond to engineering appliations. In partiular, the above-mentioned singularities

exist in statements of some problems arising in nulear energetis and in mahines with numerial ontrol.

Problems involved in sequentially iruiting megalopolises and in arrying out some (interior) work during
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these iruits are investigated. A proedure for loal improvement of heuristi solutions for problems of

pereptible dimension is proposed; this proedure exploits insertions on the dynami programming base.

Dynami programming is realized in the form of a variant that does not provide for onstrution of a �full�

array of values of the Bellman funtion. The searh for loalization of an insertion involves restriting to

the variant of the Bellman proedure that realizes the extremum of the (loal) riterion without onstruting

a orresponding solution in the form of a route-trak pair. A more omplete and more ost-intensive (in

the sense of memory resoures) proedure inluding determination of the above-mentioned (loal optimal)

solution is planned after the hoie of the insertion loalization.
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