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1

�àññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíàÿ çàäà÷à î äîñòèæèìîñòè ñ îãðàíè÷åíèÿìè àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà.

Îãðàíè÷åíèÿ òàêîãî òèïà ìîãóò âîçíèêàòü ïðè îñëàáëåíèè ñòàíäàðòíûõ (â òåîðèè óïðàâëåíèÿ) îãðà-

íè÷åíèé, òàêèõ êàê �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ, êðàåâûå è ïðîìåæóòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäî-

âëåòâîðÿòü òðàåêòîðèè ñèñòåìû. Îäíàêî îãðàíè÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà ìîãóò âîçíèêàòü

è èçíà÷àëüíî, õàðàêòåðèçóÿ òåíäåíöèè â ÷àñòè ðåàëèçàöèè æåëàåìîãî ïîâåäåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, ìîæ-

íî ãîâîðèòü î ðåàëèçàöèè äîñòàòî÷íî ìîùíûõ èìïóëüñîâ óïðàâëåíèÿ èñ÷åçàþùå ìàëîé äëèòåëüíîñòè.

Â ýòîì ïîñëåäíåì ñëó÷àå òðóäíî ãîâîðèòü îá îñëàáëåíèè êàêèõ-ëèáî ñòàíäàðòíûõ îãðàíè÷åíèé. Òàê

èëè èíà÷å, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íàáîðîì óæåñòî÷àþùèõñÿ òðåáîâàíèé, êàæäîìó èç êîòîðûõ ìîæíî ñîïî-

ñòàâèòü íåêîòîðûé àíàëîã îáëàñòè äîñòèæèìîñòè â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, à òî÷íåå îáðàç ïîäìíîæåñòâà

ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ ðåøåíèé (óïðàâëåíèé) ïðè äåéñòâèè çàäàííîãî îïåðàòîðà. Â ðàáîòå èññëåäó-

þòñÿ âîïðîñû ñòðóêòóðû âîçíèêàþùåãî (êàê àíàëîã îáëàñòè äîñòèæèìîñòè) ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ.

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà ïðèìåíåíèè ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ðåøå-

íèé, äîïóñêàþùåãî åñòåñòâåííóþ àíàëîãèþ ñ ðàñøèðåíèåì Âîëìýíà, èñïîëüçóåìîãî â îáùåé òîïîëîãèè.

Â ýòîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îáû÷íûõ ðåøåíèé îñíàùåíî íåêîòîðîé òîïî-

ëîãèåé (îáû÷íî â ýòîì ñëó÷àå èññëåäóåòñÿ T1-ïðîñòðàíñòâî). Â ýòîé ñâÿçè îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿ-

çàííûå ñ çàìåíîé ìíîæåñòâ, �îðìèðóþùèõ îãðàíè÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, çàìûêàíèÿìè

è âíóòðåííîñòÿìè, à òàêæå (÷àñòè÷íî) âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðåäñòàâëåíèåì âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà

äîïóñòèìûõ îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùåãî âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâî ïðèòÿæåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îãðàíè÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ðàñøèðåíèå çàäà÷è, òîïîëîãèÿ.

DOI: 10.20537/vm180206

Ââåäåíèå

Îñíîâíûì ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âàðèàíò êîíñòðóêöèè, íàçû-

âàåìîé êîìïàêòè�èêàòîðîì (ñì., â ÷àñòíîñòè, [1℄) è ïðèìåíÿåìîé äëÿ öåëåé ïîñòðîåíèÿ ìíî-

æåñòâà ïðèòÿæåíèÿ (ÌÏ) â àáñòðàêòíîé çàäà÷å î äîñòèæèìîñòè ñ îãðàíè÷åíèÿìè àñèìïòî-

òè÷åñêîãî õàðàêòåðà (ÎÀÕ). �îëü ýòîé êîíñòðóêöèè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àäåêâàòíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà îáîáùåííûõ ýëåìåíòîâ (ÎÝ), íà êîòîðîå çàòåì ìîæíî áûëî áû ïðîäîëæèòü öåëåâîé

îïåðàòîð èññëåäóåìîé çàäà÷è; äàííîå ïðîäîëæåíèå äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì. Â êà÷åñòâå ÎÝ

èñïîëüçîâàëèñü, â ÷àñòíîñòè, ìåðû è óëüòðà�èëüòðû (ó/�). Îêàçàëîñü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ

öåëåé ïîñòðîåíèÿ ðàñøèðåíèé ïðèêëàäíûõ ïî ñìûñëó çàäà÷ î äîñòèæèìîñòè ìîæíî, â ïðèíöè-

ïå, èñïîëüçîâàòü êîíñòðóêöèè, ïðèìåíÿåìûå â îáùåé òîïîëîãèè (êîìïàêòè�èêàöèÿ Ñòîóíà�

×åõà, ðàñøèðåíèå Âîëìýíà è äð.; ñì. [2, 3.6℄, [3, � 6℄). Â ÷àñòíîñòè, êàê îòìå÷åíî â [4, 5℄, ïðè

ïîñòðîåíèè êîìïàêòè�èêàòîðà óäàåòñÿ ïðèìåíèòü ñõåìó, áàçèðóþùóþñÿ íà èäåÿõ ðàñøèðå-

íèÿ Âîëìýíà [2, 3.6℄. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ñîäåðæèò ðàçâèòèå äàííîãî ïîäõîäà. �àññìàòðèâàåòñÿ,

â ÷àñòíîñòè, âîïðîñ î çàìåíå ñåìåéñòâà, îïðåäåëÿþùåãî ÎÀÕ èñõîäíîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâó-

þùèì ñåìåéñòâîì çàìûêàíèé (ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî îáû÷íûõ ðåøåíèé

îñíàùåíî òîïîëîãèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé àêñèîìå T1). Ïîêàçàíî, ÷òî óïîìÿíóòûå äâà âàðèàíòà

ÎÀÕ ïîðîæäàþò îäíî è òî æå ÌÏ; ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî åñòåñòâåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

ïî ðåçóëüòàòó. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîëìýíîâñêèé êîìïàêòè�èêà-

òîð (êîìïàêòè�èêàòîð, ïîñòðîåííûé íà èäåå èñïîëüçîâàíèÿ ðàñøèðåíèÿ Âîëìýíà).

1

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêòû �� 16�01�00505, 16�01�00649).
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Çàìåòèì, ÷òî ïîñòàíîâêè, íà èäåéíîì óðîâíå ñâÿçàííûå ñ äîñòèæèìîñòüþ ïðè ÎÀÕ, âîç-

íèêàþò, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè óïðàâëåíèÿ (ñì. [6�8℄ è äð.) ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ, ñâÿçàí-

íûõ ñ îñëàáëåíèåì òèïè÷íûõ ¾ñòàíäàðòíûõ¿ îãðàíè÷åíèé (êðàåâûå è ïðîìåæóòî÷íûå óñëî-

âèÿ, �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ). Ïðè ïîñòðîåíèè ðàñøèðåíèé çàäà÷ óïîìÿíóòîãî òèïà îáû÷íî èñ-

ïîëüçîâàëèñü îáîáùåííûå óïðàâëåíèÿ (àíàëîãè ÎÝ), îïðåäåëÿåìûå â âèäå ñòðàòåãè÷åñêèõ ìåð

(íà äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèÿõ) èëè ìåðîçíà÷íûõ �óíêöèé íà ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîìåæóòêå

âðåìåíè. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðà-

íè÷åíèÿìè, ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êîòîðûõ áûëî íà÷àòî Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíûì; âàæíóþ

ðîëü ñûãðàëè ïðè ýòîì ðàáîòû �.Â. �àìêðåëèäçå (ñì. [7℄). Îòìåòèì çäåñü æå îðèãèíàëüíûé

ïîäõîä Í.Í. Êðàñîâñêîãî, ñâÿçàííûé ñ ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà îáîáùåííûõ �óíêöèé â çàäà÷àõ

èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ; ýòîò ïîäõîä (ñì. [8℄) ïîñëóæèë îñíîâîé ìíîãèõ èññëåäîâàíèé â ýòîé

îáëàñòè.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, îáúåêòîì èñïîëüçîâàíèÿ ðàñøèðåíèé (ñì. òàêæå [6℄) ÿâëÿëèñü çàäà÷è îï-

òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ; îäíàêî ïðèìåíÿåìûå äëÿ öåëåé îïòèìèçàöèè â êëàññå îáîáùåííûõ

óïðàâëåíèé êîíñòðóêöèè áåç îñîáûõ çàòðóäíåíèé ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà (âåñüìà âàæ-

íûå äëÿ òåîðèè è ïðèëîæåíèé) çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè.

�àçóìååòñÿ, ó/� åäâà ëè ìîãóò êîíêóðèðîâàòü ñ óïðàâëåíèÿìè-ìåðàìè (ò. å. ñ îáîáùåííû-

ìè óïðàâëåíèÿìè) ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷. Îäíàêî íåêîòîðûå âîïðîñû êà÷åñòâåííîãî

õàðàêòåðà ìîãóò, êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ, èññëåäîâàòüñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì êîíñòðóêöèé, â êîòîðûõ

ó/� èñïîëüçîâàëèñü áû â êà÷åñòâå ÎÝ, ò. å. ïðèìåíÿëèñü áû â êà÷åñòâå àíàëîãîâ îáîáùåííûõ

óïðàâëåíèé. Â àíàëîãè÷íîì êà÷åñòâå ðàíåå óäàëîñü èñïîëüçîâàòü êîíå÷íî-àääèòèâíûå ìåðû

(ñì. [9�12℄ è äð.), ÷òî, ïîìèìî âñåãî ïðî÷åãî, ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü ý��åêòèâíî ïðîâåðÿåìûå

óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé íå÷óâñòâèòåëüíîñòè ïî ðåçóëüòàòó ïðè îñëàáëåíèè ÷àñòè îãðàíè÷å-

íèé. Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ñòàëè ðàáîòû [13�15℄, ãäå óäàëîñü äàòü

¾êîíå÷íîìåðíîå¿ îïèñàíèå ÌÏ äëÿ îäíîé çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè ñ ÎÀÕ (áîëåå òîãî, â [15℄

äàííîå îïèñàíèå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé áûëî äîâåäåíî

äî êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè).

Âñå æå ñëó÷àè ïîñòàíîâîê, ãäå (êàê â [13�15℄) äîñòàòî÷íî ¾èçîùðåííûå¿ êîíñòðóêöèè ðàñ-

øèðåíèÿ ïðèâîäÿò ê âåñüìà êîíêðåòíûì ðåçóëüòàòàì, ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêèìè. Îáðà-

ùàÿñü ê ïîñòðîåíèÿì íà îñíîâå ðàñøèðåíèÿ Âîëìýíà, ìû ñòðåìèìñÿ ïîýòîìó ê óñòàíîâëåíèþ

ïîëîæåíèé êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà. Â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î âîçìîæíîñòè ýêâèâàëåíò-

íîé çàìåíû îäíèõ ÎÀÕ äðóãèìè. Ñîîòâåòñòâóþùåå îáîñíîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïðèìåíåíè-

åì âîëìýíîâñêîãî êîìïàêòè�èêàòîðà è ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå îòîæäåñòâèìîñòè âñïîìîãàòåëü-

íûõ ÌÏ (ïî ñóòè, ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ ÎÝ).

� 1. Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà

Â ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ñèìâîëèêà (êâàíòîðû, ïðîïî-

çèöèîíàëüíûå ñâÿçêè è äð.), def çàìåíÿåò �ðàçó ¾ïî îïðåäåëåíèþ¿,

△
= � ðàâåíñòâî ïî îïðåäå-

ëåíèþ, ∅ � ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïðèíèìàåì àêñèîìó âûáîðà. Ñåìåéñòâîì íàçûâàåì ìíîæåñòâî,

âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî � ìíîæåñòâà. Åñëè x è y � îáúåêòû, òî ÷åðåç {x; y} îáîçíà÷àåì åäèí-

ñòâåííîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x, y è íå ñîäåðæàùåå íèêàêèõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ; {x; y} �

íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà îáúåêòîâ x, y. Òîãäà äëÿ êàæäîãî îáúåêòà z â âèäå {z}
△
= {z; z} èìååì

ñèíãëåòîí, äëÿ êîòîðîãî z ∈ {z}. Ìíîæåñòâà � îáúåêòû, à ïîòîìó {A;B} îïðåäåëåíî äëÿ ëþ-

áûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B. Êàê ñëåäñòâèå, èìååì (ñì. [16, 
. 87℄) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ

a è b â âèäå (a, b)
△
= {{a}; {a; b}} óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (ÓÏ) ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì a è âòîðûì

ýëåìåíòîì b. Êàæäîé ÓÏ h ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî åå ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû pr1(h)
è pr2(h), îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûå óñëîâèåì h = (pr1(h),pr2(h)).

Åñëè X � ìíîæåñòâî, òî P(X) åñòü def ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ (ï/ì) X è P ′(X)
△
=

△
= P(X) \ {∅} (ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ï/ì X); ÷åðåç Fin(X) îáîçíà÷àåì ñåìåéñòâî âñåõ íåïó-

ñòûõ êîíå÷íûõ ï/ì X; Fin(X) ⊂ P ′(X). Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà Y â âèäå P ′(P(Y ))
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èìååì ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäñåìåéñòâ P(Y ). Äëÿ âñÿêèõ ìíîæåñòâ U è V ÷åðåç V U

îáîçíà÷àåì, ñëåäóÿ [16℄, ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé (�óíêöèé) èç U â V (ïðè f ∈ V U

è u ∈ U â âèäå f(u) ∈ V èìååì çíà÷åíèå f â òî÷êå u); åñëè g ∈ V U
è W ∈ P(U), òî

g1(W )
△
= {g(u) : u ∈ W} ∈ P(V ) åñòü îáðàç W ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ g. Åñëè U è V �

íåïóñòûå ìíîæåñòâà, g ∈ V U
è U ∈ P ′(P(U)), òî

g1[U]
△
= {g1(U) : U ∈ U} ∈ P ′(P(V )).

Åñëè A � íåïóñòîå ñåìåéñòâî (ìíîæåñòâ) è B � ìíîæåñòâî, òî

A|B
△
= {A ∩B : A ∈ A} ∈ P ′(P(B)) (1.1)

îïðåäåëÿåò ñëåä A íà ìíîæåñòâî B. Îáû÷íî â (1.1) áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî A ∈ P ′(P(S))
è B ∈ P(S), ãäå S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà M è ñåìåéñòâà

M ∈ P ′(P(M)) â âèäå

CM [M]
△
= {M \H : H ∈ M} ∈ P ′(P(M)) (1.2)

èìååì ñåìåéñòâî ï/ì M, äâîéñòâåííîå ïî îòíîøåíèþ ê M. Â äàëüíåéøåì (1.2) èñïîëüçóåò-

ñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àÿõ, êîãäà M � òîïîëîãèÿ íà M èëè ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (ÒÏ). Åñëè S � íåïóñòîå ñåìåéñòâî, òî

({∪}(S)
△
= {

⋃
S∈χ

S : χ ∈ P(S)}) & ({∩}(S)
△
= {

⋂
S∈χ

S : χ ∈ P ′(S)}).

Ñïåöèàëüíûå ñåìåéñòâà. Â ïðåäåëàõ íàñòîÿùåãî ïóíêòà �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæå-

ñòâî I. Ýëåìåíòû ñåìåéñòâà

π[I]
△
= {L ∈ P ′(P(I))|(∅ ∈ L)&(I ∈ L)&(A ∩B ∈ L ∀A ∈ L ∀B ∈ L)}

ñóòü π-ñèñòåìû ï/ì I ñ ¾íóëåì¿ è ¾åäèíèöåé¿. Òîãäà ïîñðåäñòâîì

(alg)[I]
△
= {A ∈ π[I]|I \ A ∈ A ∀A ∈ A},

(top)[I]
△
= {τ ∈ π[I]|

⋃
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)}

ââåäåíû ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðû ï/ì I è òîïîëîãèè íà I, à â âèäå

(LAT)0[I]
△
= {I ∈ π[I]|A ∪B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I}

èìååì ñåìåéñòâî âñåõ ðåøåòîê ï/ì I 
 ¾íóëåì¿ è ¾åäèíèöåé¿. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

π̃0[I]
△
= {I ∈ π[I]| ∀L ∈ I ∀x ∈ I \ L ∃ J ∈ I : (x ∈ J) & (J ∩ L = ∅)}

åñòü ñåìåéñòâî îòäåëèìûõ π-ñèñòåì, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ï/ì I. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ

(LAT)0[I]
△
= {L ∈ (LAT)0[I]|{x} ∈ L ∀x ∈ I}

èìååì î÷åâèäíîå âëîæåíèå (LAT)0[I] ⊂ π̃0[I]. Ïîëàãàåì, íàêîíåö, ÷òî

(Cen)[L]
△
= {Z ∈ P ′(L)|

⋂
Z∈K

Z 6= ∅ ∀K ∈ Fin(Z)} ∀L ∈ π[I]; (1.3)

â (1.3) îïðåäåëåíû íåïóñòûå öåíòðèðîâàííûå ïîäñåìåéñòâà ñîîòâåòñòâóþùåé π-ñèñòåìû.
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Ôèëüòðû π-ñèñòåì. Ôèêñèðóåì â ïðåäåëàõ íàñòîÿùåãî ïóíêòà íåïóñòîå ìíîæåñòâî I è π-
ñèñòåìó I ∈ π[E]; â âèäå

F
∗(I)

△
= {F ∈ P ′(I)| (∅ /∈ F) & ( A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F) & (∀F ∈ F ∀ J ∈ I

(F ⊂ J) =⇒ (J ∈ F))}

èìååì ñåìåéñòâî âñåõ �èëüòðîâ π-ñèñòåìû I. Òîãäà

F
∗
0(I)

△
= {U ∈ F

∗(I)|∀ F ∈ F
∗(I) (U ⊂ F) =⇒ (U = F)} =

= {U ∈ F
∗(I)|∀L ∈ I (L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U) =⇒ (L ∈ U)} =

= {U ∈ (Cen)[I]|∀ V ∈ (Cen)[I] (U ⊂ V) =⇒ (U = V)}

åñòü ñåìåéñòâî âñåõ ó/� äàííîé π-ñèñòåìû, F∗
0(I) 6= ∅. Ïðè ýòîì

((I,I)− triv)[x]
△
= {J ∈ I|x ∈ J} ∈ F

∗(I) ∀x ∈ I (1.4)

(â (1.4) îïðåäåëåíû òðèâèàëüíûå èëè �èêñèðîâàííûå �èëüòðû π-ñèñòåìû I). Èçâåñòíî [17℄,

÷òî

((I,I)− triv)[x] ∈ F
∗
0(I) ∀x ∈ I) ⇐⇒ (I ∈ π̃0[I]). (1.5)

Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî

F
∗
0(I|J )

△
= {U ∈ F

∗
0(I)|J ⊂ U} ∀J ∈ P ′(I). (1.6)

×àñòíûé ñëó÷àé. Ïîñêîëüêó P(I) ∈ π[I], ãäå I � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî îïðåäåëåíû

ñåìåéñòâà F[I]
△
= F

∗(P(I)) è Fu[I]
△
= F

∗
0(P(I)), Fu[I] 6= ∅. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî (ñì. (1.5)),

(I − ult)[x]
△
= ((I,P(I)) − triv)[x] ∈ Fu[I] ∀x ∈ I.

Íàêîíåö, â âèäå êîíêðåòèçàöèè (1.6) èìååì, ÷òî

Fu[I|J ]
△
= F

∗
0(P(I)|J ) = {U ∈ Fu[I]|J ⊂ U} ∀J ∈ P ′(P(I)).

Èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåì ïóíêòå ó/� áóäåì íàçûâàòü ñòîóí-÷åõîâñêèìè, èìåÿ â âèäó îäíó

èç íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ ðåàëèçàöèé êîìïàêòè�èêàöèè Ñòîóíà�×åõà (ñì. [3, § 6℄). Ïîëàãàåì,
÷òî

β[I]
△
= {B ∈ P ′(P(I))|∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2},

ïîëó÷àÿ ñåìåéñòâî íåïóñòûõ íàïðàâëåííûõ ïîäñåìåéñòâ P(I); â âèäå

β0[I]
△
= {B ∈ β[I]|∅ /∈ B}

èìååì ñåìåéñòâî âñåõ áàç �èëüòðîâ (ÁÔ) ìíîæåñòâà I. ßñíî, ÷òî

(I − fi)[B]
△
= {J ∈ P(I)|∃B ∈ B : B ⊂ J} ∈ F[I] ∀B ∈ β0[I].

Ïðè ýòîì Fu[I] ⊂ F[I] ⊂ β0[I].

� 2. Ýëåìåíòû òîïîëîãèè, 1

Â ïðåäåëàõ íàñòîÿùåãî êîðîòêîãî ðàçäåëà �èêñèðóåì íåïóñòîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî (ÒÏ) (X, τ) : τ ∈ (top)[X], ãäå X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî; â ÷àñòíîñòè, τ ∈ π[X]. Åñëè

x ∈ X, òî N0
τ (x)

△
= {G ∈ τ |x ∈ G} ∈ F

∗(τ), à

Nτ (x)
△
= {H ∈ P(X)|∃G ∈ N0

τ (x) : G ⊂ H} ∈ F[X]
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(�èëüòð îêðåñòíîñòåé x â ÒÏ (X, τ); ñì. [18, ãë. I℄); ëåãêî âèäåòü, ÷òî N0
τ (x) ∈ β0[X] è Nτ (x) =

= (X − fi)[N0
τ (x)]. Åñëè B ∈ β0[X] è x ∈ X, òî (ñì. [18, ãë. I℄)

(B
τ

=⇒ x)
def
⇐⇒ (Nτ (x) ⊂ (X − fi)[B]). (2.1)

Â (2.1) ââåäåíà ñõîäèìîñòü ÁÔ è, â ÷àñòíîñòè, �èëüòðîâ â ÒÏ (X, τ). Îòìåòèì ñëåäóþùåå

ïðîñòîå ñâîéñòâî: åñëè Y � íåïóñòîå ñåìåéñòâî, B ∈ β0[X] è f ∈ Y X , òî f1[B] ∈ β0[Y ]; åñëè Y
îñíàùåíî òîïîëîãèåé, òî ìîæíî ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè ÁÔ f1[B] ê òîé èëè èíîé òî÷êå Y.

Åñëè A ∈ P(X), òî ÷åðåç cl(A, τ) îáîçíà÷àåì çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A â ÒÏ (X, τ),

à (τ − Int)[A]
△
= {x ∈ X|A ∈ Nτ (x)} (âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A â ÒÏ (X, τ)). Íàêîíåö, â âè-

äå

(can − clos)[τ ]
△
= {F ∈ P(X)|F = cl((τ − Int)[F ], τ)} = {cl(G, τ) : G ∈ τ}

èìååì ñåìåéñòâî âñåõ êàíîíè÷åñêè çàìêíóòûõ â (X, τ) ï/ì X.

� 3. Ýëåìåíòû òîïîëîãèè, 2

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî I è π-ñèñòåìó J ∈ π[I]. Ïîëàãàåì, ÷òî

ΦJ (L)
△
= {U ∈ F

∗
0(J )|L ∈ U} ∀L ∈ J . (3.1)

Ìíîæåñòâà (3.1) îáðàçóþò (îòêðûòóþ) áàçó òîïîëîãèè íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå F
∗
0(J ):

(UF)[I;J ]
△
= {ΦJ (J) : J ∈ J } ∈ P ′(P(F∗

0(J ))) (3.2)

åñòü óïîìÿíóòàÿ îòêðûòàÿ áàçà, ïîðîæäàþùàÿ òîïîëîãèþ

T
∗
J [I]

△
= {∪}((UF)[I;J ]) = {G ∈ P(F∗

0(J ))|∀ U ∈ G ∃U ∈ U : ΦJ (U) ⊂ G} ∈ (top)[F∗
0(J )],

(F∗
0(J ),T∗

J [I])� íóëüìåðíîå T2-ïðîñòðàíñòâî (ñì. [4, 
. 62℄). Ïóñòü äî êîíöà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà

J ∈ (LAT)0[I]. (3.3)

Òîãäà [4, (6.7)℄ ñåìåéñòâî (3.2) îáðàçóåò òàêæå çàìêíóòóþ áàçó: â âèäå {∩}((UF)[I;J ]) èìååì
ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, îòâå÷àþùèõ òîïîëîãèè

T
0
J [I]

△
= CF∗

0(J )({∩}((UF)[I;J ])) ∈ (top)[F∗
0(J )].

Ïðè ýòîì (ñì. [4, § 4℄) ïîëó÷àåì â âèäå

(F∗
0(J ),T0

J [I]) (3.4)

êîìïàêòíîå T1-ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì ñîãëàñíî [5, ïðåäëîæåíèå 4.1℄

T
0
J [I] ⊂ T

∗
J [I], (3.5)

à ïîòîìó ïîëó÷àåì (ñì. (3.4), (3.5)) â âèäå

(F∗
0(J ),T0

J [I],T
∗
J [I])

áèòîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü äî êîíöà íàñòîÿùåãî ðàçäåëà âûïîëíåíî (â äîïîëíåíèå

ê (3.3)) ñëåäóþùåå óñëîâèå îòäåëèìîñòè:

J ∈ π̃0[I] (3.6)



204 E. �. Ïûòêååâ, À. �. ×åíöîâ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 2

(çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (3.3) è (3.6) âûïîëíÿþòñÿ â ñëó÷àå J ∈ (LAT)0[I]; â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî

ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ J = CI[τ ], ãäå τ ∈ (top)[I] è ïðè ýòîì (I, τ) åñòü T1-ïðîñòðàí-

ñòâî, ñì. [4, (8.1)℄). Â ñèëó (1.5) è (3.6) èìååì, ÷òî

((I,J )− triv)[x] ∈ F
∗
0(J ) ∀x ∈ I.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî (èñïîëüçóÿ (3.3) è (3.6) â ñîâîêóïíîñòè) ïîëó÷àåì, ÷òî

w[J ]
△
= (((I,J )− triv)[x])x∈I ∈ F

∗
0(J )I (3.7)

(â (3.7) èìååì âàðèàíò ïîãðóæåíèÿ I â ïðîñòðàíñòâî ó/� îòäåëèìîé ðåøåòêè J ∈ (LAT)0[I]∩
∩π̃0[I]). Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî [4, ïðåäëîæåíèå 7.1℄

cl(w[J ]1(L),T0
L[I]) = ΦJ (L) ∀L ∈ J . (3.8)

� 4. Ìíîæåñòâà ïðèòÿæåíèÿ è êîìïàêòè�èêàòîðû

Âñþäó â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî E â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ ðå-

øåíèé. Ñåìåéñòâà èç β[E] áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÎÀÕ, ÷òî äîñòàòî÷íî äëÿ âñåõ

íàøèõ öåëåé (ñì. [17℄, [19, (2.4)℄). Åñëè (Y, τ), Y 6= ∅, åñòü ÒÏ, f ∈ Y E
è E ∈ β[E], òî [19,

(2.1),(2.2)℄

(as)[E;Y ; τ ; f ; E ]
△
= {y ∈ Y |∃ U ∈ F0

u[E|E ] : f1[U ]
τ

=⇒ y} (4.1)

åñòü ÌÏ â çàäà÷å î äîñòèæèìîñòè ñ ÎÀÕ, îïðåäåëÿåìûìè ïîñðåäñòâîì (íàïðàâëåííîãî) ñå-

ìåéñòâà E . Îòìåòèì, ÷òî â [4, îïðåäåëåíèå 3.1℄ ïðèâåäåíî ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÌÏ

íà ÿçûêå íàïðàâëåííîñòåé. Â ñâÿçè ñ óñëîâèÿìè, îáåñïå÷èâàþùèìè èñ÷åðïûâàþùóþ ñåêâåí-

öèàëüíóþ ðåàëèçàöèþ ÌÏ, ñì. [17, 
. 38℄. Çàìåòèì â ñâÿçè ñ (4.1), ÷òî

(as)[E;Y ; τ ; f ; E ] =
⋂
Σ∈E

cl(f1(Σ), τ) (4.2)

(çäåñü (Y, τ), f è E ñîîòâåòñòâóþò (4.1)).

Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì äëÿ ëþáûõ äâóõ ÒÏ (S, τ1), S 6= ∅, è (T, τ2), T 6= ∅, ÷òî

C(S, τ1, T, τ2)
△
= {g ∈ T S |g−1(G) ∈ τ1 ∀G ∈ τ2},

ïîëó÷àÿ ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç (S, τ1) â (T, τ2).
Åñëè (Y, τ), Y 6= ∅, åñòü ÒÏ è f ∈ Y E, òî äëÿ âñÿêèõ ÒÏ (K, t), K 6= ∅, îòîáðàæåíèé

m ∈ K
E
è g ∈ C(K, t, Y, τ)

(f = g ◦m) =⇒ (g1((as)[E;K; t;m; E ]) ⊂ (as)[E;Y ; τ ; f ; E ] ∀ E ∈ β[E]);

çäåñü è íèæå ◦ � ñèìâîë êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Åñëè (Y, τ), Y 6= ∅, åñòü ÒÏ è f ∈ Y E
, òî (Y, τ, f)-êîìïàêòè�èêàòîðîì

íàçûâàåì âñÿêèé íàáîð (K, t,m, g), äëÿ êîòîðîãî (K, t), K 6= ∅, åñòü êîìïàêòíîå ÒÏ, m ∈ K
E
,

g ∈ C(K, t, Y, τ) è ïðè ýòîì f = g ◦m.

Õîðîøî èçâåñòíî [10, ïðåäëîæåíèå 5.2℄ ñâîéñòâî: åñëè (Y, τ), Y 6= ∅, åñòü T2-ïðîñòðàíñòâî,

f ∈ Y E, à (K, t,m, g) åñòü (Y, τ, f)-êîìïàêòè�èêàòîð, òî

(as)[E;Y ; τ ; f ; E ] = g1((as)[E;K; t;m; E ]) ∀ E ∈ β[E]; (4.3)

ïðè ýòîì ÌÏ â ëåâîé ÷àñòè (4.3) ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå îñíîâíîãî, à ÌÏ (as)[E;K; t;m; E ] �
â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî (ïî ñóòè, ýòî ïîñëåäíåå ÌÏ åñòü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ÎÝ).

Óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèÿõ: åñëè τ ∈ (top)[E] è E ∈ β[E], òî

([E ]
(τ)
cl

△
= {cl(Σ, τ) : Σ ∈ E} ∈ P ′(CE [τ ]))&([E ]

(τ)
Int

△
= {(τ − Int)[Σ] : Σ ∈ E} ∈ P ′(τ)); (4.4)
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ïðè ýòîì [E ]
(τ)
cl ∈ β[E] è [E ]

(τ)
Int ∈ β[E] (äîêàçàòåëüñòâà ëåãêî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé). Îòìåòèì

ïðîñòîå ñâîéñòâî: åñëè τ1 ∈ (top)[E], (Y, τ2) åñòü ÒÏ, Y 6= ∅, f ∈ C(E, τ1, Y, τ2) è A ∈ P(E), òî

cl(f1(A), τ2) = cl(f1(cl(A, τ1)), τ2). (4.5)

Çàìå÷àíèå 4.1. Ïðîâåðèì (4.5), ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f

f1(cl(A, τ1)) ⊂ cl(f1(A), τ2). (4.6)

Òîãäà â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà â ïðàâîé ÷àñòè (4.6) èìååì âëîæåíèå

cl(f1(cl(A, τ1)), τ2) ⊂ cl(f1(A), τ2). (4.7)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ ó÷åòîì èçîòîííîñòè îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàçà èìååì âëîæåíèå

f1(A) ⊂ f1(cl(A, τ1)),

à òîãäà ïî àíàëîãè÷íîìó ñâîéñòâó îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùåå âëîæåíèå:

cl(f1(A), τ2) ⊂ cl(f1(cl(A, τ1)), τ2).

Èñïîëüçóÿ (4.7), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (4.5). �

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Åñëè τ1 ∈ (top)[E], (Y, τ2) åñòü ÒÏ, Y 6= ∅, f ∈ C(E, τ1, Y, τ2)
è E ∈ β[E], òî

(as)[E;Y ; τ2; f ; E ] = (as)[E;Y ; τ2; f ; [E ]
(τ1)
cl ].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü τ1, (Y, τ2), f è E óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ.

Òîãäà ñîãëàñíî (4.2), (4.4) è (4.5)

(as)[E;Y ; τ2; f ; E ] =
⋂
Σ∈E

cl(f1(Σ), τ2) =
⋂
Σ∈E

cl(f1(cl(Σ, τ1)), τ2) =
⋂

Ξ∈[E]
(τ1)
cl

cl(f1(Ξ), τ2) =

= (as)[E;Y ; τ2; f ; [E ]
(τ1)
cl ].

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Åñëè τ1, (Y, τ2), f è E óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 4.1 è,

êðîìå òîãî, E ⊂ (can − clos)[E; τ1], òî

(as)[E;Y ; τ2; f ; E ] = (as)[E;Y ; τ2; f ; [E ]
(τ1)
Int ].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü τ1, (Y, τ2), f è E óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 4.1,

ïðè÷åì ñåìåéñòâî E ñîñòîèò òîëüêî èç êàíîíè÷åñêè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà

Σ = cl((τ1 − Int)[Σ], τ1) ∀Σ ∈ E . (4.8)

Ïîëàãàÿ äëÿ êðàòêîñòè Ẽ
△
= [E ]

(τ1)
Int , ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

Ẽ ∈ P ′(τ1),

è ñîãëàñíî (4.8) E = [Ẽ ]
(τ1)
cl . Èòàê, Ẽ ∈ β[E] ðåàëèçóåò ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, à òîãäà â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 4.1

(as)[E;Y ; τ2; f ; [E ]
(τ1)
Int ] = (as)[E;Y ; τ2; f ; Ẽ ] = (as)[E;Y ; τ2; f ; [Ẽ ]

(τ1)
cl ] = (as)[E;Y ; τ2; f ; E ].

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Èòàê, åñëè íàïðàâëåííîå ñåìåéñòâî E ï/ì E ñîñòîèò òîëüêî èç êàíîíè÷åñêè çàìêíóòûõ

ìíîæåñòâ (ò. å. E ⊂ (can − clos)[E; τ1]), òî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâ èç E ðåàëèçóþò â (Y, τ2) òî
æå ÌÏ, ÷òî è E ; èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ñåìåéñòâ ïî ðåçóëüòàòó.
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� 5. Âîëìýíîâñêèé êîìïàêòè�èêàòîð

Âñþäó â äàëüíåéøåì �èêñèðóåì òîïîëîãèþ τ̃1 ∈ (top)[E], ïðåâðàùàþùóþ ìíîæåñòâî E
â T1-ïðîñòðàíñòâî (E, τ̃1), êîìïàêò (ò. å. êîìïàêòíîå T2-ïðîñòðàíñòâî) (H, τ̃2) è îòîáðàæå-

íèå r ∈ C(E, τ̃1,H, τ̃2). �àññìàòðèâàåì âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ äîñòèæèìîñòüþ ýëåìåíòîâ H íà

çíà÷åíèÿõ r â óñëîâèÿõ, êîãäà òåì èëè èíûì ñïîñîáîì ââåäåíû ÎÀÕ íà âûáîð îáû÷íûõ ðåøå-

íèé èç E. Ïðè E ∈ β[E] ðàññìàòðèâàåì ÌÏ (as)[E;H, τ̃2; r; E ] â êà÷åñòâå (èíòåðåñóþùåãî íàñ)

ðåøåíèÿ çàäà÷è î äîñòèæèìîñòè ñ ÎÀÕ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ åãî

ñâîéñòâ èñïîëüçóåì (4.3) ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå (H, τ̃2, r)-êîìïàêòè�èêàòîðà (ñì. [5, § 7℄).

Ïîñêîëüêó òðèïëåò (H, τ̃2, r) �èêñèðîâàí â äàëüíåéøåì, áóäåì îïóñêàòü óêàçàíèå íà äàííûé

òðèïëåò è èñïîëüçîâàòü òåðìèí ¾êîìïàêòè�èêàòîð¿. Â ýòîé ñâÿçè íàïîìíèì, ÷òî

CE[τ̃1] ∈ (LAT)0[E]

(äåéñòâèòåëüíî, ó íàñ (E, τ̃1) åñòü T1-ïðîñòðàíñòâî). Êàê ñëåäñòâèå,

CE[τ̃1] ∈ (LAT)0[E] ∩ π̃0[E],

è ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèé âàðèàíò êîìïàêòíîãî T1-ïðîñòðàíñòâà:

(F∗
0(CE [τ̃1]),T

0
CE [τ̃1]

[E]). (5.1)

Ñàìî ìíîæåñòâî E ïîãðóæàåòñÿ â äàííîå ïðîñòðàíñòâî ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà

w[CE [τ̃1]] : E −→ F
∗
0(CE[τ̃1]). (5.2)

Íàïîìíèì òåïåðü íåêîòîðûå ïîñòðîåíèÿ [5, §§ 5�7℄. Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì, ÷òî [5, (5.10)℄

îïðåäåëåíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî

Flim[E;CE [τ̃1];H; τ̃2] ∈ P ′(HE),

ïðè÷åì (ñì. [5, (7.9)℄) r ∈ Flim[E;CE [τ̃1];H; τ̃2]. Ýòî ïîçâîëÿåò [5, (7.10)℄ îïðåäåëèòü îòîáðàæå-
íèå

ϕlim[r|CE [τ̃1]] : F
∗
0(CE[τ̃1]) −→ H,

äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

r
1[U ]

τ̃2=⇒ ϕlim[r|CE [τ̃1]](U) ∀U ∈ F
∗
0(CE [τ̃1]).

Ïðè ýòîì (ñì. [5, (7.14)℄ r = ϕlim[r|CE [τ̃1]] ◦ w[CE [τ̃1]]. Íàêîíåö, ñîãëàñíî [5, ïðåäëîæåíèå 7.1℄

ϕlim[r|CE [τ̃1]] ∈ C(F∗
0(CE [τ̃1]),T

0
CE [τ̃1]

[E],H, τ̃2). (5.3)

Òàêèì îáðàçîì (ñì. (5.1)�(5.3)), â âèäå

(F∗
0(CE[τ̃1]),T

0
CE [τ̃1]

[E], w[CE [τ̃1]], ϕlim[r|CE [τ̃1]])

ðåàëèçóåòñÿ êîìïàêòè�èêàòîð (òî÷íåå, (H, τ̃2, r)-êîìïàêòè�èêàòîð). Òîãäà ñîãëàñíî (4.3)

(as)[E;H; τ̃2; r; E ] = ϕlim[r|CE [τ̃1]]
1((as)[E;F∗

0(CE [τ̃1]);T
0
CE [τ̃1]

[E];w[CE [τ̃1]]; E ]) ∀ E ∈ β[E].
(5.4)

Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå èñïîëüçóåòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ ÌÏ ïðè

ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ÎÀÕ. Ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå ëîãè÷åñêè ñâÿçàíî ñ [4, ïðåäëîæåíèå 8.2℄;

îäíàêî ñåé÷àñ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì äàòü íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî

óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Îòîáðàæåíèå (5.2) íåïðåðûâíî:

w[CE [τ̃1]] ∈ C(E, τ̃1,F
∗
0(CE [τ̃1]),T

0
CE [τ̃1]

[E]). (5.5)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì, ÷òî îòêðûòàÿ áàçà, ïîðîæäàþùàÿ òîïîëîãèþ T
0
CE [τ̃1]

[E],

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà [2, 3.6℄ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èòàê, ïîëàãàåì

F
0
C[τ̃1|G]

△
= {U ∈ F

∗
0(CE [τ̃1])|∃U ∈ U : U ⊂ G} ∀G ∈ τ̃1. (5.6)

Òîãäà â âèäå ñåìåéñòâà

F̃
△
= {F0

C[τ̃1|G] : G ∈ τ̃1} ∈ P ′(P(F∗
0(CE [τ̃1])))

èìååì òðåáóåìóþ îòêðûòóþ áàçó ÒÏ (5.1):

T
0
CE [τ̃1]

[E] = {∪}(F̃). (5.7)

Ïóñòü x∗ ∈ E. �àññìîòðèì òðèâèàëüíûé ó/�

U∗

△
= w[CE [τ̃1]](x∗) = {F ∈ CE[τ̃1]|x∗ ∈ F} ∈ F

∗
0(CE[τ̃1]).

Ïóñòü G∗ ∈ N0
T0

CE [τ̃1]
[E]

(U∗). Ñ ó÷åòîì (5.7) ïîäáåðåì G∗ ∈ τ̃1 ñî ñâîéñòâàìè

(U∗ ∈ F
0
C[τ̃1|G∗])&(F0

C[τ̃1|G∗] ⊂ G∗). (5.8)

Èç îïðåäåëåíèÿ U∗ èìååì ïî ñâîéñòâàì T1-ïðîñòðàíñòâ, ÷òî x∗ ∈ G∗, ò. å.

G∗ ∈ N0
τ̃1
(x∗).

Ïóñòü x∗ ∈ G∗. Òîãäà èìååì ñ î÷åâèäíîñòüþ, ÷òî {x∗} ∈ U∗, ãäå

U∗ △
= w[CE [τ̃1]](x

∗);

ïðè ýòîì, êîíå÷íî, {x∗} ⊂ G∗. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (ñì. (5.6))

U∗ ∈ F
0
C[τ̃1|G∗]

è òåì áîëåå (ñì. (5.8)) U∗ ∈ G∗. Ïîñêîëüêó âûáîð x∗ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî

w[CE [τ̃1]](x) ∈ G∗ ∀x ∈ G∗.

Èíûìè ñëîâàìè, w[CE [τ̃1]]
1(G∗) ⊂ G∗. Ïîñêîëüêó âûáîð G∗ áûë ïðîèçâîëüíûì, ïîëó÷èëè ñâîé-

ñòâî

∀G ∈ N0
T0

CE [τ̃1]
[E](w[CE [τ̃1]](x∗)) ∃G ∈ N0

τ̃1
(x∗) : w[CE [τ̃1]]

1(G) ⊂ G.

Èòàê, îòîáðàæåíèå (5.2) íåïðåðûâíî â òî÷êå x∗ (îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèé, óïîìèíàåìûõ â (5.5)).
Ïîñêîëüêó è âûáîð x∗ áûë ïðîèçâîëüíûì, óñòàíîâëåíî (5.5). �

Îòìåòèì, ÷òî èç (4.5) è ïðåäëîæåíèÿ 5.1 âûòåêàåò ñâîéñòâî: åñëè A ∈ P(E), òî

cl(w[CE [τ̃1]]
1(A),T0

CE [τ̃1]
[E]) = cl(w[CE [τ̃1]]

1(cl(A, τ̃1)),T
0
CE [τ̃1]

[E]); (5.9)

ïðè ýòîì cl(A, τ̃1) ∈ CE [τ̃1]. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (3.8) è (5.9) ïîëó÷àåì, ÷òî

ΦCE [τ̃1](cl(A, τ̃1)) = cl(w[CE [τ̃1]]
1(A),T0

CE [τ̃1]
[E]) =

= cl(w[CE [τ̃1]]
1(cl(A, τ̃1)),T

0
CE [τ̃1]

[E]) ∀A ∈ P(E). (5.10)

Ñâîéñòâî (5.9) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êîíñòðóêöèÿõ, ïîäîáíûõ ïðåäëîæåíèþ 4.1. Îòìåòèì

ñåé÷àñ íåêîòîðûå ïðîñòûå ïðåäñòàâëåíèÿ èçâåñòíûõ ïîëîæåíèé, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâîì (5.10).

Òàê, â ÷àñòíîñòè, ñ ó÷åòîì (1.6) è (3.1) îïðåäåëåíî ïðè E ∈ β[E] ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî:

F
∗
0(CE [τ̃1]|[E ]

(τ̃1)
cl ) = {U ∈ F

∗
0(CE [τ̃1])|[E ]

(τ̃1)
cl ⊂ U} =

⋂
Ξ∈[E]

(τ̃1)
cl

ΦCE [τ̃1](Ξ)
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(ó÷èòûâàåì çäåñü, ÷òî [E ]
(τ̃1)
cl ⊂ CE[τ̃1]); ïðè ýòîì â ñèëó (5.10), ïðåäëîæåíèé 4.1 è 5.1 ïîëó÷àåì

öåïî÷êó ðàâåíñòâ

(as)[E;F∗
0(CE[τ̃1]);T

0
CE [τ̃1]

[E];w[CE [τ̃1]]; E ] = (as)[E;F∗
0(CE[τ̃1]);T

0
CE [τ̃1]

[E];w[CE [τ̃1]]; [E ]
(τ̃1)
cl ] =

=
⋂
Σ∈E

cl(w[CE [τ̃1]]
1(Σ),T0

CE [τ̃1]
[E]) =

⋂
Σ∈E

ΦCE [τ̃1](cl(Σ, τ̃1)) =
⋂

Ξ∈[E]
(τ̃1)
cl

ΦCE [τ̃1](Ξ) =

= F
∗
0(CE[τ̃1]|[E ]

(τ̃1)
cl ).

Òåì ñàìûì äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî ÌÏ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ÎÀÕ íà îñíîâå E , íåîáÿçàòåëüíî
îïðåäåëÿåìûì ñèñòåìîé çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà îáû÷íûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åíî êîí-

êðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå â òåðìèíàõ çàìêíóòûõ ó/�, ñîäåðæàùèõ ñåìåéñòâî [E ]
(τ̃1)
cl :

(as)[E;F∗
0(CE [τ̃1]);T

0
CE [τ̃1]

[E];w[CE [τ̃1]]; E ] = {U ∈ F
∗
0(CE[τ̃1])|cl(Σ, τ̃1) ∈ U ∀Σ ∈ E}. (5.11)

Ïðåäñòàâëåíèå (5.11) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â (5.4).

� 6. Íåêîòîðûå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïðåäñòàâëåíèåì âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâ

ïðèòÿæåíèÿ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû êîñíåìñÿ íåêîòîðûõ ñëåäñòâèé ïîëîæåíèé [20℄. Ìû ðàññìàòðèâàåì

T1-ïðîñòðàíñòâî (E, τ̃1), ãäå E � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Îòíîñèòåëüíî E ∈ β[E] áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî E ⊂ CE[τ̃1] ([20, çàìå÷àíèå 6.1℄). Òîãäà ïî ñâîéñòâàì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èìååì,

÷òî ⋂
Σ∈E

Σ ∈ CE[τ̃1].

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñëîâèå [20, (6.1)℄. Íàïîìíèì, ÷òî

(ñì. [20, § 1℄)
F
∗
0(CE[τ̃1]|E) = {U ∈ F

∗
0(CE [τ̃1])|E ⊂ U}.

Ýëåìåíòû äàííîãî ìíîæåñòâà èñïîëíÿþò ðîëü äîïóñòèìûõ ÎÝ â çàäà÷å î äîñòèæèìîñòè ñ ÎÀÕ

â âèäå ñåìåéñòâà E . Òîãäà (ñì. [20, òåîðåìà 6.1℄)

(T∗
CE [τ̃1]

[E]− Int)[F∗
0(CE[τ̃1]|E)] = ΦCE [τ̃1](

⋂
Σ∈ E

Σ). (6.1)

Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî [5, (7.3)℄ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

F
∗
0(CE[τ̃1]|E) = (as)[E;F∗

0(CE[τ̃1]);T
0
CE [τ̃1]

[E];w[CE [τ̃1]]; E ] =

= (as)[E;F∗
0(CE[τ̃1]);T

∗
CE [τ̃1]

[E];w[CE [τ̃1]]; E ].
(6.2)

Èòàê, â ñèëó (6.2) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñðåäñòâîì (6.1) îïðåäåëåíà âíóòðåííîñòü (âñïîìîãà-

òåëüíîãî) ÌÏ, êîòîðàÿ â ñóùåñòâåííîé ÷àñòè îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèåì òî÷íûõ ðåøåíèé, êîòî-

ðûìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ èç E (çäåñü ñëåäóåò, êîíå÷íî, ó÷åñòü (3.8)

è [5, (4.10)℄). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: à íå ÿâëÿåòñÿ ëè òàêîå ïðåäñòàâëåíèå îáùèì

ñâîéñòâîì âñåõ ÌÏ? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òàê.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì (ñì. òàêæå [21℄) ïðîñòåéøóþ ñêàëÿðíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó íà

ïðîìåæóòêå [0, 1]:
·
x (t) = u(t);

çäåñü u(·) = (u(t))t∈[0,1[ ∈ U, ãäå U åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ è íåïðåðûâíûõ

ñïðàâà �óíêöèé èç [0, 1[ â äâîåòî÷èå {−1; 1}. Èòàê, ïî ñìûñëó ìû èìååì òóìáëåð ñ äâóìÿ

ñîñòîÿíèÿìè. Ïîëàãàåì, ÷òî x(0) = 0 (íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå �èêñèðîâàíî). Êðîìå òîãî, èìåþòñÿ
�àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ:

x(t) = 0 ∀ t ∈ [0,
1

2
]. (6.3)
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�àññìàòðèâàåì îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû â ìîìåíò t = 1 è ñîîòâåòñòâóþùåå ÌÏ. Ëåã-

êî âèäåòü, ÷òî òî÷íîå ñîáëþäåíèå �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé çäåñü íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó îáëàñòü

äîñòèæèìîñòè ïóñòà, â òî âðåìÿ êàê ÌÏ ïðè åñòåñòâåííîì îñëàáëåíèè �àçîâûõ îãðàíè÷åíèé

ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì [−1
2 ,

1
2 ]. �àññìîòðèì ïîñëåäíåå ïîëîæåíèå áîëåå ïîäðîáíî.

Ïóñòü (â äàííîì ïðèìåðå) E = U, (Y, τ) åñòü âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ñ îáû÷íîé |·|-òîïîëîãèåé,

f(u(·))
△
=

∫ 1

0
u(t) dt ∀u(·) ∈ E (6.4)

(òåðìèíàëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ

èç E). Â äîïîëíåíèå ê (6.4) ââåäåì ïðè êàæäîì u(·) ∈ E òðàåêòîðèþ x(u(·)), îïðåäåëåííóþ íà

îòðåçêå [0, 1] ïðàâèëîì

x(u(·))(ξ)
△
=

∫ ξ

0
u(t) dt;

ÿñíî, ÷òî f(u(·)) = x(u(·))(1). Òîãäà â âèäå (6.3) èìååì ñëåäóþùåå óñëîâèå íà âûáîð u(·) ∈ E:

x(u(·))(t) = 0 ∀t ∈ [0,
1

2
].

Äàííîå óñëîâèå íåâûïîëíèìî, è ìû ðàññìàòðèâàåì îñëàáëåííûå óñëîâèÿ

|x(u(·))(t)| 6 ε ∀t ∈ [0,
1

2
];

çäåñü ε ∈]0,∞[ � âàðüèðóåìûé ïàðàìåòð, ïîëàãàåìûé íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå èñ÷åçàþùå

ìàëûì. Ìû ñîïîñòàâëÿåì êàæäîìó ε ∈]0,∞[ ìíîæåñòâî

E0[ε]
△
= {u(·) ∈ E||x(u(·))(t)| 6 ε ∀t ∈ [0,

1

2
]}.

Îïðåäåëÿåì òåïåðü ñåìåéñòâî E óñëîâèåì

E
△
= {E0[ε] : ε ∈]0,∞[};

ÿñíî, ÷òî E ∈ β[E]. Òîãäà èìååì, ÷òî

⋂
Σ∈E

Σ =
⋂

ε∈]0,∞[

E0[ε] = ∅.

Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèé, ñîáëþäàþùèõ �àçîâûå îãðàíè÷åíèÿ òî÷íî, ó íàñ íå ñóùåñòâóåò,

÷òî îòðàæåíî è â ïîñëåäíåì óñëîâèè â òåðìèíàõ ñåìåéñòâà (íàïðàâëåííîãî) E . Ìåæäó òåì,

èñïîëüçóÿ (4.2), ìîæíî ïîñòðîèòü ÌÏ ïðè ÎÀÕ, îïðåäåëÿåìûõ ïîñðåäñòâîì E . Äåëî â òîì,

÷òî ïðè âñÿêîì ε ∈]0,∞[ ñóùåñòâóåò ¾ïèëîîáðàçíîå¿ óïðàâëåíèå uε(·) ∈ E, äëÿ êîòîðîãî

|x(uε(·))(t)| 6 ε ∀t ∈ [0,
1

2
]

(â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ÷åðåç ðàâíûå è ìàëûå ïðîìåæóòêè ïåðåêëþ÷àòü óïðàâëåíèå ñ −1 íà +1).
Èòàê, E0[ε] 6= ∅ ïðè ε ∈]0,∞[; êðîìå òîãî, ïðè u(·) ∈ E0[ε] è ũ(·) ∈ E èìååì ñ î÷åâèäíîñòüþ,

÷òî

(u(t) = ũ(t) ∀t ∈ [0,
1

2
]) =⇒ (ũ(·) ∈ E0[ε]).

Ñ ó÷åòîì ïðîñòåéøåãî âàðèàíòà ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ε ∈]0,∞[

f1(E0[ε]) = [−
1

2
− ε,

1

2
+ ε].
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Òåïåðü ñ ó÷åòîì (4.2) è îïðåäåëåíèÿ ñåìåéñòâà E â íàøåì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì òðåáó-

åìîå ðàâåíñòâî

(as)[E;Y ; τ ; f ; E ] = [−
1

2
,
1

2
].

Äàííîå ìíîæåñòâî èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü â âèäå èíòåðâàëà ]− 1
2 ,

1
2 [, õîòÿ ïåðåñå÷åíèå

âñåõ ìíîæåñòâ èç E ïóñòî. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ïðèìåðå ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷à-

åòñÿ îò (6.1), à ñàìî ñâîéñòâî, îòìå÷åííîå â [20℄ è ïðèâîäÿùåå ê (6.1), â ñî÷åòàíèè ñ (6.2)

êàñàåòñÿ âåñüìà ñïåöèàëüíîãî âàðèàíòà ÌÏ, ðàññìàòðèâàåìîãî â [20℄ â ñâÿçè ñ ïðåäñòàâëåíèåì

âíóòðåííîñòè.
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The attainability problem with asymptoti
 
onstraints is 
onsidered. Su
h 
onstraints 
an arise under weak-

ening of 
onstraints that are standard in 
ontrol theory: phase 
onstraints, boundary and intermediate


onditions; traje
tories of a system must satisfy these 
onstraints. But asymptoti
 
onstraints 
an arise from

the beginning as a 
hara
terization of trends in the implementation of desired behavior. For example, one


an speak of implementation of powerful 
ontrol impulses with vanishingly small duration. In this 
ase, it

is hard to tell whether any standard 
onstraints are weakened. So, we have a set of 
ompli
ating 
onditions

with ea
h of whi
h we 
an juxtapose some analog of the attainability domain in 
ontrol theory and (more

pre
isely) the image of a subset of the usual solution spa
e under the a
tion of a given operator. In this

paper, we investigate questions 
on
erning the stru
ture of an attra
tion set arising as an analog of the

attainability domain. The investigation s
heme is based on the appli
ation of a spe
ial way of extending

solution spa
e whi
h admits a natural analogy with Wallman extension used in general topology. Then it is

natural to suppose that the spa
e of usual solutions is endowed with a topology (usually, it is a T1-spa
e that

is explored in this 
ase). In this 
onne
tion, questions 
on
erning the repla
ement of sets forming asymptoti



onstraints by 
losures and interiors are addressed. Partially, questions asso
iated with representation of the

interior of the set of admissible generalized elements that form an auxiliary attra
tion set are dis
ussed.
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