
Math-Net.Ru
All Russian mathematical portal

I. A. Bashkirtseva, S. S. Zaitseva, The phenomenon of stochastic excitability in the
enzymatic reaction model, Vestn. Udmurtsk. Univ. Mat. Mekh. Komp. Nauki, 2018,
Volume 28, Issue 1, 3–14

DOI: https://doi.org/10.20537/vm180101

Use of the all-Russian mathematical portal Math-Net.Ru implies that you have read and agreed to these terms

of use

http://www.mathnet.ru/eng/agreement

Download details:

IP: 213.142.35.54

July 20, 2019, 10:55:07



ÂÅÑÒÍÈÊ ÓÄÌÓ�ÒÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀ. ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ. ÌÅÕÀÍÈÊÀ. ÊÎÌÏÜÞÒÅ�ÍÛÅ ÍÀÓÊÈ

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 1

ÓÄÊ 517.977

© È.À. Áàøêèðöåâà, Ñ. Ñ. Çàéöåâà

ÔÅÍÎÌÅÍ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÂÎÇÁÓÄÈÌÎÑÒÈ Â ÌÎÄÅËÈ

ÔÅ�ÌÅÍÒÀÒÈÂÍÎÉ �ÅÀÊÖÈÈ

1

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå øóìà íà ìîäåëü �åðìåíòàòèâíîé ðåàêöèè �îëäáåòåðà, îïèñûâàþùóþ ìå-

õàíèçì êîëåáàòåëüíîãî ñèíòåçà öèêëè÷åñêîãî àäåíîçèíìîíî�îñ�àòà â êëåòêå. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü

îòëè÷àåòñÿ âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê âàðèàöèÿì ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Äåìîíñòðè-

ðóåòñÿ è èññëåäóåòñÿ ÿâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé âîçáóäèìîñòè â çîíå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïîêàçàíî,

÷òî âîçäåéñòâèå øóìà ïðèâîäèò ê ðåçêîìó ïåðåõîäó îò ìàëîàìïëèòóäíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé

ê ñïàéêîâûì êîëåáàíèÿì áîëüøîé àìïëèòóäû. Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ýòîãî ÿâëåíèÿ èñïîëü-

çóþòñÿ òåõíèêà �óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ. Èçó÷åíà

çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ãåíåðàöèÿ áîëüøå-

àìïëèòóäíûõ êîëåáàíèé, îò áëèçîñòè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ê òî÷êå áè�óðêàöèè. Äëÿ äåòàëüíîãî

àíàëèçà ÷àñòîòíûõ ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðîâåäåí ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ìåæñïàéêîâûõ

èíòåðâàëîâ è îáíàðóæåíî ÿâëåíèå êîãåðåíòíîãî ðåçîíàíñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ, âîçáóäèìîñòü, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü, äîâåðèòåëü-

íûå ýëëèïñû.

DOI: 10.20537/vm180101

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â ïðèñóòñòâèè

ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ïðèâëåêàþò èññëåäîâàòåëåé èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé åñòåñòâîçíàíèÿ.

Ñòîõàñòè÷åñêèå �ëóêòóàöèè ÷àñòî ïðèâîäÿò ê ðåçêîé ñìåíå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ �óíêöèî-

íèðîâàíèÿ õèìè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì [1, 2℄.

Ïðè èçó÷åíèè áèîõèìè÷åñêèõ ñèñòåì âàæíûì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé [3�8℄. Ýòè ìîäåëè îïèñûâàþò êèíåòèêó ïðîòåêàþùèõ â æèâûõ

êëåòêàõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, �îðìèðóþùèõ ìåòàáîëè÷åñêèå ïóòè � ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðå-

âðàùåíèÿ îäíèõ ñîåäèíåíèé â äðóãèå. Â ðàáîòàõ [9�11℄ áûë ïðåäëîæåí ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé �åðìåíò-ñóáñòðàòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îáðàçîâàíèåì ïðîäóêòà â êëåòî÷íûõ ñòðóêòó-

ðàõ. Ïðè èññëåäîâàíèè ýòèõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé áûëè îáíàðóæåíû òàêèå ÿâëå-

íèÿ, êàê âîçíèêíîâåíèå àâòîêîëåáàíèé [12℄, ñîñóùåñòâîâàíèå äâóõ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåæèìîâ [13℄, ïà÷å÷íûå êîëåáàíèÿ [14℄, èíäóöèðîâàííûé øóìîì êîãåðåíòíûé ðåçîíàíñ [15℄,

õàîñ [16℄.

Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé âàðèàíò äâóìåðíîé ìîäåëè �åðìåíòàòèâíîé ðå-

àêöèè �îëäáåòåðà [17℄, ãäå â êà÷åñòâå ñóáñòðàòà âûñòóïàåò âíóòðèêëåòî÷íûé àäåíîçèíòðè�îñ-

�àò, à â êà÷åñòâå ïðîäóêòà � âíåêëåòî÷íûé àäåíîçèíìîíî�îñ�àò.

Â ïàðàãðà�å 1 äàåòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ñâîéñòâ èñõîäíîé äåòåðìèíèðîâàííîé ìî-

äåëè, ïðèâîäèòñÿ áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà è îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè �àçîâîãî ïîðòðåòà.

Ïàðàãðà� 2 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ âîçäåéñòâèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé íà

ìîäåëü �îëäáåòåðà â çîíå ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì äåòåðìèíèðîâàí-

íîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå. Çäåñü äåìîíñòðèðóåòñÿ ÿâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé

âîçáóäèìîñòè, êîãäà ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà ïðîèñõîäèò ðåçêèé ïåðåõîä îò ìà-

ëîàìïëèòóäíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé ê ñïàéêîâûì êîëåáàíèÿì ñ áîëüøèìè àìïëèòóäà-

ìè. Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ýòîãî �åíîìåíà èñïîëüçóåòñÿ àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä,

îñíîâàííûé íà òåõíèêå �óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è ìåòîäå äîâåðèòåëüíûõ

ýëëèïñîâ [8, 18, 19℄. ×àñòîòíûé àíàëèç ãåíåðèðóåìûõ ñïàéêîâûõ îñöèëëÿöèé ïðîâîäèòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ñòàòèñòèê ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ.

1

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà (ïðîåêò �16�11�10098).

http://dx.doi.org/10.20537/vm180101
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� 1. Äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü

Èñõîäíàÿ ìîäåëü �îëäáåòåðà [17℄, îïèñûâàþùàÿ ìåõàíèçì êîëåáàòåëüíîãî ñèíòåçà öèêëè-

÷åñêîãî àäåíîçèíìîíî�îñ�àòà (ÀÌÔ) â êëåòêå, çàäàåòñÿ ñèñòåìîé òðåõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé:

ẋ = v − σϕ(x, y),

ẏ =
ktz

h
− ky,

1

q
ż = σϕ(x, y) − ktz

q
,

(1)

ãäå ϕ(x, y) =
x(1 + x)(1 + y)2

L+ (1 + x)2(1 + y)2
.

Âíåêëåòî÷íûé öèêëè÷åñêèé àäåíîçèíìîíî�îñ�àò (öÀÌÔ) äåéñòâóåò êàê âíåêëåòî÷íûé

ãîðìîí è âçàèìîäåéñòâóåò ñ ðåöåïòîðîì, íàõîäÿùèìñÿ íà ïîâåðõíîñòè êëåòêè, àäåíèëàòöèê-

ëàçîé. Ïîñëåäíèé òðàíñ�îðìèðóåò âíóòðèêëåòî÷íûé àäåíîçèíòðè�îñ�àò (ÀÒÔ) â öÀÌÔ.

Ïåðåìåííûå x, y è z îòâå÷àþò çà íîðìèðîâàííûå êîíöåíòðàöèè âíóòðèêëåòî÷íîãî ÀÒÔ,

âíåêëåòî÷íîãî öÀÌÔ è âíóòðèêëåòî÷íîãî öÀÌÔ. Ïàðàìåòð v îïðåäåëÿåò íîðìèðîâàííóþ êîí-

öåíòðàöèþ ââîäèìîãî ÀÒÔ.

Ïðè q, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, èìååì z =
qσ

kt
ϕ(x, y), è ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü

ïðèáëèæåíà äâóìåðíîé ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ = v − σϕ(x, y),

ẏ = αϕ(x, y) − ky.
(2)

Â äàííîé ñòàòüå, ñëåäóÿ [17℄, ìû �èêñèðóåì ïàðàìåòðû σ = 1.2, q = 100, k = kt = 0.4, h = 10,

α =
qσ

h
= 12, L = 106 è èçó÷àåì ïîâåäåíèå ñèñòåìû (2) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà v.

PSfrag replaements

Reλ1,2

v0

0

−0.2

0.4 0.8

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ßêîáè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2)

îò ïàðàìåòðà v
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Ñèñòåìà (2) èìååò îäíî ðàâíîâåñèå:

x =
0.5(6 + 290v + 3250v2 − 6250v3 − 249972

√
1.2− v

√
2.99 · 10−7 + v

√
0.0016 + 0.08v + v2)

3125v3 − 3500v2 − 295v − 6
,

y = 25v,

êîòîðîå óñòîé÷èâî ïðè 0 < v < 0.04335387 è v > 0.531184 (ñì. äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë ìàòðèöû ßêîáè íà ðèñ. 1).

PSfrag replaements

x

v0

50

100

0.4 0.8

PSfrag replaements

y

v0

0

20

0.4 0.8

�èñ. 2. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû (2). Ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåíû

óñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíûå öèêëû, ïóíêòèðíîé � íåóñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû (2). Çäåñü èçîáðàæåíû x- è y-

êîîðäèíàòû ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â çàâèñèìî-

ñòè îò ïàðàìåòðà v. Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû óñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ è ïðåäåëüíûå öèêëû,

à ïóíêòèðíîé � íåóñòîé÷èâûå ðàâíîâåñèÿ. Çíà÷åíèÿ v1 = 0.04335387, v2 = 0.531184 îòìå÷àþò

òî÷êè áè�óðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîï�à: ïðè v1 < v < v2 â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ óñòîé÷èâûé

ïðåäåëüíûé öèêë âîêðóã íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû â çîíå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè 0 < v < v1.

PSfrag replaements

x

y

0

10

20

60 80

(à)

PSfrag replaements

x

y

91 92

0.8

1.2

(á)

�èñ. 3. Ôàçîâûé ïîðòðåò äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû (2) ïðè v = 0.043 ñ óâåëè÷åííûì �ðàãìåíòîì.

Øòðèõïóíêòèðîì èçîáðàæåíà ïñåâäîñåïàðàòðèñà

Çäåñü âàæíîé îñîáåííîñòüþ èññëåäóåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êðàéíÿÿ íåîäíîðîäíîñòü �àçî-

âîãî ïîðòðåòà â îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Òðàåêòîðèÿ, âûïóùåííàÿ èç òî÷êè âáëè-

çè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðèáëèæàåòñÿ ê íåìó, íî õàðàêòåð ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò
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ïîëîæåíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè (ñì. ðèñ. 3). Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â äîïîðîãîâîé çîíå,

òî òðàåêòîðèÿ ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñèþ. Åñëè âçÿòü íà÷àëüíóþ òî÷êó â íàäïîðîãî-

âîé çîíå, òî òðàåêòîðèÿ ñíà÷àëà óäàëÿåòñÿ îò ðàâíîâåñèÿ, ñîâåðøàåò äàëüíþþ ¾ýêñêóðñèþ¿,

è òîëüêî ïîòîì, ïîïàâ â äîïîðîãîâóþ çîíó, ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñèþ. Íà �àçîâîé ïëîñêîñòè äî-

ïîðîãîâóþ è íàäïîðîãîâóþ çîíû ìû ìîæåì ðàçäåëèòü íåêîòîðîé ÷èñëåííî íàéäåííîé êðèâîé,

íàçûâàåìîé ïñåâäîñåïàðàòðèñîé. Ýòà êðèâàÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3 øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèåé.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, îòìå÷åííûå îñîáåííîñòè äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè îêàçûâàþò

ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà åå ïîâåäåíèå â ïðèñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.

� 2. Äèíàìèêà ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè

�àññìîòðèì äèíàìèêó ñèñòåìû (2) â ïðèñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé:

ẋ = v − σϕ(x, y),

ẏ = αϕ(x, y) − ky + εξ(t),
(3)

ãäå ξ(t) � íåêîððåëèðîâàííûé ñòàíäàðòíûé ãàóññîâñêèé áåëûé øóì èíòåíñèâíîñòè ε.

Ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3), ñòàðòóþ-

ùèå ñ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, ñîâåðøàþò ñëó÷àéíûå êîëåáàíèÿ âîêðóã íåãî. �àçáðîñ ýòèõ

òðàåêòîðèé çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè øóìà è ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàâíîâåñèÿ.

Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêîé âîçáóäèìîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü òåõíèêó

�óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè [8,18,19℄ è ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ, îïèñàí-

íûé â ïðèëîæåíèè.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû

F =





−σϕ
′

x −σϕ
′

y

αϕ
′

x αϕ
′

y − k



, S =





0 0

0 1



,

trF = −σϕ
′

x + αϕ
′

y − k, detF = kσϕ
′

x.

Èç óðàâíåíèÿ (5) íàõîäèì ýëåìåíòû ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè W :

w11 =
−(σϕ

′

y)
2

2 detF · trF , w12 = w21 =
σϕ

′

y

2k · trF , w22 =
−(k + σϕ

′

x)

2k · trF .

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1,2(v) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû ñòîõà-

ñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè W (v) îòðàæàþò îñíîâíûå ïðîñòðàíñòâåííûå îñîáåííîñòè âåðîÿò-

íîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû (3) âîêðóã óñòîé÷èâîãî

ðàâíîâåñèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû ãðà�èêè �óíêöèé λ1,2(v). Êàê
âèäèì, ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå áè�óðêàöèè v1 ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðàâíîâåñèÿ ê øóìó íåîãðà-

íè÷åííî âîçðàñòàåò.

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ è äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ äëÿ ñèñòåìû (3) ïðè

çíà÷åíèè óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà v = 0.043, èíòåíñèâíîñòè øóìà ε = 10−4
è äîâåðèòåëüíîé

âåðîÿòíîñòè P = 0.99. Êàê âèäíî, äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ õîðîøî îòðàæàåò ïðîñòðàíñòâåííûå

îñîáåííîñòè ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé.

Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì, âëèÿþùèì íà äèíàìèêó ñèñòåìû (3) â ïðèñóòñòâèè ñëó÷àéíûõ

âîçìóùåíèé, ÿâëÿþòñÿ îòìå÷åííûå ðàíåå îñîáåííîñòè �àçîâîãî ïîðòðåòà äåòåðìèíèðîâàííîé

ñèñòåìû (2). Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåð ñòðåìëåíèÿ òðàåêòîðèé ê òî÷êå ïîêîÿ ñóùåñòâåííî çàâè-

ñèò îò íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ. Äëÿ ìàëûõ íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèé òðàåêòîðèÿ ïî ðåãóëÿðíîé

ñïèðàëè ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñèþ. Åñëè îòêëîíåíèå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðûé ïîðîã
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PSfrag replaements

λ

v0

0.01

1

100

0.02 0.04

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàâíîâåñèÿ W

îò ïàðàìåòðà v

PSfrag replaements

x

y

1.07

1.08

92.42 92.44

�èñ. 5. Ñëó÷àéíûå ñîñòîÿíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû (2) è ýëëèïñ ðàññåèâàíèÿ äëÿ çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà v = 0.043 è èíòåíñèâíîñòè øóìà ε = 10−4

(ðàñïîëàãàåòñÿ ñïðàâà îò ïñåâäîñåïàðàòðèñû), òî òðàåêòîðèÿ óõîäèò äîñòàòî÷íî äàëåêî îò ðàâ-

íîâåñèÿ è òîëüêî ïîòîì íà÷èíàåò ñòðåìèòüñÿ ê íåìó.

Íà ðèñ. 6 ïóíêòèðîì ïðåäñòàâëåíû äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû â äîïîðîãîâîé è íàäïîðîãî-

âîé çîíàõ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûì òðàåêòîðèÿì, èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 7, à. Ïðè ìàëûõ

çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.002) ñòîõàñòè÷åñêèå òðàåêòîðèè êîíöåíòðèðóþòñÿ âáëè-
çè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, è äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ ðàñïîëàãàåòñÿ öåëèêîì â äîïîðîãîâîé

çîíå. Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ x(t), y(t) ñèñòåìû (3) äåìîíñòðèðóþò ìàëîàìïëèòóäíûå ñòîõàñòè÷å-

ñêèå îñöèëëÿöèè âîêðóã ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé. Ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû äëÿ x- è y-



8 È.À. Áàøêèðöåâà, Ñ.Ñ. Çàéöåâà

ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 2018. Ò. 28. Âûï. 1

PSfrag replaements

x

y

91 92

0.8

1.2

�èñ. 6. Äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû (ïóíêòèð) ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ v = 0.043 ïðè èíòåíñèâíîñòè

øóìà ε = 0.002, ε = 0.005 è ïñåâäîñåïàðàòðèñà (øòðèõïóíêòèð). Äåòåðìèíèðîâàííûå �àçîâûå òðàåêòîðèè

ñèñòåìû (2) ïîêàçàíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè

êîîðäèíàò ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7, á ÷åðíûì öâåòîì.

Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà ýëëèïñ ïåðåñåêàåò ïñåâäîñåïàðàòðèñó, ñòîõàñòè÷åñêèå

òðàåêòîðèè ïîïàäàþò â ïîñëåïîðîãîâóþ çîíó è ñîâåðøàþò äàëüíèå ¾ýêñêóðñèè¿, ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïîÿâëåíèþ ñïàéêîâûõ êîëåáàíèé áîëüøîé àìïëèòóäû. Òàêèå ñïàéêîâûå êîëåáàíèÿ ïî-

êàçàíû äëÿ ε = 0.005 íà ðèñ. 7 êðàñíûì öâåòîì.

PSfrag replaements

x

y

0

10

20

60 80

(à)

PSfrag replaements

x

y

t

t

0

0

0

20 000

20 000

40 000

40 000

60

80

20

(á)

�èñ. 7. (à) Ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3) ïðè v = 0.043 äëÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà ε = 0.002 (÷åðíûé

öâåò) è ε = 0.005 (êðàñíûé öâåò); (á) ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû

Ñ äàëüíåéøèì óâåëè÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè øóìà âðåìåííûå èíòåðâàëû ìåæäó ñïàéêàìè

ñîêðàùàþòñÿ. Ýòî ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 8, ãäå èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû

è ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû äëÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà ε = 0.05. Êàê âèäíî, ïðè ýòîì

øóìå â ñèñòåìå �îðìèðóþòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ñïàéêîâûå îñöèëëÿöèè.
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PSfrag replaements

x

y

0
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60 80

(à)

PSfrag replaements

x

y

t

t

0

0

0

20 000

20 000

40 000

40 000

60

80

20

(á)

�èñ. 8. (à) Ñëó÷àéíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3) ïðè v = 0.043 äëÿ èíòåíñèâíîñòè øóìà ε = 0.05;
(á) ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåííûå ðÿäû.

Äîïîëíèòåëüíûå äåòàëè èçìåíåíèÿ ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé âîêðóã ðàâíîâåñèÿ ñè-

ñòåìû ñ v = 0.043 ïðè óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà ïîêàçàíû íà ðèñ. 9, à. Çäåñü îò÷åòëèâî

âèäåí ïåðåõîä îò ìàëîàìïëèòóäíûõ ê ñïàéêîâûì ñòîõàñòè÷åñêèì îñöèëëÿöèÿì. Ýòè ðåçóëü-

òàòû ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðåòè÷åñêîãî

ïîäõîäà, èñïîëüçóþùåãî ìåòîä äîâåðèòåëüíûõ ýëëèïñîâ (ñì. ðèñ. 6). Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè øóìà, ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ãåíåðàöèÿ áîëüøåàìïëè-

òóäíûõ êîëåáàíèé, ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò áëèçîñòè ïàðàìåòðà v ê òî÷êå áè�óðêàöèè v1: ÷åì

äàëüøå v îò v1, òåì áîëüøèé øóì òðåáóåòñÿ äëÿ ãåíåðàöèè ñïàéêîâ (ñì. ðèñ. 9, á äëÿ v = 0.04).

PSfrag replaements

x

ε10−3 10−2

60

80

(à)

PSfrag replaements

x

ε10−3 10−2

60

80

(á)

�èñ. 9. x-êîîðäèíàòû ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè øóìà ε

è ïðè çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà: (à) v = 0.043, (á) v = 0.04.

Ý��åêò ñòîõàñòè÷åñêîé ãåíåðàöèè ñïàéêîâûõ êîëåáàíèé áîëüøèõ àìïëèòóä ïîäòâåðæäà-

åòñÿ òàêæå è èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèé. Íà ðèñ. 10 èçîáðàæåí ãðà-

�èê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) äëÿ x-êîîðäèíàò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé

ñ ïðÿìîé y = y ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè ìàëîì øóìå (ε = 0.002) ãðà-
�èê ïëîòíîñòè èìååò îäèí ïèê, ðàñïîëîæåííûé íàä óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì. Ïðè óâåëè÷åíèè

èíòåíñèâíîñòè øóìà (ε = 0.005, ε = 0.05) íàáëþäàåòñÿ ïîÿâëåíèå âòîðîãî ïèêà ïëîòíîñòè â çîíå
äàëüíèõ ¾ýêñêóðñèé¿.

Àïïàðàòîì äëÿ äåòàëüíîãî àíàëèçà èçìåíåíèé ÷àñòîòíûõ ñâîéñòâ ñòîõàñòè÷åñêèõ êîëåáà-

íèé ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêàìè ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ τ [19℄, òàêèå êàê
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×

PSfrag replaements

x

p

0

0.2

0.4

60 80

0

2

4

10−3

52.5 53

�èñ. 10. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3) ïðè v = 0.043 äëÿ èíòåíñèâíîñòè

øóìà ε = 0.002 (÷åðíûé öâåò), ε = 0.005 (êðàñíûé öâåò), ε = 0.05 (ñèíèé öâåò)

ñðåäíåå çíà÷åíèå M = 〈τ〉 è êîý��èöèåíò âàðèàöèè Cv =

√

〈(τ −M)2〉
M

. Íà ðèñ. 11 ïðåäñòàâëå-

íû ãðà�èêèM(ε) è Cv(ε). Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêè âîçìóùåííîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè ìàëîì øóìå, êîãäà

ñïàéêè ãåíåðèðóþòñÿ î÷åíü ðåäêî, ñðåäíèé ìåæñïàéêîâûé èíòåðâàë áëèçîê ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðè óâåëè÷åíèè øóìà ñðåäíèé ìåæñïàéêîâûé èíòåðâàë ðåçêî óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâó-

åò î ïåðåõîäå ñèñòåìû â ðåæèì ñòîõàñòè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ. Ïðè ýòîì, åñëè èíòåíñèâíîñòü

øóìà íàõîäèòñÿ â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå, êîý��èöèåíò âàðèàöèè äîñòèãàåò ìèíèìóìà, ÷òî

ãîâîðèò î íàëè÷èè êîãåðåíòíîãî ðåçîíàíñà � ãåíåðàöèè êîëåáàíèé ïðàêòè÷åñêè îäíîé ÷àñòîòû.

Íà ðèñ. 8, á âèäíî, ÷òî ïðè èíòåíñèâíîñòè øóìà ε = 0.05 ñïàéêè ãåíåðèðóþòñÿ ðàâíîìåðíî. Ïðè
äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè èíòåíñèâíîñòè øóìà êîý��èöèåíò âàðèàöèè íà÷èíàåò âîçðàñòàòü.

Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëÿõ �åðìåíòàòèâíûõ ðåàêöèé îñöèëëÿöèîííûé ðåæèì íå òîëüêî âîç-

ìîæåí â ïàðàìåòðè÷åñêèõ çîíàõ, ãäå ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå öèêëû, íî è ìîæåò áûòü âûçâàí

äàæå ìàëûìè ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè â çîíàõ, ãäå èñõîäíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ìîäåëü

èìååò ëèøü óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå. Ýòî ÿâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé âîçáóäèìîñòè ìîæåò áûòü

êîíñòðóêòèâíî èññëåäîâàíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè.

Ïðèëîæåíèå

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîçìó-

ùåíèé, èñïîëüçóåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà

ẋ = f(x) + εσ(x)ξ(t), (4)

ãäå x � n-ìåðíûé âåêòîð, f(x)� äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, ε � ñêàëÿðíûé

ïàðàìåòð èíòåíñèâíîñòè âîçìóùåíèé, σ(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ n × n-ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ,

çàäàþùàÿ çàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé îò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ξ(t) � n-ìåðíûé ãàóññîâ-

ñêèé áåëûé øóì ñ ïàðàìåòðàìè Eξ(t) = 0, Eξ(t)ξ(τ) = δ(t− τ)I, I � åäèíè÷íàÿ n×n-ìàòðèöà.

Ïóñòü äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñèñòåìà (4) (ε = 0) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîå ðàâíîâå-

ñèå x. Äëÿ ñòàöèîíàðíîé ïëîòíîñòè ρ(x, ε) ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé âîêðóã ðàâíî-
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âåñèÿ x â ñèñòåìàõ ñ ìàëûìè øóìàìè èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòèêà

ρ(x, ε) ≈ K · exp
(

−v(x)

ε2

)

,

ãäå v(x) � êâàçèïîòåíöèàë [20℄. Â ìàëîé îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ äëÿ êâàçèïîòåíöèàëà ñïðà-

âåäëèâà êâàäðàòè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ v(x) ≈ 1

2
(x− x,W−1(x− x)), ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå. Ýòà àïïðîêñèìàöèÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü àñèìïòîòèêó ñòàöèîíàðíîé ïëîòíîñòè

â �îðìå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ρ(x, ε) ≈ K · exp
(

−(x− x,W−1(x− x))

2ε2

)

ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé ε2W , õàðàêòåðèçóþùåé ðàçáðîñ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ñòîõàñòè-

÷åñêîé ñèñòåìû (4) âîêðóã ðàâíîâåñèÿ x.

Ìàòðèöà W ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

FW +WF⊤ + S = 0, (5)

ãäå

F =
∂f

∂x
(x), S = σ(x)σ(x)⊤.

Ìàòðèöà ñòîõàñòè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè W ðàâíîâåñèÿ x ñâÿçûâàåò èíòåíñèâíîñòü âîç-

äåéñòâèÿ ε2 ñ êîâàðèàöèåé ε2W ðàçáðîñà ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé âîêðóã x. Ýòà ìàòðèöà îïèñû-

âàåò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèñòåìû (4) âîêðóã

PSfrag replaements
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äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ x. Èñïîëüçóÿ ýòó ìàòðèöó, ìîæíî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå

äîâåðèòåëüíûå îáëàñòè. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå äîâåðèòåëüíûé ýëëèïñ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

(x− x,W−1(x− x)) = 2k2ε2,

ãäå ε � èíòåíñèâíîñòü øóìà, k2 = − ln(1−P ), P � äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ïóñòü λ1, λ2 �

ñîáñòâåííûå ÷èñëà, à u1, u2 � íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû W . Òîãäà ñ ïîìî-

ùüþ êîîðäèíàò z1 = (x−x, u1), z2 = (x− x, u2) óðàâíåíèå äîâåðèòåëüíîãî ýëëèïñà ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â ñòàíäàðòíîé �îðìå:

z2
1

λ1

+
z2
2

λ2

= 2k2ε2.

Äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñû ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè è íàãëÿäíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè

ìîäåëÿìè ïðîñòðàíñòâåííîãî îïèñàíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîñòîÿíèé îêîëî äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàâ-

íîâåñèÿ x.
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We study the in�uene of noise on the Goldbeter model of the enzymati reation, whih desribes the

mehanism of osillatory synthesis of yli adenosine monophosphate in a ell. It is shown that the model is

highly sensitive to variations of parameters and initial onditions. The phenomenon of stohasti exitability

in a stable equilibrium zone is demonstrated and studied. We show that the noise results in a sharp transition

from low-amplitude stohasti osillations to large-amplitude spike osillations. For the parametri analysis

of this phenomenon, the tehnique of stohasti sensitivity funtions and the method of on�dene ellipses

are used. We study how the ritial value of the noise intensity orresponding to the generation of large-

amplitude osillations depends on the proximity of a ontrol parameter to a bifuration point. For a detailed

analysis of the frequeny properties of stohasti osillations, a statistial analysis of interspike intervals is

arried out, and a phenomenon of oherent resonane is found.
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