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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы. К производным структурам данного математиче-

ского объекта относят различные алгебраические системы, связанные с исход-

ным объектом. В алгебре исследования производных структур восходят к ра-

ботам Галуа (XIX век). Со второй половины XX века понятие производных

структур приобретает общематематическую значимость: изучение производных

структур различных математических объектов становится одним из мощных те-

чений в математике. Достаточно вспомнить, например, полугруппы непрерыв-

ных линейных операторов банаховых пространств в функциональном анализе,

группы путей в топологии, синтаксические моноиды в теории автоматов. Про-

изводные структуры математического объекта зачастую несут существенную

информацию об этом объекте и к тому же дают удобный язык для его опи-

сания. О важности изучения производных структур свидетельствует появление

на стыке алгебры и других областей математики таких активно развивающихся

дисциплин, как алгебраическая геометрия, алгебраическая топология, алгебра-

ическая теория автоматов и т.д.

В алгебре типичными примерами производных структур алгебраических си-

стем являются, например, группа автоморфизмов, моноид эндоморфизмов, по-

лугруппы соответствий, решетка подсистем, решетка конгруэнций.

Рассмотрим основные постановки задач, связанные с производными струк-

турами. При этом мы следуем классификации таких постановок, данной в мо-

нографии Л. Н.Шеврина и А. Я.Овсянникова [20] применительно к производ-

ным решеткам. Отметим, что в силу многочисленности исследований в данной

области, мы не претендуем на исчерпывающий обзор литературы. Множество

примеров читатель может найти, например, в монографиях [20] или [53].

Направление 1. Классификация производных структур, задача предста-

вимости. Естественно возникает задача выяснить, обладает ли всякая произ-
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водная структура данного класса алгебраических систем какими-то специфиче-

скими свойствами. Здесь возникает широкий диапазон возможностей - от случа-

ев, когда производные структуры оказываются настолько специфичными, что

их удается полностью классифицировать, до противоположных случаев, когда

в качестве производной структуры может быть реализован любой алгебраиче-

ский объект подходящего типа. Например, Хедрлин и Ламбек в [38] показали,

что любой моноид изоморфен полугруппе эндоморфизмов некоторой полугруп-

пы. Примером результатов другого сорта является работа А. Я. Айзенштат [1], в

которой описаны определяющие соотношения полугруппы эндоморфизмов ко-

нечных цепей. В некоторых случаях удается выяснить строение производной

структуры алгебраической системы (найти точное представление полугруппы),

построив инъективный гомоморфизм в более простую или хорошо изученную

полугруппу. Основной сложностью в решении таких задач, по-видимому, яв-

ляется отсутствие подходящих теоретико-полугрупповых конструкций. После

получения Кроном и Роудзом структурной теоремы для конечных моноидов в

теории полугрупп начала активно использоваться конструкция сплетения и ее

различные модификации. Например, Флейшером [17] была введена конструк-

ция сплетения моноида с малой категорией как обобщение сплетения монои-

дов, а в [36] эта конструкция была использована для описания точного пред-

ставления моноида эндоморфизмов произвольного действия. В.М. Усенко [16] с

помощью обобщения конструкции двойного полупрямого произведения описал

полугруппу эндоморфизмов вполне 0-простых полугрупп.

Направление 2. Определяемость производной структурой. Вопрос за-

ключается в следующем: что можно сказать о двух алгебраических системах A

и B, если их производные стуктуры одного и того же типа изоморфны? Говорят,

что алгебраическая система A из некоторого класса Ω определяется своей про-

изводной структурой в классе Ω, если для любой алгебраической системыB ∈ Ω

из изоморфизма производных структур, соответствующих A и B следует, что

A ∼= B. Так, Б.М. Шайн показал определяемость своими полугруппами эндо-

морфизмов с точностью до изоморфизма или антиизоморфизма упорядоченных
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множеств, решеток, дистрибутивных решеток и булевых алгебр в [55], а опреде-

ляемость свободного моноида и свободной полугруппы своими полугруппамми

эндоморфизмов, показали Г. Машевицкий и Б.М. Шайн в [47]. Вместе с тем,

существуют примеры алгебраических систем, которые не определяются своими

полугруппами эндоморфизмов. Например, Л. Б. Шнеперман [21] показал, что

рефлексивные графы не определяются полугруппой своих эндоморфизмов.

Направление 3. Изучение объектов с ограничениями на производные струк-

туры. Например, для производных решеток рассматриваются ограничения ти-

па дистрибутивности или модулярности, а для производных моноидов часто

рассматривается ограничение регулярности: в [34], [56], например, изучаются

графы с регулярными моноидами эндоморфизмов. Напомним, что моноид на-

зывается регулярным, если для каждого его элемента a существует такой эле-

мент b, что a = aba [10].

Направление 4. Взаимосвязь между различными производными струк-

турами одного и того же объекта. Классическим примером жесткой взаи-

мосвязи является теория Галуа: решетка подполей заданного расширения по-

ля однозначно восстанавливается по группе автоморфизмов этого расширения.

Противоположной ситуацией является независимость производных структур,

когда свойства одной производной структуры никак не влияют на свойства

другой производной структуры того же объекта. Независимость производных

структур для основных классов алгебраических систем изучалась В.А. Баран-

ским [3].

Областью наших интересов являются полугруппы сильных эндоморфизмов

графов и их естественных обобщений — гиперграфов — в рамках направле-

ний 1–3. Под «графом» везде далее будем понимать неориентированный граф

без кратных рёбер. Понятие сильного эндоморфизма графа ввел в 1958 г. Чу-

лик [26]. Пусть G = (V,E) — граф с множеством вершин V и множеством

рёбер E. Отображение f : V → V называется сильным эндоморфизмом графа

G, если {x, y} ∈ E ⇔ {xf, yf} ∈ E для любых x, y ∈ V . Точное представление

моноида сильных эндоморфизмов конечного графа в виде сплетения группы
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подстановок и малой категории найдено Кнауэром и Нипорте [41]. При этом

было показано, что для бесконечного случая данная теорема неверна. Есте-

ственно возникает задача:

Задача 1. Найти точное представление моноида сильных эндоморфизмов

бесконечного графа.

Гиперграфы [8] представляют собой обобщения графов, когда ребрами мо-

гут быть произвольные подмножества множества вершин, а не только двух- и

одноэлементные подмножества. На сегодняшний день теория гиперграфов —

бурно развивающийся раздел математики на стыке теории графов, комбинато-

рики, топологии и компьютерных наук.

Задача 2. Найти точное представление моноидов сильных эндоморфизмов

конечных и бесконечных гиперграфов.

В рамках направления 1 естественно также изучать моноиды сильных эндо-

морфизмов при помощи сечений относительно подходящих эквивалентностей.

Для произвольного отношения эквивалентности ρ на полугруппе S подполу-

группа S ′ полугруппы S называется ρ-сечением [27] (в некоторых источниках

"трансверсалью") S, если S ′ содержит в точности по одному представителю из

каждого класса эквивалентности. Естественно изучать сечения относительно

эквиваленностей, связанных со строением исходной полугруппы, в частности,

для отношений Грина. Понятно, что сечение представляет собой подполугруп-

пу исходной полугруппы, на которой данное отношение эквивалентности три-

виально. Однако сечения данной полугруппы для заданного отношения экви-

валентности вообще говоря может даже не существовать. К первым работам в

этом направлении, по-видимому, следует отнести Блайза (1982 г.). Ряд его работ

посвящен изучению регулярных полугрупп при помощи инверсных трансверса-

лей (см., напр., обзор [25]). Первый пример сечения отношений Грина (пример

H -сечения) был построен Реннером для инверсной полугруппы [54]. На сего-

дняшний день сечения отношений Грина уже изучались на инверсной полу-

группе [28], [51], симметрической полугруппе [52], инверсной 0-категории [7], и

др. Таким образом, естественно появляется следующая задача.
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Задача 3. Выяснить, существуют ли сечения отношений Грина на моноиде

сильных эндоморфизмов конечного неориентированного графа. В случае, если

такие сечения существуют, описать их.

Следующая задача возникла при решении задачи 3: оказалось, что опи-

сание L -, R-, H -сечений моноида сильных эндоморфизмов тесно связано с

описанием этих сечений на конечной симметрической полугруппе Tn. Все H -

и R-сечения для конечной симмметрической полугруппы Tn описал В. А. Пех-

терев [52] в 2005 г. Было показано, что существует единственное с точностью

до изоморфизма R-сечение T (X). Пара неизоморфных L -сечений T4 была

построена И. Б. Кожуховым в [42, 2007 г.]. Вопрос описания и классификации

L -сечений полугруппы Tn до настоящего времени оставался открытым и явно

формулировался в литературе (см., напр., [28]).

Задача 4. Описание и классификация L -сечений конечной симметриче-

ской полугруппы.

Перейдем теперь к направлению 2. В [41] было показано, что моноид силь-

ных эндоморфизмов конечного графа является регулярным. Условия, при кото-

рых моноид сильных эндоморфизмов произвольного (необязательно конечного)

графа является регулярным найдены в [35].

Задача 5. Найти условия, при которых моноиды сильных эндоморфизмов

гиперграфов являются регулярными.

Наконец, в рамках направления 3 естественно найти ответ на следующий

вопрос.

Задача 6. Определяется ли гиперграф своим моноидом сильных эндомор-

физмов?

Цель работы — решить задачи 1–6.

Методы исследования. В работе применяются методы теории полугрупп,

связанные с конструкциями сплетения моноида с малой категорией; комбина-

торные методы; методы теории графов и гиперграфов.

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми.

Апробация и публикации. Основные результаты диссертационной рабо-
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ты были представлены на VIII Международной алгебраической конференции в

Украине (г. Луганск, июль 2011 г.), XIV и XV Международных научных кон-

ференциях имени академика Михаила Кравчука (г. Киев, апрель 2012 г. и май

2014 г.), Международной математической конференции, посвященной 70-летию

В.В. Кириченко (г. Николаев, июнь 2012 г.), IX Международной алгебраической

конференции в Украине (г. Львов, июль 2013 г.), Международной алгебраиче-

ской конференции, посвященной 100-летию со дня рождения Л. A. Калужнина

(г. Киев, июль 2014 г.), Международной конференции и школе молодого ученого

«Группы и графы, алгоритмы и автоматы», посвященной 80-летию В.A. Бело-

ногова и 70-летию В.A. Баранского (Екатеринбург, август 2015 г.), а также на

X Международной алгебраической конференции в Украине, посвященной 70-

летию Ю. A. Дрозда (Oдесса, август 2015 г.).

Автор выступал с докладами по теме диссертации на семинаре кафедры

алгебры и системного анализа (Луганский национальный университет имени

Тараса Шевченко, 2011–2013 гг.), семинаре «Алгебраические системы» под ру-

ководством профессора Л. Н. Шеврина (Уральский федеральный университет,

октябрь 2014 г., март 2015 г., март 2016 г.).

По результатам исследования опубликовано 15 работ: 7 научных статей и 8

тезисов докладов на научных конференциях. Основные результаты диссертации

опубликованы в [57]–[63]. Из них статьи [57], [58], [60]–[63] опубликованы в из-

даниях из списка, рекомендованного ВАК РФ. Статья [60] является переводом

статьи [57].

Личный вклад автора. Диссертация является самостоятельной научной

работой, которая содержит собственные идеи автора, позволившие решить по-

ставленные задачи. Работа содержит теоретические и методические положения

и выводы, сформулированные автором лично. Научному руководителю при-

надлежат постановки задач, обсуждения возможных путей решения, а также

теоремы 7–8 в статье [57] и теорема 4.1. в статье [58]. Утверждения указан-

ных теорем на защиту не выносятся. Использованные в диссертации идеи или

положения других авторов имеют соответствующие ссылки.
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Структура и содержание диссертации

Диссертация состоит из введения, трёх разделов и списка литературы. Объ-

ем диссертации составляет 110 страниц. Основные результаты диссертации пол-

ностью решают задачи 1, 3, 4, и задачи 2, 5, 6 — для случая n-однородных ги-

перграфов. Первый раздел содержит основные определения и некоторые пред-

варительные сведения. Второй раздел посвящен в основном изучению пред-

ставлений моноидов сильных эндоморфизмов графов и гиперграфов. Третий

— описанию R-, L -, H -сечений моноида сильных эндоморфизмов конечных

графов. Основные результаты работы выделены далее жирным шрифтом.

Первый раздел диссертации состоит из четырех параграфов и содержит об-

щие теоретические сведения и определения. В § 1.1 приведены сведения из тео-

рии полугрупп, касающиеся таких объектов как полугруппы преобразований,

бинарные отношения, отношения Грина, сплетение моноида с малой категорией.

§ 1.2 посвящен графам, гиперграфам и их эндоморфизмам. В § 1.3 различные

типы эндоморфизмов проиллюстрированы на примере графа произвольного от-

ношения эквивалентности. В частности, для случая графа эквивалентности по-

лучен ответ на вопрос Ботчера и Кнауэра при каких условиях множество всех

полусильных (локально сильных, квазисильных) эндоморфизмов неориентиро-

ванного графа будет полугруппой (утверждение 1.3.1, утверждение 1.3.2, утвер-

ждение 1.3.3). В § 1.4 содержится определение сечения полугруппы относитель-

но бинарного отношения, а также описание H -, и R-сечений симметрической

полугруппы [52].

Во втором разделе диссертации изучаются точные представления моноидов

сильных эндоморфизмов конечных и бесконечных графов и n-однородных ги-

перграфов, проверяется регулярность этих моноидов, а также рассмотрен во-

прос определяемости n-однородных гиперграфов своими моноидами сильных

эндоморфизмов. Раздел состоит из пяти параграфов.

§ 2.1 посвящен сильным эндоморфизмам бесконечных графов (далее SEndG).

В пункте 2.1.1 мы выделяем такой класс бесконечных графов, в котором мо-

ноид SEndG изоморфен сплетению полугруппы с некоторой малой категори-
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ей (пункт 2.1.2, теорема 2.1.1). Этот результат дополняет теорему Кнауэра–

Нипорте [41] о представлении моноида сильных эндоморфизмов конечных гра-

фов. Доказательство основано на свойствах сильных эндоморфизмов выделен-

ного класса бесконечных графов, а также разложении [41] произвольного графа

на лексикографическое произведение своего канонического сильного фактор-

графа и подходящих 0-графов. Далее, в пункте 2.1.3 мы показываем, что все

сильные эндоморфизмы произвольного бесконечного графа, сохраняющие неко-

торое отношение эквивалентности на множестве вершин этого графа, образуют

подмоноид моноида SEndG, изоморфный сплетению полугруппы с некоторой

малой категорией (теорема 2.1.3). Оказывается, что сильные эндоморфизмы

канонического сильного фактор-графа графа G, индуцируемые эндоморфизма-

ми из указанного подмоноида обладают тем же свойством инъективности, что

и сильные эндоморфизмы канонического сильного фактор-графов бесконечных

графов из класса выделенного в пункте 2.1.1. Этот факт позволяет перенести

доказательство теоремы 2.1.1 на доказательство теоремы 2.1.3 почти без из-

менений. Теорема 2.1.3 обобщает теорему 2.1.1: класс графов, выделенных в

пункте 2.1.1 представляет собой случай, когда все сильные эндоморфизмы гра-

фа сохраняют указанную эквивалентность. Теорема 2.1.3 является основными

результатом § 2.1.

§ 2.2 посвящен исследованию точных представлений моноида сильных эндо-

морфизмов конечных n-однородных гиперграфов. Основным результатом это-

го параграфа является теорема 2.2.1 о представлении моноида сильных эн-

доморфизмов конечных n-однородных гиперграфов в виде сплетения группы

с некоторой малой категорией, которая представляет собой аналог теоремы

Кнауэра–Нипорте [41] для n-однородных гиперграфов. Доказательства осно-

вываются на свойствах сильных эндоморфизмов n-однородных гиперграфов,

а также на ряде вспомогательных понятий и конструкций, естественно обоб-

щающих аналогичные для графов. Так, мы определяем окрестность вершины

гиперграфа, канонический сильный фактор-гиперграф, обобщенное лексико-

графическое произведение гиперграфов, а также показываем справедливость
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разложения произвольного n-однородного гиперграфа в произведение своего

канонического сильного фактор-гиперграфа и подходящих 0-однородных ги-

перграфов. Теорема 2.2.2 дает представление моноида сильных эндоморфизмов

конечных n-однородных гиперграфов унарными отношениями. Показано, что

представление конечных n-однородных гиперграфов не работает в бесконечном

случае.

§ 2.3 посвящен исследованию моноида сильных эндоморфизмов бесконеч-

ных n-однородных гиперграфов (далее SEndH). Теорема 2.3.1 (пункт 2.3.1)

представляет собой аналог теоремы 2.1.1 для бесконечных n-однородных гипер-

графов, доказательство во многом аналогично доказательству теоремы 2.1.1),

но опирается на вспомогательные утверждения из пункта 2.3.1. По аналогии с

пунктом 2.1.3 в пункте 2.3.2 рассматриваются сильные эндоморфизмы произ-

вольных n-однородных гиперграфов, сохраняющие некоторую эквивалентность

на множестве вершин данного гиперграфа. Основным результатам этого пара-

графа 2.3 является теорема 2.3.2 о том, что все сильные эндоморфизмы про-

извольного бесконечного n-однородного гиперграфаH, сохраняющие некоторое

отношение эквивалентности на множестве вершин этого гиперграфа, образуют

подмоноид моноида SEndH, изоморфный сплетению полугруппы с некоторой

малой категорией. Теорема 2.3.2 обобщает теорему 2.3.1 и, в частности, если

гиперграф H конечен, то получим теорему 2.2.1.

§ 2.4 посвящен исследованию регулярности моноидов сильных эндоморфиз-

мов n-однородных гиперграфов. В теореме 2.4.1 доказана регулярность моно-

идов сильных эндоморфизмов конечных n-однородных гиперграфов, исполь-

зуя представление из теоремы 2.2.2. В теореме 2.4.2 исследуются условия, при

которых моноид сильных эндоморфизмов выделенного класса бесконечных n-

однородных гиперграфов будет регулярным. Доказательство использует пред-

ставление из теоремы 2.3.1 и имеет дело с композицией преобразований и мор-

физмов.

В параграфе 2.5 мы касаемся вопроса определяемости графов и гипергра-

фов своими моноидами сильных эндоморфизмов. Основным результатом этого
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параграфа является теорема 2.5.1, утверждающая, что n-однородные гипер-

графы определяются своим моноидом сильных эндоморфизмов тогда и только

тогда, когда n = 0.

Третий раздел посвящен описанию R-, L - и H -сечений полугруппы силь-

ных эндоморфизмов конечного неориентированного графа без кратных рёбер.

Раздел состоит из двух параграфов. В § 3.1 дано описание указанных сечений.

Пусть G далее обозначает конечный неориентированный граф без кратных рё-

бер. Теоремы 3.1.2-3.1.4 показывают, что описание R-, L - и H сечений моноида

SEndG сводится к описанию соответствующих сечений на симметрических по-

лугруппах, которые уже полностью или частично изучены [52, 42]. При этом R-

сечение моноида сильных эндоморфизмов конечного неориентированного гра-

фа без кратных рёбер можно построить всегда, оно единственно с точностью до

изоморфизма и представляет собой прямое произведение R-сечений подходя-

щих симметрических полугрупп (теорема 3.1.2). Теорема 3.1.3 показывает,

что любое L -сечение моноида SEndG также представляет собой прямое про-

изведение R-сечений подходящих симметрических полугрупп. Однако полное

описание L -сечений моноида сильных эндоморфизмов конечного неориенти-

рованного графа сводится к вопросу об описании L -сечений симметрической

полугруппы, неизвестное до сих пор. В теореме 3.1.4 показано, что H -сечение

моноида сильных эндоморфизмов конечного неориентированного графа можно

построить тогда и только тогда, когда все классы из канонического сильного

фактор-графа одно- или двухэлементны, а сам моноид удовлетворяет некото-

рому дополнительному ограничению. В таком случае полученное H -сечение

моноида SEndG будет единственным. Доказательства упомянутых результа-

тов § 3.1 основаны на разложении моноида сильных эндоморфизмов конечных

неориентированных графов в виде сплетения группы с малой категорией, на

свойствах преобразований, находящихся в отношениях R, L , H и на том фак-

те, что если два преобразования находятся в отношении R (L , H ) и принад-

лежат сечению, то эти преобразования равны.

§ 3.2 посвящен описанию и классификации L -сечений конечной симметри-
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ческой полугруппы Tn. Напомним, что L -сечение конечной симметрической

полугруппы на множестве X содержит в точности по одному преобразованию

с непустым образом M ⊆ X для каждого подмножества M из X. Ключе-

вую роль в построении такой полугруппы, как оказалось, играет «правиль-

ный» выбор ядер преобразований. Оказалось, что ядра преобразований, вхо-

дящих в L -сечение полугруппы Tn можно представить в виде полного бинар-

ного дерева с некоторыми дополнительными ограничениями. Эту структуру

отражает собой понятие L-семейства (определение 3.2.2), введенное в пункте

3.2.2. В этом пункте даны три эквивалентных определения L-семейства множе-

стваX: 1) как некоторого иерархического семейства подмножеств множестваX;

2) в терминах бинарных деревьев; 3) в терминах последовательностей и подпо-

следовательностей.

Пункт 3.2.2 посвящен непосредственно описанию L -сечений конечной сим-

метрической полугруппы. В первой части этого пункта мы строим некоторую

полугруппу LΓ
X , зависящую от L-семейства на множестве X. Элементами этой

полугруппы являются индуктивно определенные преобразования αM (опреде-

ление 3.2.5), где M — произвольное непустое подмножество из X, а строе-

ние αM на каждом шаге индуктивного построения связано со строением L-

семейства Γ. Одним из основных результатов § 3.2 является теорема 3.2.1 о

том, что для всякого L-семейства Γ множества X множество LΓ
X представляет

собой L -сечение конечной симметрической полугруппы Tn, и наоборот, каждое

L -сечение конечной симметрической полугруппы Tn является LΓ
X для подхо-

дящего L-семейства Γ на X. Для доказательства первого утверждения теоре-

мы 3.2.1 потребовалась одна вспомогательная лемма. Доказательству второй

части этой теоремы посвящен ряд вспомогательных утверждений пункта 3.2.2,

цель которых — доказать, что совокупность всех ядер преобразований из L -

сечения является L-семейством.

В пункте 3.2.3 показано, как пересчитать различные L -сечения Tn. Мы

выделяем множество пар бинарных деревьев на s- и t-элементных множествах,

соответственно (определение 3.2.6), число которых представляет собой число
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всех возможных L-семейств на s+t-элементном множестве (утверждение 3.2.2).

Определение 3.2.6 на самом деле дает алгоритм для подсчета указанных пар.

В работе приведены начальные значения числа L-семейств на n-элементном

множестве для n 6 30, рассчитанные с помощью компьютерной программы,

основанной на нашем алгоритме.

В пункте 3.2.3 также введено важное понятие подобия L-семейств (опре-

деление 3.2.7). C помощью этого понятия выделены одинаковые L -сечения,

соответствующие различным L-семействам. Число различных L -сечений ко-

нечной симметрической полугруппы Tn дает теорема 3.2.2.

Пункт 3.2.4 посвящен доказательству третьего основного результата § 3.2

— теоремы 3.2.3, в которой мы классифицируем все L -сечения с точностью

до изоморфизма. Теорема 3.2.3 утверждает, что два L -сечения Tn изоморф-

ны тогда и только тогда, когда подобны соответствующие им L-семейства. До-

казательство основано на использовании нетривиальных свойств изоморфных

L -сечений и L -сечений с подобными L-семействами.

Автор искренне благодарен научному руководителю Ю. В. Жучку за по-

становку задач и постоянное внимание к работе. Глубокую признательность за

всесторонюю поддержку, за ценные и конструктивные замечания, направлен-

ные на улучшение текста диссертации, автор выражает М.В. Волкову. Автор

также благодарит Е.А. Перминова за полезные обсуждения и советы, и всех

участников семинара Л.Н. Шеврина за творческую и доброжелательную атмо-

сферу.
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РАЗДЕЛ 1

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ

В этом разделе собраны основные обозначения и необходимые теоретиче-

ские сведения из теории полугрупп и теории графов. § 1.1 посвящен некоторым

самым общим понятиям и конструкциям теории полугрупп. § 1.2 содержит

определения, касающиеся графов, гиперграфов и их эндоморфизмов. В § 1.3

различные типы эндоморфизмов графа проиллюстрированы на примере графа

произвольного отношения эквивалентности. Описаны полусильные, локально

сильные и квазисильные эндоморфизмы отношения эквивалентности, найдены

необходимые и достаточные условия, когда множество таких эндоморфизмов

образует полугруппу, и доказана регулярность этих полугрупп.

Результаты § 1.3 опубликованы в [61, 68]. В § 1.4 содержатся определения

сечения, трансверсали, а также описание H - и R-сечений конечной симметри-

ческой полугруппы.

1.1. Некоторые понятия теории полугрупп

Неопределенные понятия из пункта 1.1 и более подробные сведения читатель

может найти, например, в [4], [10].

Элементарные понятия. Бинарной операцией на множестве S называется

любое отображение множества всех упорядоченных пар из S×S в S. Полугруп-

пой называется система (S, ·), которая состоит из з непустого множества S и

ассоциативной операции ” · ”, то есть такой, что a · (b · c) = (a · b) · c для любых

a, b, c ∈ S. Пусть S далее — произвольная полугруппа.

Элемент e ∈ S называется единицей (нулём) если ea = ae = a (ea = ae = e)

для всех a ∈ S. Полугруппа с единицей называется моноидом.

Любую полугруппу S можна вложить в полугруппу с единицей (нулем),

присоединив к ней элемент 1 (0), и доопределив на множестве S = S ∪ {1}
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(S = S ∪ {0}) операцию 1 · 1 = 1 · x = x · 1 = x (0 · 0 = 0 · x = x · 0 = 0).

Через S1 (S0) обозначают полугруппу S, если она содержит 1 (0), или, в

противном случае, полугруппу S с присоединенной 1 (0).

Напомним, что моноид S называется регулярным, если для каждого его

элемента a существует такой элемент b, что a = aba (см., напр., [10]).

Полугруппы преобразований. Для любых непустых множествX,Y мно-

жество всех отображений из X в Y будем обозначать через Map (X, Y ). Если

α ∈ Map (X,Y ), то через im (α) будем обозначать область значений отображе-

ния α. Мощность | im (α)| называется рангом преобразования и обозначается

через rk (α). Образ элемента x ∈ X при отображении α будем обозначать че-

рез xα. Ядро α будем обозначать через kerα. Напомним, что kerα = {(a, b) ∈
X×X | aα = bα}. Если X ′ — произвольное непустое подмножество X, то через

α|X ′ будем обозначать ограничение отображения α на X ′.

Пусть X — произвольное непустое множество. Преобразованием множества

X называется всякое отображение этого множества в себя. Множество всех

преобразований множества X вместе с операцией x(αβ) = (xα)β для всякого

x ∈ X, образовует полугруппу. Эта полугруппа называется симметрической

полугрупппой и будет обозначаться через T (X) или Tn, если |X| = n. Мно-

жество всех взаимнооднозначных преобразований множества X (перестановок)

называется симметрической группой и обозначается S (X). Тождественное

преобразование множества X будет обозначаться idX , а для константного пре-

образования с одноэлементным образом {x}, x ∈ X, будем писать cx.

Отметим, что композиция отображений везде в работе осуществляется слева

направо.

Бинарные отношения. Под бинарным отношением на множестве X мы

понимаем подмножество ρ декартового произведения X × X. Если a, b — эле-

менты множества X и (a, b) ∈ ρ, то будем также писать a ρ b и говорить «a

находится в отношении ρ с b».

Если ρ и σ — отношения на X, то их композиция ρ ◦ σ определяется сле-

дующим образом: (a, b) ∈ ρ ◦ σ, если существует такой элемент x ∈ X, что
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(a, x) ∈ ρ и (x, b) ∈ σ. Бинарная операция «◦» ассоциативна, и, таким обра-

зом, множество всех бинарных отношений является полугруппой относительно

операции «◦».
Отношение ρ на множестве X называется эквивалентностью, если оно яв-

ляется рефлексивным, транзитивным и симметричным. Любое отношение экви-

валентности определяет разбиение множества на классы эквивалентности, кото-

рые не пересекаются. Множество таких классов называется фактор-множеством

и обозначается X/ρ. Через aρ обозначается класс эквивалентности множества

X по ρ, который содержит a ∈ X. Множество всех отношений эквивалентности

на X обозначим через Eq (X).

Через iX обозначается диагональное отношение на множестве X, а через wX

— универсальное отношение: iX = {(a, a) | a ∈ X}, wX = X × X. Бинарное

отношение называется тривиальным, если оно диагонально или универсально.

Отношения Грина. Левым (правым) идеалом [10] называется такое непу-

стое подмножество A из S, что SA ⊆ A (AS ⊆ A). Двусторонним идеалом, или

просто идеалом называется такое подмножество, которое является и правым, и

левым идеалом.

На любой полугруппе всегда можно определить пять отношений эквива-

лентности L ,R,H ,D ,J , так называемые отношения Грина. Два элемента

полугруппы S называются L -(R-)эквивалентными, если они порождают один

и тот же главный левый (правый) идеал в S и J -эквивалентными, если они по-

рождают один и тот же главный двусторонний идеал. Композиция отношений

эквивалентности L и R обозначается через D , а их пересечение — через H .

Описание отношений Грина на конечной симметрической полугруппе хоро-

шо известно (см., например, [10]): если α, β ∈ T (X) — произвольные преобра-

зования, то

α L β ⇔ im (α) = im (β);

αRβ ⇔ kerα = ker β;

αH β ⇔ im (α) = im (β) и kerα = ker β;

αDβ ⇔ | im (α)| = | im (β)|;
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D = J .

Сплетение моноида с малой категорией.

Говорят, что задана категория C [4], если задан класс ObC элементов,

которые называются объектами, и для каждой пары объектов (A,B) из C

задано множество MorC (A,B), которое называется множеством морфизмов A

в B. При этом

1. для любых двух морфизмов f ∈ MorC (A,B) и g ∈ MorC (B,C) опреде-

лена композиция морфизмов fg;

2. композиция морфизмов ассоциативна, то есть f(gh) = (fg)h для любых

f ∈ MorC (A,B), g ∈ MorC (B,C), h ∈ MorC (C,D);

3. для каждого объекта A из C существует тождественный морфизм idA ∈
MorC (A,A) такой, что idA f = f idA = f для любого f ∈ MorC (A,B);

4. множества морфизмов для разных пар объектов попарно не пересека-

ются.

Класс элементов отличается от множества тем, что класс не может быть эле-

ментом никакого другого класса, в частности множества. Категория называется

малой, если класс её объектов является множеством.

Теперь можем определить сплетение моноида с малой категорией (см., напр.,

[39, 40]). Пусть C — малая категория, R — произвольный моноид, действующий

справа на ObC . Обозначим MorC =
∪
A,B∈ObC MorC (A,B) и рассмотрим

W = {(r, f) | r ∈ R, f ∈ Map (ObC ,MorC ), Af ∈ MorC (A,Ar)} ,

где Ar — действие r на A. Определим произведение произвольных элементов

(r, f), (p, g) ∈ W по правилу

(r, f)(p, g) = (rp, fgr),

где A(fgr) = (Af)((Ar)g) для всех A ∈ ObC , и (Af)((Ar)g) является компози-

цией морфизмов в C .

Множество W с такой операцией умножения образовует моноид с единицей

(1, e), где e ∈ Map (ObC ,MorC ) такой, что Ae ∈ MorC (A,A) — тождественный

морфизм idA для любого объекта A из C .
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Моноид W называется сплетением моноида R с категорией C и обозна-

чается R wr C . Отметим, что приведенная тут нами конструкция является

двойственной к конструкции из [17], и использованной в [41], где произведение

элементов было определено по правилу:

(r, f)(p, g) = (rp, fpg),

в связи с тем, что порядок выполнения композиции отображений осуществлялся

в указанных работах справа на лево.

Пример 1.1.1. Рассмотрим для ясности умножение элементов сплетения

на примере. Пусть ObC = {X1 = {1, 2}, X2 = {3}}, а для любых A,B ∈ ObC

положим MorC (A,B) = Map (A,B). Симметрическая полугруппа

T (ObC ) = {idObC , cX1
, cX2

,
(
X1 X2
X2 X1

)
}

действует справа на множестве ObC . Рассмотрим сплетение T (ObC ) wr C и

элементы (cX1
, f), (cX2

, g) ∈ T (ObC ) wr C :

(cX1
, f) =

 cX1
,

 X1 X2

( 1 2
2 1 ) ( 32 )

  , (cX2
, g) =

 cX1
,

 X1 X2

( 1 2
2 1 ) ( 31 )

 
По определению (cX1

, f)(cX1
, g) = (cX1

cX1
, fgcX1

) = (cX1
, fgcX1

), где

fgcX1
— это произведение соответствующих морфизмов Af ∈ MorC (A,AcX1

),

AgcX1
∈ MorC (AcX1

, (AcX1
)cX1

) для любого A ∈ ObC :

X1(fgcX1
) = (X1f)((X1cX1

)g) = ( 1 2
2 1 ) (

1 2
2 1 ) = ( 1 2

1 2 ) ,

X2(fgcX2
) = (X2f)((X2cX2

)g) = ( 32 ) (
1 2
2 1 ) = ( 31 ) .

Таким образом, (cX1
, f)(cX1

, g) = (cX1
cX1

, fgcX1
) =

 cX1
,

 X1 X2

( 1 2
1 2 ) ( 31 )

  .

1.2. Графы, гиперграфы и их эндоморфизмы.

Термины и понятия этого пункта соответствуют [6], [40].
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Пусть V — произвольное множество, E — некоторая множество неупорядо-

ченных пар различных элементов из V . Пара G = (V,E) называется неориен-

тированным графом [18] с множеством вершин V и множеством рёбер E. Мно-

жество вершин и рёбер графа G будем обозначать также через V (G) и E(G)

соответственно. Для краткости также будем часто писать G для множества вер-

шин графа G. Под графом с петлями будем понимать граф с ребрами, которые

соединяют вершины сами с собой. Если пара вершин соединяется несколькими

ребрами одного направления, то ребра называют кратными. Везде далее под

«графом» будем понимать неориентированный граф с петлями и без кратных

рёбер, если не будет сказано иное.

Две вершины x и y графа G называются смежными, если множество {x, y}
является ребром этого графа. Если e = {x, y}, то говорят, что x и e (y и e)

инцидентны. Окрестностью N(x) вершины x ∈ G называется множество всех

вершин графа G, смежных с вершиной x.

Эндоморфизмом графа G называется отображение f : G→ G для которого

из того, что {x, y} ∈ E следует {xf, yf} ∈ E для любых x, y ∈ V . Если f

биективно и f−1 тоже эндомоморфизм, то f называется изоморфизмом.

Эндоморфизм f : G → G называется сильным эндоморфизмом, если из

того, что {xf, yf} ∈ E следует {x, y} ∈ E для любых x, y ∈ V . Группа всех

автоморфизмов графа G обозначается AutG, а моноид его сильных эндомор-

физмов — через SEndG. Сильные эндоморфизмы изучались в [13, 14, 41].

Сейчас мы увидим, что в зависимости от степени накладываемых условий на

эндоморфизмы, в литературе также встречаются и другие, «промежуточные»,

типы эндоморфизмов (см. [40]).

Эндоморфизм f ∈ EndG называется полусильным эндоморфизмом, если

для любых x, y ∈ E из условия (xf, yf) ∈ E следует, что существуют прообразы

x′, y′ ∈ V , т. е. xf = x′f , yf = y′f такие, что (x′, y′) ∈ E. Множество всех

полусильных эндоморфизмов графа G обозначается HEndG.

Эндоморфизм f ∈ EndG называется локально сильным эндоморфизмом,

если для любых x, y ∈ V из условия (xf, yf) ∈ E следует, что для каждого про-
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образа x′ ∈ V элемента xf существует такой прообраз y′ ∈ V элемента yf , что

(x′, y′) ∈ E, и аналогичное утверждение справедливо для каждого прообраза

yf . Множество всех локально сильных эндоморфизмов G обозначается LEndG.

Эндоморфизм f ∈ EndG называется квазисильным эндоморфизмом, если

для любых x, y ∈ V из условия (xf, yf) ∈ E следует, что существует такой

прообраз x′ ∈ V элемента xf , что для любого прообраза y′ ∈ V элемента yf

выполняется (x′, y′) ∈ E, и аналогичное утверждение справедливо для каждо-

го прообраза yf . Множество всех квазисильных эндоморфизмов реляционной

системы G обозначается QEndG.

Таким образом, для графа G имеем цепочку включений

EndG ⊇ HEndG ⊇ LEndG ⊇ QEndG ⊇ SEndG ⊇ AutG.

Пусть (X, iX), (X,wX) обозначают графы, соответственно, тождественного и

универсального отношения на множестве X. Очевидно,

T (X) = End (X, iX) = HEnd (X, iX) = LEnd (X, iX) ⊇

⊇ QEnd (X, iX) = SEnd (X, iX) = Aut (X, iX) = S (X),

T (X) = End (X,wX) = HEnd (X,wX) = LEnd (X,wX) =

= QEnd (X,wX) = SEnd (X,wX) ⊇ Aut (X,wX) = S (X).

Гиперграфы. Пусть V — произвольное непустое множество, E — семей-

ство непустых (необязательно разных) подмножеств из V . Пара (V, E) называ-

ется гиперграфом [6, 8] с множеством вершин V и множеством рёбер E . Через

H будем обозначать произвольный гиперграф (V, E). Множество вершин и мно-

жество рёбер гиперграфа H будем обозначать также через V (H) и E(H), соот-

ветственно. Для краткости также будем часто писать H для множества вершин

гиперграфа H. Равные подмножества в E называются кратными ребрами. Если

вершина x ∈ V принадлежит ребру e ∈ E , говорят, что они инцидентны. Чис-

ло вершин, инцидентных данному ребру e ∈ E называется степенью ребра e и

обозначается |e|. Максимальная степень ребра в гиперграфе называется рангом
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гиперграфа. Степень ρ(v) вершины v ∈ V — это число рёбер, инцидентных

вершине v.

Пример 1.2.1. Пусть V (H) = {1, 2, 3, 4, 5}, E(H) = {e1 = {1, 2, 4}, e1 =

{4, 5}, e3 = {3}}. Нетрудно видеть, что например, |e2| = 2, |e3| = 3, а ρ(4) = 2,

ρ(3) = 1.

Пусть H = (V, E) — произвольный гиперграф, n — целое неотрицательное

число. Если в гиперграфе H нет кратных рёбер и степень любого ребра e равна

n, то гиперграф H называется n-однородным гиперграфом [6]. Обозначим через

Cn класс всех n-однородных гиперграфов.

Под окрестностью N (x) вершины x гиперграфа H ∈ Cn, n > 2, будем

понимать семейство таких подмножеств A ⊆ V , что

|A| = n− 1 & A ∪ {x} ∈ E .

Преобразование φ : V → V множества вершин гиперграфа H ∈ Cn назы-

вается эндоморфизмом гиперграфа [15], если для любого A ⊆ V из того, что

A ∈ E следует Aφ ∈ E .

Множество всех эндоморфизмов гиперграфа H образует моноид относи-

тельно композиции преобразований и обозначается через EndH. Везде далее

композиция отображений осуществляется слева направо.

Эндоморфизм φ : V → V гиперграфа H ∈ Cn называется сильным эндо-

морфизмом гиперграфа, если для любого A ⊆ V, |A| = n, из того, что Aφ ∈ E
следует A ∈ E .

Через SEndH обозначим множество всех сильных эндоморфизмов гирпе-

графа H. Понятно, что SEndH является подмоноидом моноида EndH.

Если ранг гиперграфа H равен 2, то определение эндоморфизма (сильного

эндоморфизма) n-однородного гиперграфа совпадает с определением эндомор-

физма (сильного эндоморфизма [41]) неориентированного графа. Однако, если

множество рёбер гиперграфа задано только лишь одноэлементными подмноже-

ствами, то при рассмотрении сильных эндоморфизмов этого гиперграфа сле-

дует вносить ясность, что представляет собой этот гиперграф — 1-однородный
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гиперграф, или обычный граф с петлями. Потому как в этом случае опреде-

ления сильного эндоморфизма для неориентированного графа (O1) и сильного

эндоморфизма для n-однородного гиперграфа (O2) неэквивалентны. Так, на-

пример, любое константное преобразование полного 1-однородного гиперграфа

будет сильным эндоморфизмом согласно (O2), но не будет сильным согласно

(O1). Очевидно, что по определению (O1) константное преобразование будет

сильным эндоморфизмом графа G тогда и только тогда, когда G либо вполне

несвязный граф (граф без рёбер), либо полный граф с петлями (каждая пара

вершин соединена ребром).

1.3. Эндоморфизмы отношений эквивалентности

В [29] поставлен вопрос, при каких условиях множество всех полусильных

(локально сильных, квазисильных) эндоморфизмов неориентированного графа

будет полугруппой. В [24], например, показано, что множество всех локально

сильных эндоморфизмов неориентированной цепи образует моноид, только если

длина цепи l — простое число или равное 4, для ориентированной цепи — также

при l = 8. Рассмотрим ситуацию, когда граф представляет некоторое отношение

эквивалентности. Граф отношения эквивалентности α ∈ Eq (X) на множестве

X будем обозначать (X,α).

Утверждение 1.3.1. Имеют место следующие утверждения:

(i) преобразование f ∈ T (X) является эндоморфизмом отношения α ∈
Eq (X) тогда и только тогда, когда для любого A ∈ X/α существует

B ∈ X/α такое, что Af ⊆ B (см. [22]);

(ii) эндоморфизм f ∈ End (X,α) отношения α ∈ Eq (X) является полу-

сильным тогда и только тогда, когда для любого B ∈ X/α такого,

что B ∩ im (f) ̸= ∅, и любых a, b ∈ B ∩ im (f) существует A ∈ X/α

такой, что a, b ∈ Af ;

(iii) эндоморфизм f ∈ End (X,α) отношения α ∈ Eq (X) является локаль-

но сильным эндоморфизмом тогда и только тогда, когда для любых
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A,B,C ∈ X/α из того, что Af ⊆ C и Bf ⊆ C следует Af = Bf ;

(iv) для всякого α ∈ Eq (X) справедливо QEnd (X,α) = SEnd (X,α).

Доказательство. (ii) (⇒) Пусть f – полусильный эндоморфизм отноше-

ния эквивалентности α, B ∈ X/α, B ∩ im (f) ̸= ∅. Предположим, что a, b ∈
B∩ im (f), следовательно, (a, b) ∈ α. Так как f ∈ HEnd (X,α), то среди множе-

ства прообразов af−1, bf−1 найдутся такие элементы a′ и b′ соответственно, что

(a′, b′) ∈ α, то есть a′, b′ ∈ C для некоторого C ∈ X/α. Следовательно, a′f = a,

b′f = b ∈ Cf .

(⇐) Пусть f ∈ End (X,α) – произвольный эндоморфизм, (a′, b′) ∈ α для

некоторых a′, b′ ∈ im (f). Тогда a′, b′ ∈ B ∩ im (f) для некоторого B ∈ X/α и по

условию леммы в X/α существует такой класс эквивалентности A, что a′, b′ ∈
Af . Следовательно, существуют прообразы a ∈ a′f−1, b ∈ b′f−1, для которых

(a, b) ∈ α: в самом деле, для любой пары (x, y) из (a′f−1 ∩ A) × (b′f−1 ∩ A),

очевидно, (x, y) ∈ α. Таким образом, f ∈ HEnd (X,α).

(iii) (⇒) Пусть f ∈ LEnd (X,α) и выполняются включения Af ⊆ C, Bf ⊆ C

для некоторых A,B,C ∈ X/α. Предположим, что Af ̸= Bf , тогда A ̸= B. Не

нарушая общности рассуждений, можем считать, что y /∈ Af , y ∈ Bf для

некоторого y ∈ C. Для любого x ∈ Af , очевидно, (x, y) ∈ α, но для прообраза

x′ ∈ xf−1 ∩ A не существует такого прообраза y′ элемента y, что (x′, y′) ∈ α, а

это противоречит условию f ∈ LEnd (X,α).

(⇐) Пусть f ∈ End (X,α) – произвольный эндоморфизм и включения Af ⊆
C, Bf ⊆ C для любых A,B,C ∈ X/α влекут Af = Bf . Тогда для любых

x, y ∈ C ∩ im (f) из условия (x, y) ∈ α следует, что для каждого прообраза

x′ ∈ xf−1 существует y′ ∈ yf−1 ∩ (x′)α такой, что (x′, y′) ∈ α. Аналогичное

утверждение справедливо для каждого прообраза yf−1. Таким образом, f –

локально сильный эндоморфизм отношения α ∈ Eq (X).

(iv) Очевидно, достаточно доказать включение

QEnd (X,α) ⊆ SEnd (X,α).

Пусть f ∈ QEnd (X,α). Отметим, что так как f – квазисильный, то для любого
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c ∈ im (f) в cf−1 существует прообраз c′, α-эквивалентный любому другому

прообразу элемента c. Следовательно, все прообразы любого фиксированного

элемента находятся в одном и том же классе эквивалентности, то есть несколько

классов не могут одновременно отображаться в c.

Пусть a, b ∈ im (f) и (a, b) ∈ α. По определению в af−1 cуществует такой

элемент x, что (x, y) ∈ α для любого y ∈ bf−1. Так как af−1 ⊆ xα, последнее

равносильно условию: для любых x ∈ af−1 и y ∈ bf−1 выполняется (x, y) ∈ α.

Таким образом, f – сильный эндоморфизм.

Напомним, что моноид сильных эндоморфизмов произвольного неориенти-

рованного графа описан в [41] (теорема 2.1.2 этой диссертации). В частности,

нетрудно видеть из этой теоремы, что для отношения эквивалентности α мо-

ноид SEnd (X,α) изоморфен сплетению симметрической группы с подходящей

малой категорией. Таким образом, множество QEnd (X,α) является полугруп-

пой для любого отношения эквивалентности. Можно ли сказать то же самое

для множеств полусильных и локально сильных эндоморфизмов произволь-

ного отношения эквивалентности? Нетрудно убедиться, что если |X| 6 2, то

End (X,α) = HEnd (X,α) = LEnd (X,α). Однако в общем случае ответ отри-

цательный.

Действительно, пусть, например, X = {1, 2, 3, 4}, α = {1, 2}2 ∪ {3}2 ∪
{4}2. Тогда по утверждению 1.3.1, (ii) имеем f = ( 1 2 3 4

1 1 3 4 ) , g = ( 1 2 3 4
1 2 1 2 ) ∈

∈ HEnd (X,α), однако произведение fg = ( 1 2 3 4
1 1 1 2 ) /∈ HEnd (X,α). Множество

всех полусильных эндоморфизмов отношения эквивалентности в общем случае

не является полугруппой.

Пусть теперь на X задана эквивалентность α = {1, 2}2 ∪ {3, 4}2. Эндомор-

физмы f = ( 1 2 3 4
1 1 3 4 ) , g = ( 1 2 3 4

1 2 1 2 ) удовлетворяют пункту (iii) утвеждения 1.3.1,

а их произведение fg = ( 1 2 3 4
1 1 1 2 ) не является локально сильным эндоморфиз-

мом.

Как показывают следующие два утверждения множества HEnd (X,α) и

LEnd (X,α) в общем случае почти никогда не образовуют полугруппу.

Утверждение 1.3.2. Пусть |X| > 2, α ∈ Eq (X). Множество HEnd (X,α)
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всех полусильных эндоморфизмов отношения эквивалентности α является

полугруппой тогда и только тогда, когда α – тривиальное отношение экви-

валентности.

Доказательство. Пусть HEnd (X,α) – полугруппа, α – нетривиальное от-

ношение эквивалентности на X. Тогда в фактор-множестве X/α найдется класс

с мощностью > 1, обозначим его через A. Пусть B ∈ X/α – произвольный фик-

сированный класс, а δ : X/α → X – отображение, которое ставит в соответ-

ствие каждому классу произвольный фиксированный элемент из этого класса.

Обозначим через y элемент из A, отличный от Aδ. Рассмотрим следующие по-

лусильные эндоморфизмы f и g:

xf = Cδ, если x ∈ C, C ∈ X/α,

xg =


x, если x ∈ A,

y, если x ∈ B,

xαδ, в остальных случаях.

Нетрудно видеть, что fg =
(
A B C D ...
Aδ y Cδ Dδ ...

)
. Таким образом, для класса A и

элементов Aδ, y ∈ A ∩ im (fg) не выполняется (ii) утверждения 1.3.1. Следова-

тельно, fg /∈ HEnd (X,α), что противоречит начальному предположению.

C другой стороны, если α – тривиально, то, как было отмечено в начале

этого параграфа, HEnd (X,α) = T (X).

Утверждение 1.3.3. Множество LEnd (X,α) всех локально сильных эн-

доморфизмов отношения эквивалентности α на множестве X ̸= ∅ являет-

ся полугруппой тогда и только тогда, когда α = wA ∪iX\A для некоторого

A ⊆ X.

Доказательство. (⇒) Пусть LEnd (X,α) – полугруппа. Если |X| < 4, то

α такое, как указано в условии данного утверждения. Пусть |X| > 4 и α ∈
Eq (X) такое, что α ̸= wA ∪iX\A для любого A ⊆ X. Тогда фактор-множество

X/α содержит хотя бы два класса эквивалентности A,B с мощностью > 2.

Пусть a, a′ ∈ A, a ̸= a′, b ∈ B. Рассмотрим следующие локально сильные
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эндоморфизмы:

xϕ =


a, если x ∈ A,

b, если x ∈ B,

x, в остальных случаях.

xψ =


a, если x = a или x ∈ B, x ̸= b,

a′, если x = b или x ∈ A, x ̸= a,

x, в остальных случаях.

Для любого x ∈ X имеем

x(ϕψ) =


a, если x ∈ A,

a′, если x ∈ B,

x, в остальных случаях.

Следовательно, ϕψ /∈ LEnd (X,α), что противоречит исходному предположе-

нию.

(⇐) Пусть α = wA ∪iX\A для некоторого A ⊆ X. Если |A| 6 1 или A = X,

то α = iX или α = wX и, следовательно, LEnd (X,α) = T (X) – полугруппа.

Пусть |A| > 2. Учитывая, что X/α содержит единственный класс эквивалент-

ности неединичной мощности, согласно (iii) утверждения 1.3.1, все элементы из

LEnd (X,α) представляют собой объединение трех попарно непересекающихся

множеств:

Φ1 = {ϕ ∈ T (X)| ϕ|A ∈ T (A), ϕ|A /∈ I(A), ϕ|X\A ∈ T (X\A)},

Φ2 = {ϕ ∈ T (X)| ϕ|A ∈ I(A), im (ϕ) ⊆ X\A},

Φ3 =
∪
a∈A

Φ(a),

Φ(a) = {ϕ ∈ T (X)| ϕ|A ∈ I(A), a ∈ im (ϕ), im (ϕ) ⊆ (X\A) ∪ {a}}.

Нетрудно видеть, что Φ1∪Φ2∪Φ3 замкнуто по умножению. Таким образом,

множество LEnd (X,α) образует подполугруппу T (X).

Отметим, что еслиX – конечно, |A| 6 1 илиA = X, очевидно |LEnd (X,α)| =
|X||X|.

Как известно ([12], c. 210), число всех сюръективных отображений sur nm

из m-элементного множества в n-элементное множество равно n!S(m,n), где

S(m,n) – число Стирлинга второго рода.
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Следствие 1.3.1. Пусть X – конечное множество, α = wA ∪iX\A для

некоторого A ⊂ X, |A| > 2. Тогда

|LEnd (X,α)| = (kk − k)ll + ll+1 + k
l+1∑
m=1

Cm−1
l sur m(l+1),

где k – мощность множества A, l – мощность множества X\A.

Доказательство. Пусть A ⊆ X – произвольное непустое подмножество.

Через I(A) будем обозначать множество всех константных отображений

νt : A→ X : a 7→ t, t ∈ X.

Нетрудно видеть, что |Φ1| = (kk − k)ll, |Φ2| = ll+1. Так как для произвольно-

го преобразования из φ ∈ Φ(a) ранга m, m 6 l + 1 справедливо φ|A ∈ I(A),

то Φ(a) равномощно множеству всех сюръективных преобразований из l + 1-

элементного множества в m-элементное. Причем поскольку элемент a опреде-

лен и фиксирован, то остальные m− 1 элементов можно выбрать Cm−1
l спосо-

бами. Таким образом,

|Φ(a)| = sur 1l+1 + C1
l sur 2

l+1 + C2
l sur 3

l+1 + . . .

. . .+ C l−1
l sur ll+1 + sur (l + 1)l+1 =

l+1∑
m=1

Cm−1
l sur m(l+1),

и, следовательно, |Φ3| = k|Φ(a)| = k
l+1∑
m=1

Cm−1
l sur m(l+1). Поскольку Φ1 ∩ Φ2 ∩

Φ3 = ∅, получаем искомую формулу.

Регулярность полугрупп эндоморфизмов отношения эквивалент-

ности. Хорошо известно, что полугруппа T (X) регулярна, однако не каждая

подполугруппа этой полугруппы регулярна. Естественно возникает вопрос ис-

следование регулярности различных ее подполугрупп.

Условия регулярности полугрупп эндоморфизмов упорядоченного и квази-

упорядоченного множеств исследованы в [11], а для конечных и счетных цепей

в [2], [9]. Классы двудольных и рефлексивных графов, у которых моноид эндо-

морфизмов регулярен (далее End-регулярные графы) выделены в [23, 33, 56]. В
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[45] рассматриваются бесконечное семейство End-регулярных графов, а также

способ построения других нетривиальных End-регулярных графов на основе

уже имеющегося с таким свойством. В [34], [37] исследуются End-регулярные

графы, полученные при помощи сплетения и объединения графов с различны-

ми ограничениями (например, сплетения End-регулярных и SEnd-регулярных

графов).

Целый ряд работ китайских математиков посвящен изучению отношений

Грина и регулярных элементов разных полугрупп и подполугрупп эндомор-

физмов графов эквивалентностей: эндоморфизмы изучались в [49, 46]; сильные

эндоморфизмы в [30], изоморфизмы в [31, 32].

Следствие 1.3.2. Пусть X — конечное множество. Полугруппы

HEnd (X,α), LEnd (X,α), QEnd (X,α) регулярны.

Доказательство. Поскольку множество HEnd (X,α) является полугруппой

только если α ∈ Eq (X) тривиально, а в таком случае HEnd (X,α) = T (X), то

полугруппа HEnd (X,α) регулярна.

Рассмотрим полугруппу LEnd (X,α). По утверждению 1.3.3 α = wA ∪iX\A,

A ⊆ X. Если |A| 6 1 или A = X, то LEnd (X,α) = T (X), следовательно

LEnd (X,α) регулярна. Пусть φ ∈ LEnd (X,α) – произвольный локально силь-

ный эндоморфизм. Построим такой ψ ∈ LEnd (X,α), для которого φ = φψφ.

Рассмотрим возможные случаи.

Если φ ∈ Φ1, то определим преобразование ψ множества X следующим

образом:

xψ =

 y, y ∈ xϕ−1, если x ∈ im (ϕ),

x, в остальных случаях.

Нетрудно видеть, что ψ|A ∈ T (A), ψ|X\A ∈ T (X\A) и φ = φψφ. Поскольку

ранг φ|A всегда > 2, имеем ψ|A /∈ I(A). Таким образом, ψ ∈ Φ1.

Пусть φ ∈ Φ2, b ∈ X\A – произвольный фиксированный элемент. Положим

xψ =


y, y ∈ xϕ−1, если x ∈ im (ϕ),

b, если x ∈ A,

x в остальных случаях.
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Тогда ψ ∈ Φ2 ∪ Φ3 и φ = φψφ.

Пусть φ ∈ Φ(a) ⊆ Φ3, a ∈ A. Определим ψ так, что

xψ =


y, y ∈ xϕ−1, если x ∈ im (ϕ),

aψ, если x ∈ A\{a},
x в остальных случаях.

В этом случае ψ ∈ Φ2 ∪ Φ3 и φ = φψφ.

Как известно, если X – конечное множество, то моноид SEnd (X,α) регуля-

рен (см., напр., [41]). Таким образом, для любой эквивалентности α ∈ Eq (X),

где X – конечное множество, полугруппа QEnd (X,α) является регулярной.

1.4. H -, и R-cечения конечной симметрической полугруппы

В литературе часто встречается родственное к понятию «сечение» понятие

«трансверсаль» («inverse transversal» [25], «semilatice transversal» [50]). Мы бу-

дем придерживаться определений, принятых в [27]. Там же читатель может

найти дополнительную информацию о строении известных сечений конечной

симметрической полугруппы.

Если D = {Yi | i ∈ I} — совокупность некоторых подмножеств данного мно-

жества X, то трансверсалью семейства D называется множество всех пред-

ставителей, взятых в точности по одному из каждого подмножества Yi, i ∈ I.

Пусть S — некоторая полугруппа и ρ — эквивалентность на ней. Подполугруп-

па полугруппы S называется ρ-сечением S [27], если она содержит в точности

по одному представителю из каждого класса эквивалентности.

Для конечной симметрической полугруппы Tn описаны H -, и R-сечения

[52]. Для полноты покажем, как устроены H -, и R-сечения полугруппы Tn.

Так, для H -сечений конечной симметрической полугруппы имеем

Теорема 1.4.1. [52] Справедливы следующие утверждения:

(i) если T1, то существует единственное H -сечение H = T1;

(ii) если T2, то существует единственное H -сечение

H =
{
i{1,2}, c1, c2

}
;
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(iii) для n > 2 полугруппа Tn не имеет H -сечений.

Пусть N = {1, 2, . . . , n}. Зафиксируем линейный порядок на N :

N = {u1 ≺ u2 ≺ . . . ≺ un}.

Для непустого множества A ⊂ N обозначим через min (A,≺) минимальный

элемент A относительно порядка ≺. Если A,B не пересекаются, будем говорить,

что A ≺ B, если min (A,≺) ≺ min (B,≺). Пусть R(≺) обозначает множество

всех элементов Tn, вида A1 A2 . . . Ak

u1 u2 . . . uk

 ,

где A1 ≺ A2 ≺ . . . ≺ Ak. Имеет место

Теорема 1.4.2. [52] Справедливы следующие утверждения:

(i) для любого линейного порядка ≺ на N множестве R(≺) является R-

сечением полугруппы Tn;

(ii) для двух линейных порядков ≺1 и ≺2 на множестве N равенство

R(≺1) = R(≺2) выполняется тогда и только тогда, когда ≺1=≺2;

(iii) всякое R-сечение полугруппы Tn имеет вид R(≺) для некоторого ли-

нейного порядка ≺ на N .
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РАЗДЕЛ 2

ТОЧНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ МОНОИДОВ СИЛЬНЫХ

ЭНДОМОРФИЗМОВ ГИПЕРГРАФОВ

В этом разделе найдены точные представления моноидов сильных эндомор-

физмов бесконечных графов, а также конечных и бесконечных n-однородных

гиперграфов. Для n-однородных гиперграфов исследуется свойство регулярно-

сти рассматриваемых моноидов. Мы также коснемся вопроса определяемости

гиперграфов своими моноидами сильных эндоморфизмов.

Результаты этого раздела, касающиеся конечных n-однородных гипергра-

фов опубликованы в работах [60, 71], бесконечных графов и n-однородных ги-

перграфов в [58, 70], произвольных графов и n-однородных гиперграфов в [65].

2.1. Сильные эндоморфизмы бесконечных графов

В настоящем пункте мы определим один класс бесконечных графов, моноид

всех сильных эндоморфизмов которых изоморфен сплетению моноида преобра-

зований и некоторой малой категории. Будет также показано, что аналогичный

результат справедлив для некоторого подмоноида моноида сильных эндомор-

физмов произвольного бесконечного графа.

2.1.1. Об одном классе бесконечных графов. Пусть G = (V,E) —

произвольный граф. Напомним, что окрестностью N(x) вершины x ∈ V назы-

вается множество всех вершин графа G, смежных с вершиной x. На множестве

вершин графа V определим отношение эквивалентности ν по правилу

x ν y ⇔ N(x) = N(y).

Каноническим сильным фактор-графом G/ν [41] называется граф, множество

вершин которого — фактор-множество V/ν, а множество {aν, bν} является реб-
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ром тогда и только тогда, когда {a, b} ∈ E(G).

Пусть G — класс всех бесконечных графов G, для которых при любом φ ∈
SEndG выполняется условие:

∀ xν ∈ V (G)/ν ∃ yν ∈ V (G)/ν : xνφ ⊆ yν. (2.1)

Определенный таким образом класс G непуст. Рассмотрим, например, бес-

конечный граф изображенный на рис. 2.1:

G

Рис. 2.1. Граф G1 из класса G.

Пусть k ∈ V (G1) — фиксированное число. Тогда преобразование

xφk = x+ k − 1

задает сильный эндоморфизм графаG1. Более того, все сильные эндоморфизмы

графа G1 исчерпываются сильными эндоморфизмами вида φk, k ∈ V (G1).

Понятно, что тождественное преобразование является сильным эндомор-

физмом, который можно представить как φ1.

Пусть φ ∈ SEndG1 и a, b ∈ V (G1) такие, что aφ = b. Если a = b = 1, то

φ = φ1.

Если b = 1, а элемент a ̸= 1, то (a − 1)φ = 2 = (a + 1)φ. Тогда, поскольку

{a+1, a+2} ∈ E(G1), то {a+1, a+2}φ = {(a− 1)φ, (a+2)φ} ∈ E(G1), откуда

{a− 1, a+ 2} ∈ E(G1) и мы приходим к противоречию.

Пусть b ̸= 1 (a — произвольный), тогда (a + 1)φ может быть равным либо

b + 1, либо b − 1. Предположим сначала, что (a + 1)φ = b − 1. В случае, если

(a + 2)φ = b, получаем, что (a + 3)φ равно b − 1 или b + 1. В каждом из этих

случаев имеем тогда {a, a+3} ∈ E(G1), поскольку φ — сильный эндоморфизм.

Следовательно, (a + 2)φ = b − 2. Аналогично рассуждая можно показать,что

вся последовательность образов aφ, (a+1)φ, (a+2)φ, . . . , (a+ b− 1)φ убывает.
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Тогда (a + b − 1)φ = 1, где a + b − 1 ̸= 1 и, как было показано выше, в этом

случае получаем противоречие. Следовательно, (a+ 1)φ = b+ 1.

Рассуждая также, получаем (a + 2)φ = b + 2, (a + 3)φ = b + 3 и т.д. Тогда

если a = 1, то единственным образом получаем

1φ = b, 2φ = b+ 1, 3φ = b+ 2, . . . , nφ = b+ n− 1, . . .

и, следовательно, φ = φb.

Кроме того, поскольку все классы эквивалентности по отношению ν одно-

элементны, то для всякого класса xν ∈ V (G1/ν) имеем

xνφk = {xφk} = {x+ k − 1} = (x+ k − 1)ν,

т. е. выполняется условие (2.1). Таким образом, G1 ∈ G.

Заметим, что класс G не совпадает с классом всех бесконечных графов.

Например, граф G2, изображенный на рис. 2.2, не принадлежит классу G.

G

Рис. 2.2. Граф G2, не принадлежащий классу G.

Действительно, пусть преобразование γ графа G2 такое, как показано на

рисунке. Нетрудно убедиться, что γ — сильный эндоморфизм, при этом в точ-

ности две вершины этого графа ν-экивалентны и образуют единственный двух-

элементный класс 1ν = {1, 3} в каноническом сильном фактор-графе G2/ν.

Однако 1γ = 5 ∈ 5ν, а 3γ = 7 ∈ 7ν, следовательно, для класса 1ν условие (2.1)

не выполняется.

2.1.2. Сильные эндоморфизмы бесконечных графов выделенного

класса. Обозначим через SMonG полугрупппу всех сильных инъективных
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эндоморфизмов графа G. Элементы из SMonG будем называть сильными мо-

номорфизмами. Понятно, что если граф G конечный, то SMonG = AutG.

Лемма 2.1.1. Пусть G — произвольный граф класса G. Преобразование

φ графа G будет его сильным эндоморфизмом тогда и только тогда, когда

преобразование

φ∗ : G/ν → G/ν : xν 7→ (xφ)ν

является сильным мономорфизмом фактор-графа G/ν.

Доказательство. Пусть φ ∈ SEndG, тогда φ отображает элементы из раз-

ных классов эквивалентности ν в элементы разных классов. Действительно,

если x, y ∈ V (G) такие, что xν ̸= yν , то не нарушая общности рассуждений

можно предположить, что существует вершина a ∈ N(x), которая не принад-

лежит N(y). Тогда {x, a}φ = {xφ, aφ} ∈ E(G), и {y, a}φ = {yφ, aφ} /∈ E(G),

следовательно, (xφ)ν ̸= (yφ)ν. Таким образом, φ∗ инъективно.

Пусть x, y ∈ V (G). Тогда

{xν, yν} ∈ E(G/ν) ⇔ {x, y} ∈ E(G) ⇔ {xφ, yφ} ∈ E(G) ⇔

⇔ {(xφ)ν, (yφ)ν} = {xν, yν}φ∗ ∈ E(G/ν).

Таким образом, φ∗ — сильный мономорфизм графа G/ν.

Пусть теперь преобразование φ графа G такое, что φ∗ ∈ SMonG/ν. Тогда

для любых x, y ∈ V (G)

{x, y} ∈ E(G) ⇔ {xν, yν} ∈ E(G/ν) ⇔ {xν, yν}φ∗ =

= {(xφ)ν, (yφ)ν} ∈ E(G/ν) ⇔ {xφ, yφ} ∈ E(G).

Утверждение 2.1.1. Для каждого графа G класса G справедливо

SEndG/ν = SMonG/ν.

Доказательство. Пусть π ∈ SEndG/ν. Зафиксируем в каждом классе A ∈
V (G)/ν по представителю Â и определим на множестве V (G) преобразование
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π̂, полагая aπ̂ = âνπ для всех a ∈ V (G). Для любых не ν-эквивалентных x, y ∈
V (G)

{x, y} ∈ E(G) ⇔ {xν, yν} ∈ E(G/ν) ⇔ {xνπ, yνπ} ∈ E(G/ν) ⇔

⇔ {x̂νπ, ŷνπ} = {x, y}π̂ ∈ E(G).

Если же xνy, то

{x, y} ∈ E(G) ⇔ {xν} ∈ E(G/ν) ⇔ {xνπ} ∈ E(G/ν) ⇔

⇔ {x̂νπ} = {x, y}π̂ ∈ E(G).

Таким образом, π̂ ∈ SEndG. Из построения π̂ видно, что π̂∗ = π, следова-

тельно, согласно Лемме 2.1.1 π ∈ SMonG/ν.

Определение 2.1.1. Обобщенным лексикографическим произведением

U [(Yu)u∈U ] графа G и графов (Yu)u∈U называется такой граф, у которого

V (U [(Yu)u∈U ]) = {(u, yu)|u ∈ U, yu ∈ Yu},

а {(u, yu), (v, y′v)} является ребром U [(Yu)u∈U ] тогда и только тогда, когда

{u, v} ∈ E(U) или u = v и {yu, y′u} ∈ E(Yu).

Вполне несвязный граф, т. е. граф без рёбер называется 0-графом.

Предложение 2.1.1. [41] Пусть G — произвольный неориентированный

граф без кратных рёбер, U = G/ν — его канонический сильный фактор-граф,

Yu, u ∈ U — 0-графы такие, что |Yu| = |u| для всех u ∈ U . Тогда

G ∼= U [(Yu)u∈U ].

Далее будем отождествлять вершины графа G и соответствующие им эле-

менты из обобщенного лексикографического произведения U [(Yu)u∈U ]. Пусть

G = U [(Yu)u∈U ] — произвольный граф класса G. Определим малую катего-

рию KG, полагая ObKG = {Yu | u ∈ U}, и обозначая для любых двух объектов

Yu, Yv ∈ ObKG через MorK(Yu, Yv) множество всех отображений из Yu в Yv.

Тогда

MorKG =
∪
u,v∈U

MorKG
(Yu, Yv)
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и моноид SMonU естественно действует справа на ObKG:

Yuα = Yuα, α ∈ SMonU.

Таким образом, получаем сплетение SMonU wr KG моноида SMonU и ма-

лой категории KG.

Пусть (α, f) ∈ SMonU wr KG, где α ∈ SMonU , f ∈ Map (ObKG,MorKG).

Тогда Yuf ∈ Map(Yu, Yuα) для всех Yu ∈ ObKG. Через fu будем обозначать Yuf ,

где yufu ∈ Yuα для всех yu ∈ Yu. Одним из основных результатов этой работы

является

Теорема 2.1.1. Пусть G = U [(Yu)u∈U ] — произвольный граф класса G,

KG — малая категория, определенная ранее. Тогда

SEndG ∼= SMonU wr KG.

Доказательство. Пусть G ∈ G — произвольный граф, ζ ∈ SEndG. По

Лемме 2.1.1 преобразование ζ∗ ∈ SMonU . Определим отображение

p : ObKG → MorKG : Yu 7→ pu,

где для каждого u ∈ U имеем

pu : Yu → Yuζ∗ : yu 7→ yv, если (u, yu)ζ = (v, yv).

Таким образом, (u, yu)ζ = (uζ∗, yupu), и корректно заданным будет отображе-

ние:

ξ : SEndG→ SMonU wr KG : ζ 7→ (ζ∗, p).

Пусть φ, ψ ∈ SEndG и φξ = (φ∗, g), ψξ = (ψ∗, h), (φψ)ξ =
(
(φψ)∗, f). Тогда

(u(φψ)∗, yufu) = (u, yu)(φψ) =
(
(u, yu)φ)ψ = (uφ∗, yugu)ψ =

=
(
(uφ∗)ψ∗, (yugu)huφ∗) =

(
u(φ∗ψ∗), yu(guhuφ∗)).

Следовательно,

u(φψ)∗ = u(φ∗ψ∗), yufu = yu(guhuφ∗).
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Итак,

(φψ)ξ =
(
(φψ)∗, f) = (φ∗ψ∗, ghφ∗) = (φ∗, g)(ψ∗, h) = (φξ)(ψξ),

т. е. ξ — гомоморфизм.

Пусть φ, ψ ∈ SEndG такие, что φ ̸= ψ. Тогда (u, yu)φ ̸= (u, yu)ψ для неко-

торого (u, yu) ∈ V (G). Следовательно, либо uφ∗ ̸= uψ∗, либо uφ∗ = uψ∗ и

yugu ̸= yuhu, т. е. φξ ̸= ψξ в обоих случаях.

Далее, возьмем произвольный элемент (γ, q) ∈ SMonU wr KG. Отсюда γ ∈
SMonU, qu ∈ Map(Yu, Yuγ). Рассмотрим преобразование µ графа G такое, что

(u, yu)µ = (uγ, yuqu) для всех (u, yu) ∈ V (G). Так как для любого (v, yv) ∈ V (G)

vµ∗ = ((v, yv)µ)ν = ((vγ, yvqv))ν = vγ,

то µ∗ ∈ SMonU , откуда по лемме 2.1.1 имеем µ ∈ SEndG. При этом ясно, что

µξ = (γ, q).

Заметим, что все конечные графы также удовлетворяют условию (2.1). В са-

мом деле, пустьG— конечный граф и γ — его сильный эндоморфизм. Также как

в доказательстве леммы 2.1.1 можно показать, что γ отображает элементы раз-

личных классов эквивалентности ν в элементы разных классов. Следователь-

но, в силу конечности G, в образе всякого сильного эндоморфизма этого графа

всегда будет хотя бы один представитель каждого класса эквивалентности ν.

Предположим, что элементы x, y из G ν-эквивалентны, при этом (xγ, yγ) /∈ ν.

Тогда для некоторого z′ ∈ V (G) имеем {xγ, z′} ∈ E(G) и {yγ, z′} /∈ E(G). Ес-

ли z ∈ z′νγ
−1, то получаем {x, z} ∈ E(G) и {y, z} /∈ E(G), что противоречит

условию xνy.

Таким образом, теорема 2.1.1 справедлива для любых графов, удовлетворя-

ющих условию (2.1). В частности, если граф G конечен, то в качестве следствия

получаем следующий результат:

Теорема 2.1.2. [41] Пусть G = U [(Yu)u∈U ] — конечный неориентирован-

ный граф без кратных рёбер. Тогда

SEndG ∼= AutU wr KG.
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2.1.3. Случай произвольных бесконечных графов. В этом пункте

граф G обозначает произвольный бесконечный граф. Пусть SEndν G — множе-

ство всех сильных эндоморфизмов графа G, сохраняющих отношение ν:

φ ∈ SEndν G⇔ φ ∈ SEndG ∧ ∀x,y∈V (G)(xν = yν ⇒ (xφ) ν (yφ)). (2.2)

Другими, словами SEndν G состоит из сильных эндоморфизмов φ ∈ SEndG,

для которых преобразование

φ∗ : V (U) → V (U) : xν 7→ (xφ)ν (2.3)

инъективно. Заметим, что в силу леммы 2.1.1 графы класса G (см. пункт 2.1.2)

представляют собой такие графы, у которых SEndG = SEndν G.

Лемма 2.1.2. Множество SEndν G является подмоноидом в SEndG от-

носительно композиции преобразований.

Доказательство. Пусть φ, ψ ∈ SEndν G. Понятно, что φψ ∈ SEndG. Со-

гласно (2.2) для любых x, y ∈ V (G) условие xν = yν влечёт (xφ)ν = (yφ)ν,

(xψ)ν = (yψ)ν. Пусть φ∗, ψ∗ определены по правилу (2.3). Тогда

(xφψ)ν = ((xφ)ψ)ν = (xφ)νψ
∗ = (yφ)νψ

∗ = (yφψ)ν,

следовательно, φψ ∈ SEndν G.

Утверждение 2.1.2. Пусть SEnd∗ U = {φ∗ | φ ∈ SEndν G}. Для любого

графа G справедливо

SEnd∗G/ν = SMonG/ν.

Доказательство. Пусть π∗ ∈ SEnd∗ U . По определению π∗ инъективно.

Кроме того, для любых x, y ∈ V (G)

{xν, yν} ∈ E(U) ⇔ {x, y} ∈ E(G) ⇔ {xπ, yπ} ∈ E(G) ⇔

⇔ {(xπ)ν, (yπ)ν} = {xν, yν}π∗ ∈ E(U).

Таким образом, π∗ ∈ SMonU — сильный мономорфизм графа G/ν.

Пусть f ∈ SMonU , g = f̂ (см. доказательство утверждения 2.1.1). Как

мы уже знаем из доказательства утверждения 2.1.1, g ∈ SEndG и g∗ = f .

Следовательно, f ∈ SEnd∗ U , что и требовалось доказать.
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Теорема 2.1.3. Пусть G = U [(Yu)u∈U ] — произвольный бесконечный граф,

KG — малая категория, определенная ранее (см. пункт 2.1.2). Тогда

SEndν G ∼= SMonU wr KG.

Доказательство. Пусть G — произвольный граф, ζ ∈ SEndν G. Поскольку

ζ∗ ∈ SMonU , можем определить отображение

p : ObKG → MorKG : Yu 7→ pu,

где для каждого u ∈ U имеем

pu : Yu → Yuζ∗ : yu 7→ yv, если (u, yu)ζ = (v, yv).

Таким образом, (u, yu)ζ = (uζ∗, yupu), и корректно задано отображение

ξ : SEndν G→ SEnd∗ U wr KG : ζ 7→ (ζ∗, p).

Аналогично доказательству теоремы 2.1.1 можно показать, что для любых φ, ψ ∈
SEndν G отображение ξ — изомоморфизм.

Теорема 2.1.3 обобщает теорему 2.1.1 и, таким образом, в частности, если

граф G конечен, то получаем упомянутую выше теорему 2.1.2 [41].

2.2. Моноиды сильных эндоморфизмов n-однородных

гиперграфов

В этом пункте описываются два точных представления моноида сильных эн-

доморфизмов произвольного конечного n-однородного гиперграфа: в терминах

сплетения группы с малой категорией и в терминах глобальной надполугруппы.

2.2.1. Некоторые свойства n-однородных гиперграфов. Пусть H

— произвольный гиперграф класса Cn. Напомним, что под окрестностью N (x)

вершины x гиперграфа H ∈ Cn, n > 2, будем понимать семейство таких под-

множеств A ⊆ V , что

|A| = n− 1 & A ∪ {x} ∈ E .
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Ключевую роль при описании сильных эндоморфизмов конечных n-однород-

ных гиперграфов играет следующая

Лемма 2.2.1. Пусть H — произвольный гиперграф класса Cn и x, y ∈ H.

Cильный эндоморфизм f гиперграфа H, такой что xf = yf , существует в

том и только в том случае, если выполняется одно из условий:

(i) n = 0;

(ii) n = 1 и ρ(x) = ρ(y);

(iii) n > 2 и N (x) = N (y).

Доказательство. Пусть f ∈ SEndH такой, что xf = yf . Понятно, что n

может быть равно 0. Если n = 1, то

x ∈ E ⇔ xf = yf ∈ E ⇔ y ∈ E ,

откуда ρ(x) = ρ(y).

Пусть n > 2 и A ∈ N (x) — произвольный элемент. В этом случае

A ∪ {x} ∈ E ⇔ Af ∪ {xf} = Af ∪ {yf} ∈ E ⇔

⇔ (A ∪ {y})f ∈ E ⇔ A ∪ {y} ∈ E .

Следовательно, A ∈ N (y) и, таким образом, N (x) ⊆ N (y). Аналогично

доказывается, что N (y) ⊆ N (x).

Определим следующее преобразование гиперграфа H:

zf =

 x, если z = y,

z, в остальных случаях

для всех z ∈ V. Если n = 0, то, очевидно, f ∈ SEndH.

Пусть выполняется условие (ii) и a ∈ V . Равносильность a ∈ E ⇔ af ∈ E
справедлива для a = y, поскольку ρ(x) = ρ(y), и для a ̸= y, так как в этом

случае af = a. Cледовательно, f ∈ SEndH.

Пусть теперь имеет место (iii) и e ⊆ V — произвольное n-элементное под-

множество. Понятно, что если y /∈ e, то из e ∈ E следует ef = e ∈ E .
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Если же y ∈ e, то e = A ∪ {y} и из условия e ∈ E получаем

ef = (A ∪ {y})f = Af ∪ {yf} = A ∪ {x} ∈ E ,

так как A ∈ N (y) = N (x). Таким образом, f — эндоморфизм.

Пусть ef ∈ E . Предположим, что x /∈ ef , тогда для любого a ∈ ef справед-

ливо af−1 = a, следовательно, e = ef ∈ E . Если x ∈ ef , то ef = M ∪ {x}, где

M ∈ N (x), и возможны такие случаи:

1. e =M ∪ {x} = ef ∈ E ;

2. e =M ∪ {y} ∈ E , поскольку N (x) = N (y);

3. e =M ∪ {x, y}, что противоречит тому факту, что H ∈ Cn.

Следовательно, f ∈ SEndH.

Пусть H — произвольный гиперграф класса Cn. Определим на H бинарное

отношение δ, которое естественно возникает из леммы 2.2.1, по правилу:

x δ y ⇔ N (x) = N (y), если n > 2 и

x δ y ⇔ ρ(x) = ρ(y) в случае, если n ∈ {0, 1}.
(2.4)

Ясно, что δ есть отношение эквивалентности. Через xδ обозначается класс

эквивалентности δ, содержащий элемент x. Если A ⊆ V , то положим Aδ =

{aδ | a ∈ A}.
Через H/δ будем обозначать гиперграф, вершины которого состоят из клас-

сов эквивалентности xδ, x ∈ V , а множество ребер E(H/δ) содержит Aδ, A ⊆ V ,

тогда и только тогда, когда некоторая трансверсаль семейства Aδ является реб-

ром гиперграфа H. Полученный гиперграф назовем каноническим сильным

фактор-гиперграфом гиперграфа H. Понятно, что если Aδ ∈ E(H/δ), то любая

трансверсаль семейства Aδ является ребром гиперграфа H.

Пусть f – биективный эндоморфизм гиперграфа H. Если f−1 тоже эндо-

морфизм, то f называется автоморфизмом гиперграфа H. Группа всех ав-

томорфизмов гиперграфа H обозначается AutH. Гиперграф H назовем S-

неразложимым, если SEndH = AutH.

Предложение 2.2.1. Для каждого конечного гиперграфа H класса Cn ка-

нонический сильный фактор-гиперграф H/δ является S-неразложимым.
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Доказательство. Канонический сильный фактор-гиперграф 0-однородного

гиперграфа является одноэлементным 0-однородным гиперграфом, а потому S-

неразложимым. Пусть теперь H ∈ Cn, n > 1.

Понятно, что каждый автоморфизм гиперграфа H/δ является сильным эн-

доморфизмом из SEndH/δ. Докажем обратное включение.

Пусть π ∈ SEndH/δ и

Fπ = {f : V (H) → V (H) | f |xδ ∈ Map (xδ, xδπ) для всех x ∈ V (H)} .

Зафиксируем некоторое f ∈ Fπ и возьмем e = {x1, . . . , xn} ⊆ V . Следует

отметить, что если e ∈ E и n > 2, то все x1, . . . , xn принадлежат разным классам

эквивалентности. Итак, для любого n > 1 имеем

e ∈ E ⇔ {(x1)δ, . . . , (xn)δ} ∈ E(H/δ) ⇔

⇔ {(x1)δπ, . . . , (xn)δπ} ∈ E(H/δ) ⇔

⇔ {x1f |(x1)δ , . . . , xnf |(xn)δ} = ef ∈ E .

Таким образом, Fπ ⊆ SEndH.

Предположим теперь, что для некоторых различных xδ, yδ ∈ H/δ выпол-

няется xδπ = yδπ = zδ. Согласно определению множества Fπ найдется такой

сильный эндоморфизм f ∈ Fπ, для которого

im (f |xδ) = im (f |yδ) = {z′}, z′ ∈ zδ.

Тогда f ∈ SEndH и xf = yf , откуда по лемме 2.2.1 (о свойстве сильных

эндоморфизмов n-однородных гиперграфов) имеем x δ y, что противоречит

предположению xδ ̸= yδ. Следовательно, π инъективно.

Определение 2.2.1. Обобщенным лексикографическим произведением

U [(Yu)u∈U ] гиперграфа U и гиперграфов (Yu)u∈U назовем такой гиперграф, у ко-

торого

V (U [(Yu)u∈U ]) = {(u, yu) | u ∈ U , yu ∈ Yu},

а подмножество A ⊆ V (U [(Yu)u∈U ]) будет ребром тогда и только тогда, когда

выполняется одно из условий:
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(i) dom (A) ∈ E(U);
(ii) dom (A) = {a} /∈ E(U) ∧ im (A) ∈ E(Ya).

Предложение 2.2.2. Пусть H — произвольный гиперграф класса Cn, U =

H/δ — его канонический сильный фактор-гиперграф и Yu, u ∈ U , — такие

0-однородные гиперграфы, что |Yu| = |u| для всех u ∈ U . Тогда

H ∼= U [(Yu)u∈U ].

Доказательство. Для каждого u ∈ U пусть τu — произвольная биекция из

класса эквивалентности u на множество Yu. Положим

ψ : H → U [(Yu)u∈U ] : x 7→ (xδ, xτxδ).

Пусть x, y — произвольные различные вершины из H. Если (x, y) /∈ δ, то

xδ ̸= yδ и, следовательно, xψ ̸= yψ. Если (x, y) ∈ δ, то xτxδ ̸= yτxδ в силу

биективности τu, u ∈ U , и тогда xψ ̸= yψ. Так как τu сюръективно, то для

всякой пары (u, yu) ∈ U [(Yu)u∈U ] существует t ∈ u такой, что tτu = yu, т. е.

tψ = (u, yu).

Поскольку Yu, u ∈ U — 0-однородные гиперграфы, в лексикографическом

произведении U [(Yu)u∈U ] все рёбра определяются только условием (i) определе-

ния 2.2.1. Тогда для всех A ⊆ V

A ∈ E ⇔ Aδ ∈ E(U) ⇔ {(xδ, xτxδ) | x ∈ A} = Aψ ∈ E (U [(Yu)u∈U ]) .

Далее будем отождествлять элементы гиперграфа H и соответствующие им

пары из обобщенного лексикографического произведения U [(Yu)u∈U ].

2.2.2. Точные представления моноидов сильных эндоморфизмов

конечных n-однородных гиперграфов.

2.2.2.1. 1-е представление. Рассмотрим как устроены сильные эндо-

морфизмы конечных n-однородных гиперграфов.
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Лемма 2.2.2. Пусть H = U [(Yu)u∈U ] — произвольный конечный гиперграф

класса Cn. Преобразование φ гиперграфа H будет его сильным эндоморфизмом

тогда и только тогда, когда

φ∗ : U → U : xδ 7→ (xφ)δ

является автоморфизмом гиперграфа U .

Доказательство. Пусть φ ∈ SEndH. Лемма, очевидно, справедлива при

n = 0. Для n > 1 возьмем такие x, y ∈ H, что xδ ̸= yδ. Если n = 1, то

ρ(xφ) = ρ(x) ̸= ρ(y) = ρ(yφ), следовательно, (xφ)δ ̸= (yφ)δ. Если n > 1,

то семейства N (x) и N (y) различны. Следовательно, не теряя общности, мы

можем считать, что в N (x) найдется такой элемент A, которого нет в N (y).

Тогда

({x} ∪ A)φ = {xφ} ∪ Aφ ∈ E ,

({y} ∪ A)φ = {yφ} ∪ Aφ /∈ E ,

следовательно, (xφ)δ ̸= (yφ)δ. Таким образом, φ при любом n > 1 отображает

элементы из разных классов эквивалентности в элементы разных классов. От-

сюда, в силу конечности гиперграфа H, для любого класса xδ ∈ U существует

такой класс yδ ∈ U , что xδφ ⊆ yδ. Следовательно, преобразование φ∗ является

корректно определенным и задает биекцию.

Пусть A ⊆ H. Справедливы такие равносильности:

Aδ ∈ E(U) ⇔ A ∈ E(H) ⇔ Aφ ∈ E(H) ⇔ (Aφ)δ = Aδφ
∗ ∈ E(U).

Таким образом, φ∗ — автоморфизм гиперграфа U .

Пусть теперь преобразование φ гиперграфа H есть такое, что φ∗ ∈ AutU .

Тогда для любого A ⊆ H

A ∈ E(H) ⇔ Aδ ∈ E(U) ⇔ (Aδ)φ
∗ = (Aφ)δ ∈ E(U) ⇔ Aφ ∈ E(H).
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Пусть H = U [(Yu)u∈U ] — произвольный конечный гиперграф класса Cn.

Определим малую категорию KH , полагая ObKH = {Yu | u ∈ U}, и принимая

для любых двух объектов Yu, Yv ∈ ObKH в качестве морфизмов MorKH
(Yu, Yv)

множество всех отображений из Yu в Yv. Группа AutU действует справа на

множестве объектов этой категории по правилу: Yuα = Yuα.

Таким образом, получаем следующее сплетение:

AutU wr KH = {(α, f) | α ∈ AutU ,

f ∈ Map (ObKH ,MorKH), Yuf ∈ Map (Yu, Yuα)} .

Через fu будем обозначать Yuf , где yufu ∈ Yuα для всех yu ∈ Yu.

Одно из представлений моноида сильных эндоморфизмов конечных n-одно-

родных гиперграфов описывает

Теорема 2.2.1. Пусть H = U [(Yu)u∈U ] — произвольный конечный гипер-

граф класса Cn, KH — малая категория, определенная выше. Тогда

SEndH ∼= AutU wr KH . (2.5)

Доказательство. В силу лемм 2.2.1, 2.2.2 и предложения 2.2.1, можем опре-

делить отображение ξ из моноида SEndH в сплетение AutU wr KH по следу-

ющему правилу:

ξ : φ 7→ (φ∗, f),

где f : ObKH → MorKH : Yu 7→ fu = φ|Yu (u ∈ U).
Покажем, что ξ — изоморфизм.

Пусть φ, ψ ∈ SEndG и φξ = (φ∗, g), ψξ = (ψ∗, h), (φψ)ξ =
(
(φψ)∗, f), (u, yu),

u ∈ U , — произвольная вершина гиперграфа H. Заметим, что

(u, yu)(φψ)ξ = (u, yu)
(
(φψ)∗, f) = (u(φψ)∗, yufu) =

(u, yu)(φψ) =
(
(u, yu)φ)ψ = (uφ∗, yugu)ψ =(
(uφ∗)ψ∗, (yugu)huφ∗) =

(
u(φ∗ψ∗), yu(guhuφ∗)).

Следовательно,

u(φψ)∗ = u(φ∗ψ∗), yufu = yu(guhuφ∗).
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Итак,

(φψ)ξ =
(
(φψ)∗, f) = (φ∗ψ∗, ghφ∗) = (φ∗, g)(ψ∗, h) = (φξ)(ψξ),

т. е. ξ — гомоморфизм.

Пусть φ, ψ ∈ SEndH такие, что φ ̸= ψ. Тогда (u, yu)φ ̸= (u, yu)ψ для неко-

торого (u, yu) ∈ V (H). Следовательно, либо uφ∗ ̸= uψ∗, либо uφ∗ = uψ∗ и

yugu ̸= yuhu, т. е. φξ ̸= ψξ в обоих случаях.

Далее, возьмем произвольный элемент (γ, q) ∈ AutU wr KH , т.е. γ ∈ AutU ,

qu ∈ Map(Yu, Yuγ). Рассмотрим преобразование µ графа G такое, что (u, yu)µ =

(uγ, yuqu) для всех (u, yu) ∈ V (H). Так как для любого (v, yv) ∈ V (H)

vµ∗ = ((v, yv)µ)ν = ((vγ, yvqv))ν = vγ,

то µ∗ ∈ AutU , откуда по лемме 2.2.2 имеем µ ∈ SEndH. При этом ясно, что

µξ = (γ, q).

Заметим, что для бесконечных гиперграфов лемма 2.2.2, на которой бази-

руется теорема 2.2.1, неверна.

Пример 2.2.1. Рассмотрим, например, бесконечный 3-однородный гипер-

граф, изображенный на рис. 2.3.

1 2 3 4 5 6
...

H1

Рис. 2.3. Гиперграф H1

ПустьN — множество всех натуральных чисел. Для любого фиксированного

k ∈ N преобразование

αk : N → N : n 7→ n+ k

является сильным эндоморфизмом гиперграфа H1. При этом канонический

сильный фактор-гиперграф H1/δ изоморфен исходному гиперграфу H1. Од-

нако α∗
k /∈ AutH1/δ, так как {1, 2, . . . , k} ∩ im (αk) = ∅.
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Пример 2.2.2. Рассмотрим другой бесконечный 3-однородный гиперграф

H2 (рис. 2.4).

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

...

H2

Рис. 2.4. Гиперграф H2

Преобразование, действующее как показано на рис. 2.4 (обозначим его φ),

является сильным эндоморфизмом гиперграфа H2. Вершины 1 и 4 имеют оди-

наковые окрестности, следовательно, 1δ = 4δ. Но тогда одной и той же вершине

{1, 4} ∈ V (H2/δ) соответствуют две различные вершины {6} и {9}, а значит φ∗

даже не является преобразованием гиперграфа H2/δ.

2.2.2.2. 2-е представление. Далее рассмотрим другую конструкцию для

описания точного представления моноида SEndH.

Пусть H = (V, E) — конечный гиперграф класса Cn, U = H/δ и KH —

малая категория, определенная выше. Положим Mor0KH = MorKH

∪
{0}, где

0 /∈ MorKH , и определим на этом множестве такую операцию:

φψ =

 φψ, если φ ̸= 0 ̸= ψ и композиция φψ определена,

0 — в остальных случаях,

где φψ — обычная композиция морфизмов.

Понятно, что множество Mor0KH является полугруппой относительно толь-

ко что определенной операции, при этом с точностью до изоморфизма она со-

держится в полугруппе всех бинарных отношений на множестве V .

Пусть T – произвольная полугруппа, Gl (T ) – множество всех ее подмно-

жеств. Полагая XY = {xy | x ∈ X, y ∈ Y } для всех X, Y ⊆ T , получаем
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полугруппу на множестве Gl (T ), которая называется глобальной надполугруп-

пой полугруппы T .

Возьмем A ∈ U , ξ ∈ AutU и положим

M ξ =
∪
A∈U

Map (A,Aξ), M =
∪

ξ∈AutU

M ξ, M 0 =M ∪ {0}.

Понятно, что M 0 – подполугруппа полугруппы Mor0KH . Для разбиения

{Map (A,Aξ) | A ∈ H/δ} ∪ {{0}}

множества M ξ∪{0} обозначим через T (M ξ) множество всех его трансверсалей,

а через T (M 0) – объединение всех множеств T (M ξ), ξ ∈ AutU .

Лемма 2.2.3. Множество T (M 0) является подполугруппой глобальной

надполугруппы Gl (M0) полугруппы M 0.

Доказательство. Пусть A,B ∈ T (M0). Поскольку

{dom (η) | η ∈ B, η ̸= 0} = H/δ,

то для любого φ ∈ A,φ ̸= 0 найдется единственный элемент ψ ∈ B, ψ ̸= 0, для

которого im (φ) ⊆ dom (ψ). Отсюда, φψ ̸= 0. При этом в тех случаях, когда φ

то же самое, а f ∈ B — такое, что f ̸= ψ, будем иметь φf = 0.

Таким образом, учитывая, что 0 ∈ AB и

{dom (η) | η ∈ A, η ̸= 0} = H/δ,

dom (φ) = dom (φψ), когда φψ ̸= 0,

получаем AB ∈ T (M 0). Следовательно, T (M 0) — подполугруппа Gl (M 0).

Представление моноида SEndH унарными отношениями дает

Теорема 2.2.2. Пусть H = U [(Yu)u∈U ] — произвольный конечный гипер-

граф класса Cn. Имеет место изоморфизм

SEndH ∼= T (M 0).
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Доказательство. Согласно лемме 2.2.2 всякий сильный эндоморфизм φ

принадлежит множеству

Fφ∗ = {f : H → H | f |xδ ∈ Map (xδ, xδφ
∗) для всех x ∈ H}.

С другой стороны, для любого π ∈ AutU имеем Fπ ⊆ SEndH (см. предложе-

ние 2.2.1). Таким образом, SEndH = ∪φ∗∈AutUFφ∗. Теперь можно установить

изоморфное отображение ξ между полугруппами SEndH и T (M 0) по правилу:

fξ = {f |xδ | x ∈ H} ∪ {0}

для всех f ∈ SEndH.

2.3. Сильные эндоморфизмы бесконечных n-однородных

гиперграфов

В этом пункте получено представление моноидов сильных эндоморфизмов

бесконечных n-однородных гиперграфов, удовлетворяющих условию, аналогич-

ному (2.1), в виде сплетения моноида группы и малой категории. Далее, подобно

пункту 2.1 показано, что этот результат справедлив для некоторого подмоноида

моноида сильных эндоморфизмов произвольного бесконечного n-однородного

гиперграфа.

2.3.1. Точное представление моноидов сильных эндоморфизмов

гиперграфов из одного класса. Заметим, что все определения и результа-

ты пункта 2.2.1, кроме предложения 2.2.1, верны для произвольного (в том чис-

ле бесконечного n-однородного гиперграфа). Таким образом, для бесконечного

n-однородного гиперграфа H определены отношение δ на V (H), канонический

сильный фактор-гиперграф U , обобщенное лексикографическое произведение

гиперграфов, справедлива лемма 2.2.1 и предложение 2.2.2.

Пусть Cn — класс всех бесконечных n-однородных гиперграфов H, для ко-

торых при любом φ ∈ SEndH выполняется условие:

∀ xδ ∈ U ∃ yδ ∈ U : xδφ ⊆ yδ. (2.6)
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Ясно, что класс C0 (C1) совпадает с классом всех бесконечных 0-однородных

(1-однородных) гипергафов. В случае, когда n > 2 — натуральное, Cn являет-

ся непустым собственным подклассом класса всех бесконечных n-однородных

гиперграфов. Докажем для сильных эндоморфизмов бесконечных следующую

лемму, которая является аналогом леммы 2.1.1 для графов.

Лемма 2.3.1. Пусть H = U [(Yu)u∈U ] — произвольный гиперграф класса Cn.

Преобразование φ гиперграфа H будет его сильным эндоморфизмом тогда и

только тогда, когда преобразование

φ∗ : U → U : xδ 7→ (xφ)δ

является сильным инъективным эндоморфизмом гиперграфа U .

Доказательство. Пусть φ ∈ SEndH, x, y ∈ V (H) такие, что xδ ̸= yδ. Если

n = 0, то |U| = 1 и мы немедленно получаем утверждение леммы. При n = 1

|U| = 2. По определению сильного эндоморфизма для любого x ∈ V (H) если

xφ ∈ E(H), то x ∈ E(H). Следовательно, ρ(xφ) = 1 ⇔ ρ(x) = 1, и таким

образом, φ∗ всегда равен idU .

Пусть n > 2. Поскольку xδ ̸= yδ, то без ограничения общности можем счи-

тать, что существует подмножество A ⊂ V (H), такое, что A ∈ N (x) и A /∈
N (y). Тогда ({x}∪A)φ = {xφ}∪Aφ ∈ E(H), и ({x}∪Aφ = {xφ}∪Aφ /∈ E(H),

следовательно, (xφ)δ ̸= (yφ)δ. Таким образом, φ∗ инъективно.

Пусть x1, . . . , xn ∈ V (H). Тогда

{(x1)δ, . . . , (xn)δ} ∈ E(H/δ) ⇔ {x1, . . . , xn} ∈ E(H) ⇔

{x1φ, . . . , xnφ} ∈ E(H) ⇔ {(x1φ)δ, . . . , (xnφ)δ} =

{(x1)δ, . . . , (xn)δ}φ
∗ ∈ E(H/δ).

Таким образом, φ∗ — сильный мономорфизм гиперграфа H/δ.

Если же для преобразования φ гиперграфа H выполняется φ∗ ∈ SMonH/δ,

то для любых x1, . . . , xn ∈ V (H)

{x1, . . . , xn} ∈ E(H) ⇔ {(x1)δ, . . . , (xn)δ} ∈ E(H/δ) ⇔
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{(x1)δ, . . . , (xn)δ}φ
∗ = {(x1φ)δ, . . . , (xnφ)δ} ∈ E(H/δ) ⇔

{x1φ, . . . , xnφ} ∈ E(H).

Множество всех сильных инъективных эндоморфизмов гиперграфа H обра-

зует относительно композиции преобразований полугрупппу, которую обозна-

чим через SMonH. Элементы из SMonH будем называть сильными мономор-

физмами.

Утверждение 2.3.1. Для каждого гиперграфа H класса Cn справедливо

равенство

SEndU = SMonU .

Доказательство. ПустьH ∈ Cn. Канонический сильный фактор-гиперграф

0-однородного гиперграфа является одноэлементным 0-однородным гипергра-

фом, следовательно, при n = 0 имеем SEndU = SMonU . Для случая n > 1

доказательство аналогично доказательству утверждения 2.1.1.

Пусть H = U [(Yu)u∈U ] — произвольный гиперграф класса Cn, KH — малая

категория, определенная в пункте 2.2.2.1. Напомним, что ObKH = {Yu | u ∈ U},
MorKH =

∪
u,v∈U MorKH

(Yu, Yv), где MorKH
(Yu, Yv) — множество отображений

из Yu в Yv.

Моноид SMonU естественно действует справа на множестве объектов этой

категории. Таким образом, получаем следующее сплетение:

SMonU wr KH = {(α, f) | α ∈ SMonU ,

f ∈ Map (ObKH ,MorKH), Yuf ∈ Map (Yu, Yuα)} .

Через fu будем обозначать Yuf , где yufu ∈ Yuα для всех yu ∈ Yu.

Теорема 2.3.1. Пусть H = U [(Yu)u∈U ] — произвольный гиперграф класса

Cn, KH — малая категория, определенная ранее. Тогда

SEndH ∼= SMonU wr KH .
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Доказательство. Пусть φ — произвольный сильный эндоморфизм гипер-

графа H ∈ Cn. По Лемме 2.3.1 φ∗ ∈ SMonU . Для каждого u ∈ U определим

отображение fu множества Yu в Yuφ∗, полагая yufu = yv, если (u, yu)φ = (v, yv).

Тогда корректно определенным будет отображение

f : ObKH → MorKH : Yu 7→ fu.

Далее аналогично доказательству теоремы 2.1.1 можно показать, что отоб-

ражение

ξ : SEndH → SMonU wr KH : φ 7→ (φ∗, f),

является изоморфизмом.

Заметим, что как и в случае конечных графов (см. пункт 2.1.2) аналогич-

ным образом можно показать, что конечные n-однородные гиперграфы удовле-

творяют условию (2.6). Следовательно, теорема 2.3.1 выполняется для любых

n-однородных гиперграфов, удовлетворяющих условию (2.6).

2.3.2. Случай произвольных n-однородных гиперграфов. Далее,

пусть H — произвольный n-однородный гиперграф. Пусть SEndδH — множе-

ство всех сильных эндоморфизмов графа H, сохраняющих отношение δ:

φ ∈ SEndδH ⇔ φ ∈ SEndH ∧ ∀x,y∈V (H)(x δ y ⇒ (xφ) δ (yφ). (2.7)

Другими, словами SEndδH состоит из сильных эндоморфизмов φ ∈ SEndH,

для которых преобразование

φ∗ : V (U) → V (U) : xδ 7→ (xφ)δ (2.8)

инъективно. Заметим, что в силу леммы 2.3.1 гиперграфы класса Cn представ-

ляют собой такие гиперграфы, у которых SEndH = SEndδH. Далее, точно

также как лемма 2.1.2 доказывается

Лемма 2.3.2. Множество SEndδH является подмоноидом в SEndH от-

носительно композиции преобразований.
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Утверждение 2.3.2. Пусть SEnd∗ U = {φ∗ | φ ∈ SEndδH}. Для любого

гиперграфа H ∈ Cn справедливо

SEnd∗ U = SMonU .

Доказательство. Пусть π∗ ∈ SEnd∗ U . По определению π∗ инъективно.

Кроме того, для n > 1 и любых x1, . . . , xn ∈ V (H)

{(x1)δ, . . . , (xn)δ} ∈ E(U) ⇔ {x1, . . . , xn} ∈ E(H) ⇔

⇔ {x1π, . . . , xnπ} ∈ E(H) ⇔ {(x1π)δ, . . . , (xnπ)δ} =

{(x1)δ, . . . , (xn)δ}π∗ ∈ E(U).

Таким образом, π∗ ∈ SMonU — сильный мономорфизм графа U .

Пусть f ∈ SMonU , g = f̂ (см. доказательство утверждения 2.1.1). Точно

также как в утверждении 2.1.1, получим g ∈ SEndH и g∗ = f . Следовательно,

g ∈ SEndν H и, таким образом, f ∈ SEnd∗ U , что и требовалось доказать.

Таким образом, получим следующую теорему.

Теорема 2.3.2. Пусть H = U [(Yu)u∈U ] — произвольный n-однородный ги-

перграф, KH — малая категория, определенная ранее (пункт 2.2.2.1). Тогда

SEndδH ∼= SMonU wr KH .

Теорема 2.3.2 обобщает теорему 2.3.1 и, в частности, если гиперграф H ко-

нечен, то получим теорему 2.2.1.

2.4. Регулярность моноидов сильных эндоморфизмов

n-однородных гиперграфов

Условия регулярности моноида сильных эндоморфизмов для конечных неори-

ентированных графов изучались в [41] и [56]. В [35] было доказано, что полу-

группа сильных эндоморфизмов произвольного графа регулярна тогда и только

тогда, когда канонический сильный факторграф U является S-неразложимым.

В этом пункте мы, используя представления моноидов SEndH из предыдущих
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пунктов, исследуем регулярность SEndH для конечных n-однородных гипер-

графов и для бесконечных гиперграфов класса Cn.

2.4.1. Конечный случай. Пусть H — произвольный конечный n-одно-

родный гиперграф. Установим регулярность моноида SEndH, используя пред-

ставление этого моноида в терминах глобальной надполугруппы (теорема 2.2.2).

Теорема 2.4.1. Для любого конечного гиперграфа H = U [(Yu)u∈U ] класса

Cn моноид SEndH является регулярным.

Доказательство. Согласно теореме 2.2.2 имеет место изоморфизм

SEndH ∼= T (M0). Покажем, что полугруппа T (M 0) регулярна. Если A ∈
T (M 0) — произвольный элемент, то A ∈ T (Mα) для некоторого α ∈ AutU .

Понятно, что T (Mα−1

) ⊆ T (M 0). Пусть B ∈ T (Mα−1

) состоит из всех таких

отображений µ : K → Kα−1, K ∈ U , что

xµ ∈

xη
−1, если x ∈ im (η) для некоторого η ∈ A,

Kα−1 в остальных случаях.

Нетрудно убедиться, что ABA = A.

Приведенные в примерах 2.2.1, 2.2.2 бесконечные гиперграфы H1 и H2 клас-

са C3 имеют нерегулярные моноиды сильных эндоморфизмов.

Действительно, рассмотрим, например, гиперграфH1 из этого пункта. Пред-

положим, что для сильного эндоморфизма

αk =

 1 2 3 4 . . .

1 + k 2 + k 3 + k 4 + k . . .


гиперграфа H1 найдется f ∈ SEndH1, такой что αk = αkfαk. Тогда

nαk = nαkfαk для любого n ∈ N , следовательно, n+ k = (n+ k)f + k, откуда

n = (n+ k)f .

Далее, для ребра {k, k + 1, k + 2} ∈ E(H1), с одной стороны, поскольку f —

эндоморфизм, выполняется условие

{k, k + 1, k + 2}f = {kf, 1, 2} ∈ E(H1),
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откуда kf = 3. С другой стороны, так как f — сильный и {k, k + 4, k + 5}f =

{3, 4, 5} ∈ E(H1), то имеем также и {k, k + 4, k + 5} ∈ E(H1), что невозможно

для любого натурального k.

2.4.2. Бесконечный случай.

Теорема 2.4.2. Пусть H = U [(Yu)u∈U ] — произвольный гиперграф класса

Cn. Моноид SEndH регулярен тогда и только тогда, когда гиперграф U не

содержит собственных подгиперграфов, изоморфных U .

Доказательство. Пусть моноид SEndH регулярен и φ, ψ ∈ SEndH такие,

что φ = φψφ. Согласно теореме 2.3.1 φ = (φ∗, f), ψ = (ψ∗, g). Тогда, так как

φ∗ = φ∗ψ∗φ∗, имеем

aψ∗ = aφ∗−1 для всех a ∈ im(φ∗),

и, следовательно, (im(φ∗))ψ∗ = U . Таким образом, если v ∈ U \ im(φ∗) ̸= ∅, то

каким бы ни был образ vψ∗ найдется m ∈ im(φ∗), m ̸= v такой, что

mψ∗ = vψ∗, что противоречит инъективности ψ∗. Следовательно, im(φ∗) = U .

Таким образом, SMonU = AutU , и значит гиперграф U не содержит собствен-

ных подгиперграфов, изоморфных U .

Наоборот, если U не содержит собственных подгиперграфов изоморфных U ,

то все элементы из SMonU сюрьективны и тогда полугруппа SMonU совпадает

с AutU . Следовательно, для всякого φ можно построить ψ = (φ∗−1, g), где

gv ∈ Map(Yv, Yvφ∗−1), yvgv ∈

yv(fvφ∗−1)−1, если yv ∈ im (fvφ∗−1),

Yvφ∗−1, в остальных случаях.
(2.9)

Для любой пары (u, yu) ∈ U [(Yu)u∈U ] имеем

(u, yu)φψφ = (uφ∗φ∗−1φ∗, yufuguφ∗fuφ∗φ∗−1) = (uφ∗, yufuguφ∗fu).

Положим yufu = yu′ ∈ Yuφ∗=u′, т. е. yu′ ∈ im(fu′φ∗−1). Тогда согласно (2.9)

yu′gu′ ∈ yu′(fu′φ∗−1)−1 = yu′(fu)
−1.
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Кроме того, для любого b ∈ im (fu) ⊆ Yu′ и такого a ∈ Yu, что b = afu

bf−1
u fu = afu = b, поэтому

yu′gu′fu ∈ yu′f
−1
u fu = {yu′} = {yufu},

yufuguφ∗fu = yu′gu′fu = yufu.

Таким образом, (u, yu)φψφ = (uφ∗, yufuguφ∗fu) = (uφ∗, yufu) = (u, yu)φ и,

следовательно, SEndH — регулярный моноид.

2.5. Об определяемости гиперграфов сильными

эндоморфизмами.

Будем говорить, что гиперграфы определяются своими сильными эндомор-

физмами в классе Θ, если для любых H1, H2 ∈ Θ из условия SEndH1
∼=

SEndH2 следует, что H1
∼= H2.

Напомним, что S (X) обозначает симметрическую группу на множестве X.

Теорема 2.5.1. Пусть n — целое неотрицательное число. Гиперграфы

класса Cn определяются сильными эндоморфизмами тогда и только тогда,

когда n = 0.

Доказательство. Если n = 0, то для произвольного 0-однородного гипер-

графа H имеем SEndH = S (H), откуда немедленно получим, что гиперграфы

класса C0 определяются своим моноидом сильных эндоморфизмов.

Гиперграфы класса C1 в общем случае не определяются своими сильными

эндоморфизмами в смысле определения сильных эндоморфизмов n-однородных

гиперграфов. Действительно, пусть H1 = (V, E1), H2 = (V, E2) с множеством

вершин V = {a, b, c, d, e}, и множествами ребер соответственно E1 = {{a}, {b},
{c}} и E2 = {{a}, {b}}. Тогда

SEndH1 = T3 × T2
∼= T2 × T3 = SEndH2.

Пусть n > 2 и Pn — класс таких n-однородных гиперграфов (V, E), что

V = {x1, x2, . . . , xk}, E = {{xi, xi+1, . . . , xi+n−1}|1 6 i 6 k − n+ 1}, k > n+ 2.
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Понятно, что любые два гиперграфа класса Pn неизоморфны. Возьмем H ∈
Pn и предположим, что существуют такие xi, xj ∈ H, где i < j, и (n − 1)-

элементное подмножество A ⊆ H, что {xi} ∪ A,A ∪ {xj} ∈ E . В этом случае A

имеет вид {xi+1, . . . , xj−1}, j = i+ n. Поскольку k > 2 и |{xi, xj} ∪A}| = n+ 1,

то в H существует по крайней мере еще один элемент: xi−1 или xj+1. В первом

случае имеем B = {xi−1, xi+1, . . . , xi+n−2} ∈ N(xi), но B /∈ N(xj), а во втором

— B = {xi+2, xi+3 . . . , xi+n−1, xi+n+1} ∈ N(xj), но B /∈ N(xi). Таким образом,

все классы в каноническом сильном фактор-гиперграфе H/δ одноэлементны

и H ∼= H/δ. По предложению 2.2.1 гиперграф H является S-неразложимым

и, кроме того, имеет в точности два автоморфизма: ( x1 x2 ... xkx1 x2 ... xk ), (
x1 x2 ... xk
xk xk−1 ... x1 ).

Итак, любые два гиперграфа класса Pn обладают изоморфными моноидами

сильных эндоморфизмов и, как следствие, гиперграфы класса Cn не определя-

ются сильными эндоморфизмами.

Вот еще несколько примеров, касающихся определяемости графов своей по-

лугруппой сильных эндоморфизмов в классе всех простых циклов и квазипо-

рядков.

Пример 2.5.1. Пусть C — класс всех простых циклов. Любой простой цикл

определяется своей полугруппой сильных эндоморфизмов в классе C.

Доказательство. Пусть An, n > 3, — произвольный простой цикл с n вер-

шинами. Для цикла A3 имеем SEndA3 = S (A3). Полугруппа SEndAn, n > 4,

изоморфна циклической подгруппе группы S (An), порожденной подстановкой

( 1 2 ... n
n 1 ... n−1 ). При n = 4 получаем единственный граф из C, сильный фактор-

граф которого содержит неодноэлементные классы эквивалентности. В этом

случае граф A4 не является S-неразложимым. Полугруппа сильных эндомор-

физмов такого графа не будет циклической и не равна S (A3). Таким образом,

из условия SEndAn
∼= SEndAm следует n = m.

Пример 2.5.2. Заметим, что для ориентированных графов сильные эндо-

морфизмы определяются аналогичным образом. Известно [5], что графы от-

ношений квазипорядка определяются своими полугруппами эндоморфизмов.

Естественно возникает вопрос: будут ли определяться графы квазипорядков
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своими полугруппами сильных эндоморфизмов? Как показывает следующий

пример, не только графы квазипорядков, но даже графы порядков не опреде-

ляются своей полугруппой сильных эндоморфизмов.

1

2

3

4

a

b

c

X
Y

Нетрудно заметить, что имеет место изоморфизм

SEndX =


1 2 3 4

1 2 3 4

 ,

1 2 3 4

3 4 1 2

 ∼=

∼= SEndY =


a b c

a b c

 ,

a b c

a c b

 ,

в то время как сами графы X и Y неизоморфны.
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РАЗДЕЛ 3

ОПИСАНИЕ L -, R- И H -СЕЧЕНИЙ МОНОИДОВ СИЛЬНЫХ

ЭНДОМОРФИЗМОВ КОНЕЧНЫХ ГРАФОВ

Данный раздел состоит из двух параграфов. В § 3.1 описаны L -, R- и

H -сечения моноидов сильных эндоморфизмов конечных графов. Используя

точное представление моноида сильных эндоморфизмов конечных графов [41],

будет показано, что описание перечисленных полугрупп сводится к описанию

соответствующих сечений на симметрических полугруппах.

Материал § 3.1 естественно дополняет § 3.2, в котором содержится описание

L -сечений конечной симметрической полугруппы. Также приведена формула

для подсчета L -сечений полугруппы Tn и классификация таких сечений с точ-

ностью до изоморфизма.

Результаты § 3.1 опубликованы в [59, 66], § 3.2 — в [64, 67, 69].

3.1. L -, R- и H -сечения моноидов сильных эндоморфизмов

конечных графов

Пусть G — конечный граф. В этом параграфе доказано, что всякое L -,

R- и H -сечение моноида SEndG является прямым произведением соответ-

ствующих сечений на симметрических полугруппах. Мы покажем, что SEndG

имеет единственное с точностью до изоморфизма R-сечение. Найдем необхо-

димые и достаточные условия существования H -сечений и построим примеры

L -сечений.

3.1.1. Предварительные сведения. Для произвольного преобразова-

ния f графа G через Sf обозначается правильный подграф из G, такой, что

V (Sf) = V (G)f . Напомним, что «правильный» означает, что Sf содержит

все возможные ребра из G: для любых x, y ∈ V (Sf) если {x, y} ∈ E(G), то
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{x, y} ∈ E(Sf).

Отношения Грина на SEndG описывает следующая теорема:

Теорема 3.1.1. [43] Пусть G — произвольный конечный граф без петель,

f, g ∈ SEndG. Тогда

(i) (f, g) ∈ R тогда и только тогда, когда ker f = ker g;

(ii) (f, g) ∈ L тогда и только тогда, когда Sf = Sg;

(iii) (f, g) ∈ H тогда и только тогда, когда ker f = ker g и Sf = Sg;

(iv) (f, g) ∈ D тогда и только тогда, когда Sf ∼= Sg.

Для конечных графов с петлями описание отношений Грина на SEndG иден-

тично.

Как уже было сказано (теорема 2.1.2 [41]), полугруппу сильных эндомор-

физмов конечного графа можно представить в виде сплетения AutU wrKG,

где U — канонический сильный фактор-граф графа G. Будем считать везде

дальше, что |U | = m.

Пусть S(G) = {(α, g) ∈ SEndG | α = idU}, где idU — тождественный авто-

морфизм U , и для любого клaсса A ∈ U имеем Ag = gA ∈ T (A). Очевидно,

S(G) образует подполугруппу полугруппы SEndG. Докажем следующую важ-

ную лемму.

Лемма 3.1.1. Пусть K — одно из отношений Грина L , R или H на

S(G). Любое K -сечение K полугруппы S(G) изоморфно прямому произведе-

нию некоторых K -сеченийK1, K2, . . . , Km симметрических полугрупп T (A1),

T (A2), . . . , T (Am), Ai ∈ U .

Доказательство. Из разложения моноида SEndG видно, что для φ = (α, q) ∈
SEndG отношение ker (φ) и образ im (φ) зависят на самом деле соответственно

от ker (qAi
) и im (qAi

) отображений qAi
∈ Map(Ai, Aiα), Ai ∈ U . У элементов

(α, q) ∈ S(G) отображения qAi
представляют собой преобразования из T (Ai).

Пусть K — произвольное K -сечение полугруппы S(G) и (idU , f), (idU , g) ∈ K

— два произвольных элемента. Для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m} обозначим через

Ki множество таких преобразований hAi
∈ T (Ai), что (idU , h) ∈ K. Заметим,
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что для любого i ∈ {1, 2, . . . ,m}(
(idU , f)(idU , g)

)∣∣∣
Ai

= (idU , fg)|Ai
= fAi

gAi
∈ T (Ai),

откуда fAi
gAi

∈ Ki. Таким образом, Ki — подполугруппа T (Ai), 1 6 i 6 m. По-

нятно, что Ki, 1 6 i 6 m должна содержать хотя бы по одному представителю

из каждого класса эквивалентности K на T (Ai). Зафиксируем произвольное

i и предположим, что Ki содержит два K -эквивалентных на T (Ai) преобра-

зования pAi
и qAi

.

Заметим, что сечение K всегда будет содержать идемпотент (idU , h), опре-

деленный по правилу: hAj
— некоторое константное преобразование в случае

если j ̸= i, 1 6 j 6 m, а hAi
= iAi

. Понятно, что произведения (idU , p)(idU , h),

(idU , q)(idU , h) ∈ K. Обозначим α = (idU , ph), β = (idU , qh). Для всех j ∈
{1, 2, . . . ,m} имеем тогда

Aj(ph) = pAj
hAj

=

hAj
, если j ̸= i,

pAi
, в противном случае;

Aj(qh) = qAj
hAj

=

hAj
, если j ̸= i,

qAi
, в противном случае.

Учитывая, что pAi
K qAi

получим αK β, следовательно, α = β, откуда pAi
= qAi

.

Таким образом, Ki является K -сечением на T (Ai).

Пусть Ki — K -сечение на T (Ai), 1 6 i 6 m, K
1 4

Рис. 3.1. Граф Y

— множество всех элементов (idU , f) ∈ S(G), для ко-

торых fAi
∈ Ki для всех i, 1 6 i 6 m. Поскольку

умножение элементов из S(G) сводится к умножению

преобразований на классах, то, очевидно, K образу-

ет подполугруппу в S(G), изоморфную K1 × K2 × . . . × Km. При этом в K

содержатся представители каждого из классов эквивалентности K на S(G):

любой элемент (idU , h) ∈ S(G) будет K -эквивалентен (idU , h
′) ∈ K такому, что

h′Ai
K hAi

, h′Ai
∈ Ki, 1 6 i 6 m. Если же (idU , f), (idU , g) ∈ K — два произволь-

ных элемента и (idU , f)K (idU , g), то fAi
K gAi

(1 6 i 6 m), откуда fAi
= gAi

.
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Из доказанного выше следует, что K есть K -сечение полугруппы S(G) такое,

что K ∼=
∏m

i=1Ki.

Заметим, что если K = D = J , в общем случае K изоморфно вкладыва-

ется в
∏m

i=1Ki. Рассмотрим, например, граф Y (рис.3.1.1).

Имеем A1 = {1, 2}, A2 = {3, 4}. Без ограничения общности можем счи-

тать, что K1 = {( 1212 ) , ( 1211 )}, K2 = {( 3434 ) , ( 3433 )}. Прямое произведение K1 ×K2

содержит с точностью до изоморфизма сильные эндоморфизмы φ = ( 12341233 ),

ψ = ( 12341134 ), причем нетрудо видеть, что Sφ ∼= Sψ. Таким образом, K1 × K2 не

может служить D-сечением для S(G).

3.1.2. R- и L - сечений моноида сильных эндоморфизмов графа.

Установим связь между R-сечениями SEndG и R-сечениями полугруппы S(G).

Лемма 3.1.2. Пусть R ⊆ SEndG. Множество R есть R-сечение полу-

группы S(G) тогда и только тогда, когда R является R-сечением полугруппы

SEndG.

Доказательство. Покажем, что всякое R-сечение R на S(G) является R-

сечением и для SEndG. Действительно, пусть (β, f) — произвольный элемент

из SEndG. Понятно, что для всякого fAi
∈ Map(Ai, Aiβ), Ai ∈ U можно найти

такие преобразования hAi
∈ T (Ai), что ker (hAi

) = ker (fAi
). Пусть (idU , h) ∈

S(G) такое, что kerhAi
обладает указанным свойством для всех Ai ∈ U . Тогда

(β, f)R(idU , h).

Пусть теперь R — R-сечение полугруппы SEndG. Покажем, что R ⊆ S(G).

Предположим, что некоторый сильный эндоморфизм φ = (β, f) /∈ S(G)

принадлежит R. Тогда, во-первых, φ2 ̸= φ, и во-вторых, βl = idU для некоторо-

го натурального l > 3. Рассмотрим преобразования φ1 = φl, φ2 = (φ1)
2 = φ2l,

φ2 = (φ1)
3 = φ3l, . . . и т. д. пока для некоторого r не получим φr = φrl —

идемпотент. Это означает, что преобразование φr из R ∩ S(G). Сравним те-

перь преобразования φr и φφr из R: с одной стороны φφr ̸= φr, посколь-

ку им соответствуют разные автоморфизмы β и idU , а с другой стороны —

ker (φφr) = ker (φr), поскольку ker (φ) ⊆ ker (φr). Из полученного противоре-
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чия следует, чтоR ⊆ S(G). Таким образом,R является R-сечением полугруппы

S(G).

Теперь, используя лемму 3.1.1 , можем описать R-сечения моноида сильных

эндоморфизмов конечного неориентированного графа без кратных ребер.

Теорема 3.1.2. Полугруппа SEndG имеет единственное с точностью до

изоморфизма R-сечение R ∼= R1×R2× . . .×Rm, где Ri — R-сечение симмет-

рической полугруппы T (Ai), Ai ∈ U .

Доказательство. Следует из лемм 3.1.1 и 3.1.2, а также того, что для каж-

дого классаAi ∈ U можно построить единственное с точностью до изоморфизма

R-сечение полугруппы T (Ai) [52].

Учитывая, что число всех R-сечений полугруппы Tn равно n! [52], получаем

Следствие 3.1.1. Пусть ki — мощность класса Ai ∈ U , 1 6 i 6 m. Число

всех различных R-сечений полугруппы SEndG равно
m∏
i=1

ki!.

Аналогичная связь существует и между L -сечениями S(G) и SEndG.

Лемма 3.1.3. Пусть L ⊆ SEndG. Множество L есть L -сечение полу-

группы S(G) тогда и только тогда, когда L — L -сечение полугруппы SEndG.

Доказательство. Пусть L — L -сечение полугруппы S(G), (β, f) ∈ SEndG

— произвольный элемент. Положим A′
i = Ai∩ im (β, f) для всех Ai ∈ U , 1 6 i 6

m. Тогда (β, f)L (idU , g), где im (gAi
) = A′

i для всех Ai ∈ U . Таким образом,

любой сильный эндоморфизм L -эквивалентен некоторому из S(G). Поэтому

L -сечение L полугруппы S(G) является L -сечением и для SEndG.

Пусть теперь L — L -сечение SEndG. Покажем, что L содержится в S(G).

Предположим, что некоторый сильный эндоморфизм φ = (β, f) /∈ S(G) при-

надлежит L. Следовательно, βl = idU для некоторого натурального l > 3. Пусть

k > l — такое натуральное число, что преобразование φk = φkl — идемпотент.

Таким образом, преобразование φk из L ∩ S(G). Так как im (fAi
) ⊇ im (fklAi

) и

fklAi
— идемпотент, то im (fAi

) содержит по крайней мере по одному представи-

телю каждого из классов эквивалентности ker fklAi
, для всех Ai ∈ U . Поэтому

im (φφk) = im (φk). Так как φk, φφk ∈ L, то должно выполняться равенство
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φk = φφk. Но указанные преобразования неравны в силу того, что им соот-

ветствуют разные автоморфизмы: φk = (idU , f
kl), а φφk = (β, f)(idU , f

kl) =

(β, fkl+1). Полученное противоречие доказывает L ⊆ S(G).

Из лемм 3.1.1 и 3.1.3 получаем

Теорема 3.1.3. Любое L -сечение L полугруппы SEndG изоморфно прямо-

му произведению некоторых L -сечений L1, L2, . . . , Lm симметрических полу-

групп T (A1),T (A2), . . . , T (Am), Ai ∈ U .

Напомним, что L -сечением для Tn может служить следующая конструк-

ция [42].

Пусть на множестве N = {1, 2, . . . , n} задан некоторый линейный порядок

≺. Обозначим через M ⊆ N такое непустое подмножество, что

M = {i1 ≺ i2 ≺ . . . ≺ ik}.

Положим

τM =

1 2 . . . k − 1 k k + 1 . . . n

i1 i2 . . . ik−1 ik ik . . . ik

 .

Тогда L = {τM |M ⊆ N,M ̸= ∅} — L -сечение для Tn.

Пример 3.1.1. Рассмотрим граф, изображенный на рис.3.1.1.

Рис. 3.2. Граф G∗ и его канонический фактор-граф U .

Как видно по каноническому фактор-графу U , описание L -сечений моноида

SEndG∗ сводится к описанию L -сечений симметрических полугрупп на трех-,

одно-, и четырехэлементном множествах.

Очевидно, что T1 имеет единственное L -сечение, равное T1. Обозначим

его L1.
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Положим a ≺ b ≺ . . . ≺ i. Тогда согласно приведенной выше конструкции

L -сечениями для T3 и T4 будут соответственно полугруппы

L3 =


abc

aaa

 ,

abc
bbb

 ,

abc
ccc

 ,

abc
abb

 ,

abc
acc

 ,

abc
bcc

 ,

abc
abc

 ,

L4 =


 fghi

ffff

 ,

fghi
gggg

 ,

fghi

hhhh

 ,

fghi
iiii

 ,

fghi

fggg

 ,

fghi

fhhh

 ,

fghi
fiii

 ,

fghi

ghhh

 ,

fghi
giii

 ,

fghi
hiii

 ,

fghi

fghh

 ,

fghi
fgii

 ,

fghi
fhii

 ,

fghi
ghii

 ,

fghi
fghi

 .

Для T4 можно построить другой пример L -сечения (см. [42]):

L′
4 =


 fghi

ffff

 ,

fghi
gggg

 ,

fghi

hhhh

 ,

fghi
iiii

 ,

 fghi

ffhh

 ,

fghi
ffii

 ,

fghi

gghh

 ,

fghi
ggii

 ,

fghi

ffgg

 ,

fghi
hhii

 ,

fghi

fghh

 ,

fghi
fgii

 ,

fghi
ffhi

 ,

fghi
gghi

 ,

fghi
fghi

 .

Таким образом, примерами L -сечений моноида сильных эндоморфизмов

графа G∗ являются следующие полугруппы:

L3 × L1 × L1 × L4
∼= L3 × L4,

L3 × L1 × L1 × L′
4
∼= L3 × L′

4.

3.1.3. H -сечений моноида сильных эндоморфизмов графа. Для

описания H -сечений моноида сильных эндоморфизмов нам понадобятся сле-

дующие вспомогательные леммы.
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Лемма 3.1.4. Если U содержит хотя бы один класс мощности > 2, то

полугруппа SEndG не имеет H -сечений.

Доказательство. Не нарушая общности рассуждений предположим, что

|A1| > 2, где A1 ∈ U , |U | = m. Определим три следующих H -классаH1, H2, H3.

Пусть H1 содержит элементы φ = (α, g) ∈ SEndG, у которых G/ ker (φ) =

{{a11}, {a12, . . . , a1|A1|}, A2, . . . , Am}, и образ равен {a11, a13, a2, . . . , am}, где

A1 = {a11, a12, . . . , a1|A1|}, ai ∈ Ai, 2 6 i 6 m — произвольные фиксированные

элементы. Из представления SEndG видно, что для любого i ∈ {1, 2, . . . ,m}
найдется такое j ∈ {1, 2, . . . ,m}, что Aiα = Aj. Причем, очевидно, A1α = A1,

поскольку остальные Ai, 2 6 i 6 m принадлежат разбиению целиком. Таким

образом, имеем A1gA1
= {a11, a13} и AigAi

= {aj}, где i, j ∈ {2, 3 . . . ,m} и

Aiα = Aj.

Подобным образом определим H2: пусть всем элементам из класса H2 соот-

ветствуют разбиение {{a11, a12}, {a13, . . . , a1|A1|}, A2, . . . , Am} и образ {a12, a13, a2,
. . . , am}. Тогда если (β, f) ∈ H2 и Aiβ = Aj для некоторых i, j, то по аналогии

с предыдущими рассуждениями A1β = A1 и, следовательно, A1fA1
= {a12, a13},

AifAi
= {aj}, где i, j ∈ {2, 3 . . . ,m}.

Наконец, пусть всем элементам из H3 соответствуют разбиение

{{a11, a13}, {a12, . . . , a1|A1|}, A2, . . . , Am} и образ {a11, a12, a2, . . . , am}.
Если (γ, h) ∈ H3 и для каждого i ∈ {1, 2, . . . ,m} индекс j ∈ {1, 2, . . . ,m} такой,

что Aiγ = Aj, то имеем A1hA1
= {a11, a12}, если i = j = 1, и AihAi

= {aj} в

остальных случаях.

Поскольку квадрат любого элемента каждого из классов H1, H2 и H3 сохра-

няют и разбиение, и образ, то представители H -сечения полугруппы SEndG

будут идемпотентами. Таким образом,

φ1 =

a11 a12 a13 . . . a1|A1| A2 . . . Am

a11 a13 a13 . . . a13 a2 . . . am

 ∈ H1,

φ2 =

a11 a12 a13 . . . a1|A1| A2 . . . Am

a12 a12 a13 . . . a13 a2 . . . am

 ∈ H2,
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φ3 =

a11 a12 a13 a14 a15 . . . a1|A1| A2 . . . Am

a11 a12 a11 a12 a12 . . . a12 a2 . . . am

 ∈ H3.

Следовательно, H -сечение содержит ψ = φ1φ2φ3 = (µ, q) и ψ2 = (µ2, p). Одна-

ко

A1qA1
=

a11 a12 a13 . . . a1|A1|

a12 a11 a11 . . . a11

 , A1pA1
=

a11 a12 a13 . . . a1|A1|

a11 a12 a12 . . . a12

 ,

т.е. ψ, ψ2 неравны и принадлежат одному и тому же H -классу. Следователь-

но, в условиях предложения невозможно построить H -сечение полугруппы

SEndG.

Имеет место следующая лемма о существовании H -сечений в SEndG.

Лемма 3.1.5. Полугруппа SEndG имеет H -сечение тогда и только то-

гда, когда все классы из U мощности 6 2 и для любого (β, f) ∈ SEndG и всех

двухэлементных классов A ∈ U выполняется Aβ = A или |Aβ| = 1.

Доказательство. Предположим, что H — некоторое H -сечение полугруп-

пы SEndG. По лемме 3.1.4 для любого A ∈ U выполняется |A| 6 2. Пусть

C = {φ ∈ SEndG | G/ ker (φ) = U}. Очевидно, что для любого γ ∈ C имеем γ2

также из C, и im (γ) = im (γ2). Поэтому в пересечении H ∩C будут находиться

все идемпотенты из C и только они.

Предположим теперь, что для некоторого (β, f) ∈ SEndG существует такой

класс A ∈ U , что |A| = 2 = |Aβ| и Aβ ̸= A. Не нарушая общности рассуждений,

можем считать, что |A1| = |A2| = 2 и A1β = A2. Пусть A1 = {a11, a12}, ai
— произвольные фиксированные представители классов Ai, i ∈ {2, 3, . . . ,m},
тогда

(idU , g) =

a11a12 A2 . . . Am

a11a12 a2 . . . am

 ∈ SEndG.

Рассмотрим произведение (idU , g)(β, f) = (β, h), где A1hA1
= {a21, a22} и

AihAi
= aifAi

∈ Aiβ для всех i ∈ {2, 3, . . . ,m}. Таким образом, в SEndG су-

ществует H -класс, элементам которого соответствуют разбиение {{a11}, {a12},
A2, . . . , Am} и образ {a21, a22, a2fA2

, a3fA3
, . . . , amfAm

}. Пусть (β, h′) элемент
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указанного класса, принадлежащий H. Тогда произведение

(β, h′)(idU , g) =

A1 A2 . . . Am

a2 a2fA2
. . . amfAm

 ∈ C,

но не является идемпотентом, т. е. не принадлежит H. А это противоречит на-

чальному предположению. Отметим здесь также, что из доказанного следует

γH γ2 для любого γ ∈ SEndG. Таким образом, все элементы из H идемпотент-

ны, откуда H ⊆ S(G). Следовательно, H — H -сечение для S(G).

Наоборот, пусть все классы из U мощности 6 2, и для любого (β, f) ∈
SEndG и всех двухэлементных классов A ∈ U выполняется Aβ = A или |Aβ| =
1. Согласно [52] на T (Ai), Ai ∈ U существуют и определены единственным

образом H -сечения Hi, 1 6 i 6 m. По лемме 3.1.1 прямое произведение H1 ×
H2 × . . .×Hm изоморфно некоторому H -сечению H полугруппы S(G).

Покажем, что для любого (β, f) ∈ SEndG найдется H -эквивалентный эле-

мент из S(G). Для каждого fA ∈ Map(A,Aβ), A ∈ U определим сюръектив-

ное преобразование pAβ : Aβ → im (fA). Рассмотрим теперь сильный эндо-

морфизм (idU , p) ∈ S(G). Нетрудно видеть, что im (idU , p) = im (β, f). Для

любого A ∈ U , если A ̸= Aβ, то |Aβ| = 1 и |A ∩ im (β, f)| = 1, откуда

A,Aβ ∈ ker (β, f) ∩ ker (idU , p). Если же A = Aβ, то pAβ = pA = fA и, очевид-

но, ker (fA) = ker (pA). Таким образом, ker (β, f) = ker (idU , p). Следовательно,

(β, f)H (idU , p) и H является H -сечением для SEndG.

Из лемм 3.1.1 и 3.1.5 следует описание H -сечений моноида SEndG.

Теорема 3.1.4. Если полугруппа SEndG имеет H -сечение H, то оно

единственно, причем H ∼= H1 × H2 × . . . × Hm, где Hi — H -сечение T (Ai),

Ai ∈ U .

3.2. L -сечения конечной симметрической полугруппы Tn

Как было отмечено выше, для более полного представления об L -сечениях

моноида SEndG, необходимо ясное представление о строении L -сечений сим-

метрической полугруппы Tn.
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Отметим, что в доказательствах мы будем постоянно использовать тот факт,

что произвольное L -сечение Tn содержит в точности одно преобразование с

образом M для каждого непустого подмножества M ⊆ X.

3.2.1. Определения L-семейства. Понятие L-семейства играет перво-

степенную роль в описании L -сечений полугруппы Tn, так как фактически с

помощью L-семейства по образу определяется ядро преобразования, входящего

в L -сечение.

3.2.1.1. Основное определение L-семейства. Напомним, что строгий

порядок — это асимметричное и транзитивное бинарное отношение. Пусть X —

непустое конечное множество и < — строгий порядок на X. Определим стро-

гий порядок ≺ на семействе непустых подмножеств множества X следующим

образом: A ≺ B если для всех a ∈ A и всех b ∈ B, a < b.

Пусть {1, 2}+ обозначает свободную полугруппу слов над алфавитом {1, 2},
через {1, 2}∗ обозначим свободный моноид над {1, 2}, а 0 — пустое слово.

Определение 3.2.1. Пусть X конечное множество (возможно пустое) и

пусть < — строгий порядок на X. Индексированное семейство подмножеств

{Aa}a∈{1,2}∗ множества X назовем Γ-семейством над (X,<) если для любого

a ∈ {1, 2}∗:
(a) A0 = X;

(b) если |Aa| 6 1, то Aa1 = Aa2 = ∅;

(c) если |Aa| > 1, то Aa1 и Aa2 непусты и Aa1 ≺ Aa2, Aa = Aa1 ∪ Aa2.

Будем говорить, что {Aa}a∈{1,2}∗ — Γ-семейство над X, если {Aa}a∈{1,2}∗ яв-

ляется Γ-семейством над (X,<) для некоторого произвольного фиксированно-

го строгого линейного порядка < на X. Для простоты будем писать просто

Γ = {Aa} вместо Γ = {Aa}a∈{1,2}∗.
Напомним, что дерево — это связный граф, не содержащий циклов. Полное

бинарное дерево — это дерево, в котором выделена в точности одна вершина

(узел) степени 2, а все остальные вершины имеют степень 3 или 1. Вершины,

степень которых равна 1, называются листьями. Каждая вершина кроме кор-
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ня дерева имеет единственного родителя. Потомок вершины v — это вершина,

родителем которой является узел v. Таким образом, в полном бинарном дереве

каждая вершина v является либо листом, либо имеет в точности двух потомков

(левого и правого).

Нетрудно видеть, что произвольное Γ-семейство Γ = {Aa} над непустым

множеством может быть представлено в виде полного бинарного дерева T (Γ),

вершинами которого служат множества {Aa}, а пара {Aa, Ab}, a, b ∈ {1, 2}∗

является ребром тогда и только тогда, когда a = bi или b = ai, где i = 1, 2 (см.

рис. 3.3). Полное бинарное дерево, представляющее Γ-семейство, для удобства

мы будем обозначать также просто Γ вместо T (Γ).

0
A X=

1
A

2
A

11
A

12
A

21
A

22
A

111
A

112
A

211
A

212
A

221
A

222
A

Рис. 3.3. Γ-дерево

Определение 3.2.2. Назовем Γ-семейство Γ = {Aa} над (X,<) L- семей-

ством над (X,<), если для любых a, b ∈ {1, 2}∗ и любых i, j ∈ {1, 2} таких,

что i ̸= j,

|Aaijb| 6 |Aajb|. (3.1)

Будем говорить, что {Aa}a∈{1,2}∗ — L-семейство над X, если {Aa}a∈{1,2}∗

является L-семейством над (X,<) для некоторого линейного строгого порядка

< на X.

Пример 3.2.1. Пусть множество {1, 2, 3, 4, 5} естественно упорядочено. Рас-

смотрим следующее Γ-семейство {Aa}:
Это Γ-семейство удовлетворяет условию (3.1) для всех a, b ∈ {1, 2}∗ и всех

i, j ∈ {1, 2}, i ̸= j, и таким образом, {Aa} является L-семейством по определе-

нию.
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Рис. 3.4. Γ-семейство {Aa}
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Рис. 3.5. Γ-семейство {Ba}

На рис. 3.5 представлено полное бинарное дерево, изображающее Γ-семейство

{Ba}, которое не удовлетворяет условию (3.1), так как |B21| > |B1|.

Пример 3.2.2. Пусть X = {1, 2, 3, 4} естественно упорядочено. В таком

случае можем выбрать три различных L-семейства на X:

Γ1 = {A0 = {1, 2, 3, 4}, A1 = {1}, A2 = {2, 3, 4}, A21 = {2},

A22 = {3, 4}, A221 = {3}, A222 = {4}},

Γ2 = {A0 = {1, 2, 3, 4}, A1 = {1, 2}, A2 = {3, 4}, A11 = {1}, A12 = {2},

A21 = {3}, A22 = {4}}.

Γ3 = {A0 = {1, 2, 3, 4}, A1 = {1, 2, 3}, A2 = {4}, A11 = {1, 2},

A12 = {3}, A111 = {1}, A112 = {2}},

3.2.1.2. Альтернативные определения L-семейств. В этом пункте

мы сформулируем два эквивалентных альтернативных определения L-семейств,

которые, на наш взгляд, сделают это понятие более наглядным. Одно из опреде-

лений основано на связи L-семейств с бинарными деревьями, другое — на связи
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мощностей элементов из L-семейства с индексами элементов L-семейства. Вве-

дем необходимые определения.

Определение 3.2.3. Пусть Γ1, Γ2 — полные бинарные деревья, представля-

ющие Γ-семейства {Aa} над X1 и {Ba} над X2 соответственно. Будем говорить,

что Γ1 меньше или равно Γ2 (и записывать Γ1 6 Γ2), если |Aa| 6 |Ba| для всех

a ∈ {1, 2}∗.

Пусть Γ = {Aa}a∈{1,2}∗ — Γ-семейство над X. Для любого a ∈ {1, 2}∗, обо-

значим через Γ(a) семейство {Bb}b∈{1,2}∗ подмножеств Aa таких, что Bb = Aab

для всех b ∈ {1, 2}∗. Понятно, что Γ(a) — Γ-семейство над множеством Aa и что,

если Aa ̸= ∅, то Γ(a) представляет собой поддерево Γ(a) с корнем Aa исходного

Γ-дерева.

Определение 3.2.4. Пусть Γ — Γ-дерево. Для любого a ∈ {1, 2}∗ и i ∈
{1, 2}, будем называть дерево Γ(a) родительским деревом для поддерева Γ(ai).

Назовем Γ монотонным если для всех a ∈ {1, 2}∗ и i ∈ {1, 2}, Γ(ai) 6 Γ(a).

Напомним также, что подпоследовательностью слова w называется слово,

состоящее из символов слова w, порядок следования которых совпадает с их

порядком следования в исходном слове w.

Утверждение 3.2.1. Следующие утверждения эквивалентны:

(i) Γ-семейство Γ = {Aa} над X является L-семейством над X.

(ii) Полное бинарное дерево, представляющее семейство Γ, является мо-

нотонным.

(iii) Для любого слова b ∈ {1, 2}∗ узлу дерева Γ, ассоциированному с b, всегда

соответствует множество не большей мощности, чем узлу, ассоци-

ированному с любой подпоследовательностью b.

Доказательство. (i)⇒(ii) Пусть Γ — полное бинарное дерево с корнем X,

ассоциированное с L-семейством над множеством X, а Γ(a1), a1 ∈ {1, 2}∗ —

поддерево дерева Γ. Если |Aa1| = 1, то, очевидно, Γ(a1) 6 Γ(a). Пусть |Aa1| > 1.

Для доказательства неравенства Γ(a1) 6 Γ(a), покажем выполнение неравенств

Γ(a12) 6 Γ(a2) и Γ(a11) 6 Γ(a1).



75

Обозначим через {Bb} и {Cb} соответственно L-семейства, ассоциированные

с поддеревьями Γ(a12) и Γ(a2). Тогда для всякого b ∈ {1, 2}∗,

|Bb| = |Aa12b| 6 |Aa2b| = |Cb|,

где 6 следует из (3.1). Таким образом, Γ(a12) 6 Γ(a2).

Покажем Γ(a11) 6 Γ(a1), пусть теперь {Bb} и {Cb} обозначают L-семейства,

ассоциированные с поддеревьями Γ(a11) и Γ(a1) соответственно. Обозначим

через k̃, k > 0, пустое слово 0, если k = 0; и слово 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

∈ {1, 2}∗, если k > 1.

Тогда для любого b ∈ {1, 2}∗, если b = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

, то

|Bb| = |Aa11k̃| 6 |Aa1k̃| = |Cb|,

так как Aa11k̃ ⊂ Aa1k̃; а если b = k̃2c (k > 0, c ∈ {1, 2}∗), то

|Bb| = |A11k̃2c| 6 |Aa1k̃2c| = |Cb|,

где 6 следует из (3.1).

Теперь, поскольку |Aa1| < |Aa|, Γ(a11) 6 Γ(a1) и Γ(a12) 6 Γ(a2), получим

Γ(a1) 6 Γ(a). Двойственным образом можно показать, что Γ(a2) 6 Γ(a). Та-

ким образом, любое поддерево дерева Γ меньше своего родительского дерева,

следовательно, дерево Γ монотонно.

(ii) ⇒ (iii) Пусть Aa, Ab ∈ Γ и a ⊆ b. Покажем, что если Γ монотонно, то

|Ab| 6 |Aa|.
Если |a| = 0, то |Ab| 6 |Aa| для всех b ∈ {1, 2}∗ по определению Γ-семейства

(см. определение 3.2.1). Пусть a = a1 . . . at, b = b1 . . . bs, для некоторых символов

a1, . . . , at, b1, . . . , bs ∈ {1, 2} и натуральных s, t таких, что t < s. Пусть a1 =

. . . = at = b1 = . . . = bs. В силу предположения

Γ(b) = Γ(b1 . . . bs) 6 Γ(b1 . . . bs−1) 6 . . . 6 Γ(b1 . . . bt) = Γ(a).

Предположим k1, k2, . . . , kt — наибольшие натуральные числа такие, что

k1 < k2 < . . . < kt 6 s и a1 = bk1, . . ., at = bkt. Так как Γ монотонно, то

Γ(b) 6 Γ(b1 . . . bs−1) 6 . . . 6 Γ(b1 . . . bkt).
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Таким образом,

|Ab| 6 |Ab1...bkt
|. (3.2)

Если |a| = 1, то учитывая Γ(b1 . . . bkt−1) 6 Γ(b1 . . . bkt−2) 6 . . . 6 Γ(0), получим,

что |Ab1...bkt−1bkt
| 6 |Abkt

|. Последнее неравенство вместе с (3.2) дает |Ab| 6 |Aa|.
Кроме того, для любого r, такого что 1 < r 6 s,

Γ(b1 . . . bkr−1) 6 Γ(b1 . . . bkr−2) 6 . . . 6 Γ(b1 . . . bk(r−1)
),

имеем |Ab1...bkr−1bkr | 6 . . . 6 |A
1...bk(r−1)

bkr |. Следовательно,

|Ab| 6 |Ab1...bkt−1bkt
| 6 |Ab1...bkt−1−1bkt−1

bkt
| 6 . . . |Ab1...bk1−1bk1bk2 ...bkt

|.

Наконец, поскольку Γ(b1 . . . bk1−1) 6 Γ(b1 . . . bk1−2) 6 . . . 6 Γ(0), получим

|Ab1...bk1−1bk1bkt
| 6 |Abk1 ...bkt

| = |Aa|.
(iii) ⇒ (i) Немедленно следует из того, что Aaijb — подпоследовательность

Aaib для любых a, b ∈ {1, 2}∗ и любых i, j ∈ {1, 2}.

Лемма 3.2.1. Пусть на множестве X определено L-семейство Γ, V —

произвольное подмножество множества X, |V | > 1. Всегда существует

единственная пара Aa1, Aa2 ∈ Γ, a ∈ {1, 2}∗ таких, что V является объедине-

нием двух непустых подмножеств из Aa1 и Aa2 соответственно.

Доказательство. Понятно, что V содержится в некотором множестве из Γ.

Предположим, что Aa ∈ Γ — пересечение всех множеств из Γ, содержащих V .

Поскольку Aa = Aa1∪̇Aa2 и Aa — наименьшее множество из Γ, содержащее V

то, очевидно, V ∩ Aa1 ̸= ∅, V ∩ Aa2 ̸= ∅ и V = (V ∩ Aa1) ∪ (V ∩ Aa2). Таким

образом, V представляет собой объединением двух непустых подмножеств из

Aa1 и Aa2 соответственно. Теперь покажем, что такая пара единственна.

Пусть Ab ∈ Γ, b ∈ {1, 2}∗, b ̸= a и V ⊆ Ab. Понятно, что Aa ⊂ Ab. По

определению семейства Γ тогда либо Aa ⊆ Ab1, либо Aa ⊆ Ab2. Следовательно,

V нельзя представить как объединение непустых подмножеств из Ab1 и Ab2

соответственно.
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3.2.2. Описание L -сечений полугруппы Tn.

3.2.2.1. Полугруппа LΓ
X. На данном этапе нам необходимо научится для

каждого непустого M ⊆ X строить «правильное» преобразование множества

X с образом M .

Пусть f и g — функции, области определения которых не пересекаются.

Обозначим через f ∪ g объединение f и g (рассматриваемых как множество

пар). Другими словами, если h = f ∪ g, тогда dom (h) = dom (f) ∪ dom (g) и

для всех x ∈ dom (h) xh = xf , если x ∈ dom (f), и xh = xg, если x ∈ dom (g).

Определение 3.2.5. Пусть Γ = {Aa} — произвольное L-семейство над X,

M ⊆ X и M ̸= ∅. Для данного L-семейства и непустого подмножества M

множества X обозначим через ⟨M⟩ пересечение всех Ac ∈ Γ таких, что M ⊆ Ac.

Заметим, что поскольку ⟨M⟩ является элементом L-семейства, ⟨M⟩ имеет вид

Ab для некоторого b ∈ {1, 2}∗. Для любых a ∈ {1, 2}∗, определим отображение

αAa

M индуктивно следующим образом:

(a) если Aa = ∅, то αAa

M = ∅ (пустое отображение);

(b) если M = {m} и Aa ̸= ∅, то dom (xαAa

M ) = Aa и xαAa

M = m для всех

x ∈ Aa;

(c) если |M | > 1 и Aa ̸= ∅, то αAa

M = αAa1

M∩Ab1
∪ αAa2

M∩Ab2
.

Лемма 3.2.2. Пусть Γ = {Aa} — произвольное L-семейство над X. Если

M ⊆ Aa, или Aa ̸= ∅ и M ∩Aa = ∅, тогда dom (xαAa

M ) = Aa и im (xαAa

M ) =M .

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по |M |. Если M =

{m}, то согласно (b) определения 3.2.5 утверждение выполняется. Пусть

|M | > 1, предположим, что утверждение верно для любого M ′ такого, что

1 6 |M ′| < |M |. Пусть M ⊆ Aa или Aa ̸= ∅ и M ∩ Aa = ∅. Тогда согласно

пункту (c) определения 3.2.5, αAa

M = αAa1

M∩Ab1
∪ αAa2

M∩Ab2
. Рассмотрим возможные

случаи.

Случай 1. M ⊆ Aa. Пусть Ab ⊆ Aa — это пересечение всех Ac, для которых
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M ⊆ Ac. Если Ab = Aa тогда

M ∩ Ab1 =M ∩ Aa1 ⊆ Aa1,

M ∩ Ab2 =M ∩ Aa2 ⊆ Aa2,

при этом |M ∩ Ab1|, |M ∩ Ab2| < |M | (поскольку ⟨M⟩ = Ab). Таким образом,

по индуктивному предположению утверждение справедливо для αAa1

M∩Ab1
и для

αAa2

M∩Ab2
, а значит и для αAa

M .

Если Ab ̸= Aa тогда, поскольку Aa = Aa1 ∪ Aa2 и Aa1 ∩ Aa2 = ∅, получим

либо Ab ⊆ Aa1, либо Ab ⊆ Aa2. Можем считать, что Ab ⊆ Aa1. Тогда

M ∩ Ab1 ⊆ Aa1,

(M ∩ Ab2) ∩ Aa2 = ∅.

При этом Aa2 ̸= ∅ (поскольку M ⊆ Aa и |M | > 1) and |M∩Ab1|, |M∩Ab2| < |M |
(поскольку ⟨M⟩ = Ab). Поскольку αAa

M = αAa1

M∩Ab1
∪ αAa2

M∩Ab2
, то по индуктивному

предположению снова получим, что утверждение верно для αAa

M .

Случай 2. Aa ̸= ∅ и M ∩ Aa = ∅.

Тогда (M ∩ Ab1) ∩ Aa1 = ∅ и (M ∩ Ab2) ∩ Aa2 = ∅. Как и выше по индук-

тивному предположению и условию αAa

M = αAa1

M∩Ab1
∪αAa2

M∩Ab2
, получим требуемое

утверждение.

Обозначим через LΓ
X множество всех преобразований вида αXM , где M ⊆ X,

M ̸= ∅. Будем обозначать преобразования αXM также через αM .

Пример 3.2.3. Пусть множество {1, 2, 3, 4, 5} естественно упорядочено, и

на нем задано L-семейство Γ = {Aa} из примера 3.2.1. Построим множество

LΓ
X . Итак,

Γ = {A0 = {1, 2, 3, 4, 5}, A1 = {1, 2}, A2 = {3, 4, 5}, A11 = {1},

A12 = {2}, A21 = {3}, A22 = {4, 5}, A221 = {4}, A222 = {5}}.

Построим преобразование α = αM для множества M = {1, 2, 4, 5}. Понятно,

что ⟨M⟩ = A0, следовательно по определению αM

α = αA0

M = αA1

M∩A1
∪ αA2

M∩A2
= αA1

{1,2} ∪ α
A2

{4,5}.
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Поскольку ⟨{1, 2}⟩ = A1, ⟨{4, 5}⟩ = A22, получим

αA1

{1,2} = αA11

{1,2}∩A11
∪ αA12

{1,2}∩A12
= αA11

{1} ∪ α
A12

{2} ,

αA2

{4,5} = αA21

{4,5}∩A221
∪ αA22

{4,5}∩A222
= αA21

{4} ∪ α
A22

{5} .

Учитывая A11 = {1}, A12 = {2}, A21 = {3}, и A22 = {4, 5}, получим

α = αA11

{1} ∪ α
A12

{2} ∪ α
A21

{4} ∪ α
A22

{5} =

12345

12455

 .

Аналогично строятся остальные преобразования α для которых ⟨im (α)⟩ = A0:12345

12345

 ,

12345

12344

 ,

12345

12355

 ,

12345

11345

 ,

12345

22345

 ,

12345

11355

 ,

12345

11344

 ,

12345

11455

 ,

12345

22355

 ,

12345

22344

 ,

12345

22455

 ,

12345

12333

 ,

12345

12444

 ,

12345

12555

 ,

12345

11333

 ,

12345

11444

 ,

12345

11555

 ,

12345

22333

 ,

12345

22444

 ,

12345

22555

 .

Построим теперь преобразование α с образом A2 = {3, 4, 5}, т. e. α = α{3,4,5}.

Понятно, что в этом случае A2 = ⟨im (α)⟩. Таким образом, далее получим

α{3,4,5} = αA1

{3,4,5}∩A21
∩ αA2

{3,4,5}∩A22
= αA1

{3} ∪ α
A2

{4,5}.

Так как ⟨{4, 5}⟩ = A22, αA2

{4,5} = αA21

{4,5}∪A221
∪ αA21

{4,5}∩A222
. Поскольку A221 = {4},

A222 = {5}, то

α{3,4,5} = αA1

{3} ∪ α
A21

{4} ∪ α
A22

{5} .

Следовательно, α =

12345

33455

 . Точно также получим еще два преобразова-

ния с образами в A2: 12345

33555

 ,

12345

33444

 .
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Пусть im (α) совпадает A1 (A22). Тогда αA1
= αA1

A1∩A11
∪αA2

A1∩A12
= αA1

{1} ∪α
A2

{2}

(αA22
= αA1

A22∩A221
∪ αA2

A22∩A222
= αA1

{4} ∪ α
A2

{5}) и мы получим12345

11222

 ,

12345

44555

 .

Если im (α) совпадает с одним из пяти оставшихся классов, получим констант-

ные преобразования c1, c2, c3, c4, c5.

L -сечения конечной симметрической полугруппы описывает следующая тео-

рема:

Теорема 3.2.1. Для любого L-семейства Γ на множестве X, множество

LΓ
X является L -сечением симметрической полугруппы Tn. Обратно, всякое

L -сечение симметрической полугруппы Tn можно представить в виде LΓ
X

для подходящего L-семейства Γ на множестве X.

3.2.2.2. Доказательство Теоремы 3.2.1. Пусть далее везде L обозна-

чает произвольное L -сечение полугруппы Tn. Отметим вначале два следующих

тривиальных случая:

(i) L = {c1}, если n = 1;

(ii) L = {idX , c1, c2}, если n = 2.

Будем считать далее, что n > 3.

Убедимся, что LΓ
X действительно является L -сечением симметрической по-

лугруппы.

Лемма 3.2.3. Множество LΓ
X образует полугруппу относительно компо-

зиции преобразований.

Доказательство. Пусть Γ — произвольное L-семейство на X. Рассмотрим

композицию φψ произвольных элементов φ, ψ ∈ LΓ
X . Пусть Aa = ⟨im(φ)⟩, Ab =

⟨im(ψ|Aa
)⟩ для некоторых Aa, Ab ∈ Γ. Понятно, что φψ = φψ|Aa

.

Равенство |Aa| = 1 влечет |Ab| = 1. В этом случае, если |Aa| ̸= 1, |Ab| = 1,

очевидно, что φψ — константное отображение из A0 в Ab и, следовательно,

φψ ∈ LΓ
X .
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Предположим, что |Aa| ̸= 1,|Ab| ̸= 1. Поскольку φ = αA0

im (φ), ψ|Aa
= αAa

im (ψ|Aa)
,

имеем φψ|Aa
= αA0

im (φ)ψ|Aa
. Таким образом, φψ ∈ LΓ

X .

Согласно лемме 3.2.1 и определению элементов из LΓ
X для каждого M ⊆ X,

M ̸= ∅ можно построить (и при том единственным образом) преобразование

αXM . Таким образом, LΓ
X является L -сечением Tn. Теперь нам остается доказать

вторую часть теоремы 3.2.1. Для этого выясним некоторые свойства произволь-

ного L -сечения L полугруппы Tn.

Обозначим через XL объединение всех классов эквивалентности X/ ker (α)

по всем α ∈ L:

XL =
∪
α∈L

X/ ker (α).

Множество всех трансверсалей множества X/ ker (α) произвольного преобразо-

вания α ∈ Tn обозначим через Tα.

Пример 3.2.4. Возьмем для примера L -сечение T4, построенное в [42]:

L =


1234

1111

 ,

1234

2222

 ,

1234

3333

 ,

1234

4444

 ,

1234

1133

 ,

1234

1144

 ,

1234

2233

 ,

1234

2244

 ,

1234

1122

 ,

1234

3344

 ,

1234

1233

 ,

1234

1244

 ,

1234

1134

 ,

1234

2234

 ,

1234

1234

 .

Тогда, например, для преобразования α = ( 12342234 ) получим

X/ ker (α) = {{1, 2}, {3}, {4}},

Tα = {{1, 3, 4}, {2, 3, 4}},

а множество XL для данного сечения имеет вид:

XL = {{1, 2, 3, 4}, {1, 2}, {3, 4}, {1}, {2}, {3}, {4}}.
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Лемма 3.2.4. Пусть α, β ∈ Dk ∩ L. Если im (α) ∈ Tβ (im (β) ∈ Tα), то

ker (α) = ker (β).

Доказательство. В самом деле, пусть im (α) ∈ Tβ, тогда ker (αβ) = ker (α)

для преобразования αβ. С другой стороны, поскольку αβ ∈ Dk ∩L и im (αβ) =

im (β), получим αβ = β, следовательно, ker (αβ) = ker (β). Таким образом,

ker (α) = ker (β).

Следствие 3.2.1. Для всех α, β ∈ D2∩L выполняется равенство ker (α) =

ker (β).

Доказательство. Очевидно, Tβ ∩ Tα ̸= ∅ для всех α, β ∈ D2 ∩ L. Сле-

довательно, существует γ ∈ L такое, что im (γ) ∈ Tα ∩ Tβ. Тогда согласно

предыдущей лемме ker (α) = ker (γ) = ker (β).

Лемма 3.2.5. Пусть L — произвольное L -сечение в Tn, n > 2.

(i) Если A,B ∈ XL — произвольные различные классы, тогда либо A∩B =

∅, либо одно из множеств содержит другое.

(ii) Любые A ∈ XL, |A| > 1, единственным образом можно представить

в виде дизъюнктного объединения двух множеств из (отличных от A

и ∅) в XL.

(iii) Если A ∈ XL и A = A1 ∪ A2 для некоторых A1, A2 ∈ XL тогда суще-

ствует отображение β ∈ L такое, что A1, A2 ∈ X/ ker (β).

(iv) Пусть A ∈ XL, |A| > 2 и A = A1 ∪ A2 для некоторых A1, A2 ∈ XL.

Если |A2| > 1, A2 = A21 ∪ A22 для некоторых A21, A22 ∈ XL, тогда по

меньшей мере одна из мощностей |A21|, |A22| не больше чем |A1|.

Доказательство. (i) Предположим, что существуют A,B ∈ XL такие, что

A ∩ B = C /∈ {A,B}, C ̸= ∅. Пусть α, β ∈ L — такие преобразования, что

A ∈ X/ ker (α), B ∈ X/ ker (β). Возьмем a ∈ A \ C, b ∈ B \ C, c ∈ C, тогда

aker (α) = cker (α) ̸= bker (α), aker (β) ̸= bker (β) = cker (β).

Пусть γ ∈ L — такое преобразование, что im (γ) = {a, b, c}. Рассмотрим преоб-

разования γ1 = γα, γ2 = γβ. Имеем γ1, γ2 ∈ D2 ∩ L и

X/ ker (γ1) = {{a, c}γ−1, {b}γ−1},
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X/ ker (γ2) = {{b, c}γ−1, {a}γ−1}.

Условие X/ ker (γ1) ̸= X/ ker (γ2) противоречит следствию 3.2.1.

(ii) Проведем доказательство индукцией по числу множеств в XL, содер-

жащих A. Если A = X, |X| > 1, доказательство следует немедленно из след-

ствия 3.2.1: предположим, что для произвольного преобразования φ ∈ L ранга

2 выполняется X/ ker (φ) = {X1, X
′
1}. Тогда X = X1 ∪ X ′

1. Такое разложение

дизъюнктно.

Предположим, что A ̸= X и (ii) справедливо для p множеств, содержащих

A, p ∈ N. Без ограничения общности, можем считать, что

A ⊂ X ′
1, X

′
1 = X2 ∪X ′

2,

A ⊂ X ′
2, X

′
2 = X3 ∪X ′

3,

A ⊂ X ′
3, X

′
3 = X4 ∪X ′

4, . . . ,

A ⊂ X ′
p−1, X

′
p−1 = Xp ∪X ′

p,

A = X ′
p.

Для того, чтобы показать A = A1 ∪ A2, A1, A2 ∈ XL, покажем вначале, что

для любого k ∈ N, 1 6 k 6 p

σk+1 =
(
X1 X2 ... Xk+1 X

′
k+1

x1 x2 ... xk+1 x′k+1

)
∈ L,

где x′k+1 ∈ X ′
k+1, xj ∈ Xj, 1 6 j 6 k + 1.

Действительно, для произвольных фиксированных x1 ∈ X1, x′1 ∈ X ′
1 обо-

значим преобразование из L с образом {x1, x′1} через σ1. Нетрудно видеть, что

xσ1 = x1, x ∈ X1, xσ1 = x′1, x ∈ X ′
1 поскольку σ21 ∈ L.

Предположим, что

σk =
(
X1 X2 ... Xk X

′
k

x1 x2 ... xk x′k

)
∈ L,

где x′k ∈ X ′
k, xj ∈ Xj, 1 6 j 6 k.

Пусть y′k ∈ X ′
k, y

′
k ̸= x′k — произвольные фиксированные элементы, µk ∈

L — преобразования такие, что im (µk) = {x1, x2, . . . , xk, x
′
k, y

′
k}. Поскольку
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µkσk, σk ∈ L и im (µkσk) = im (σk), получим µkσk = σk. Последнее равенство

возможно только в случае, если

im (µk|X1
) = {x1}, im (µk|X2

) = {x2}, . . . ,

im (µk|Xk
) = {xk}, im (µk|X ′

k
) = {x′k, y′k}.

Поскольку x′kµ
−1
k , y′kµ

−1
k ∈ XL и выполняется утверждение (i), получим

{x′kµ−1
k , y′kµ

−1
k } = {Xk+1, X

′
k+1}. Пусть xk+1 ∈ Xk+1, x

′
k+1 ∈ X ′

k+1 — произ-

вольные элементы, ε ∈ L — преобразование, у которого im (ε) = {x1, x2, . . . ,
xk, xk+1, x

′
k+1

}
. Поскольку im (ε) ∈ Tµk

, то ker (ε) = ker (µk) (согласно лем-

ме 3.2.4). Условия ε2 ∈ L, im (ε2) = im (ε) влекут ε = σk+1.

Пусть теперь a1, a2 ∈ A, a1 ̸= a2 и σp ∈ L. Если

µp ∈ L такое, что im (µp) = {x1, x2, . . . , xp, a1, a2} ,

тогда, как было показано выше, im (µp|A) = {a1, a2}. Положим A1 = a1µ
−1
p ,

A2 = a2µ
−1
p . Понятно, что A = A1 ∪ A2, где A1, A2 ∈ XL, A1 ∩ A2 = ∅.

Предположим, что равенство A = B1∪B2 выполняется для других B1, B2 ∈
XL, B1, B2 ⊂ A. Условие B1 ∩B2 ̸= ∅ противоречит утверждению (i) этой лем-

мы. Если A1 ⊂ B1, тогда B2∩A1 ̸= ∅. Аналогичные рассуждения справедливы

и в оставшихся случаях.Таким образом, одновременное существование различ-

ных пар Ai и Bj, i, j ∈ {1, 2} противоречит пункту (i) этой леммы.

(iii) Поскольку A1 ∈ XL, существует преобразование β1 ∈ L такое что

A1 ∈ X/ ker (β1). Если A2 ∈ X/ ker (β1), то доказывать нечего. Пусть A2 /∈
X/ ker (β1). В этом случае для любого класса B ∈ X/ ker (β1) условия B ∩A2 ̸=
∅, B ∩ A2 /∈ {B,A2} противоречат утверждению (i) этой леммы. Следователь-

но, для всех B ∈ X/ ker (β1), B∩A2 ̸= ∅ справедливо включение B ⊂ A2. Через

β′ ∈ L обозначим преобразование множества X такое, что im (β′) ∈ Tβ1. Тогда

для β′ выполняются следующие два факта. Во-первых, ker (β1) = ker (β′) (см.

лемму 3.2.4). Во-вторых, β′ — идемпотент, поскольку β′2 ∈ L и im (β′2) = im (β′),

следовательно, a2β′ ∈ A2 для любых a2 ∈ A2.
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Предположим теперь β2 ∈ L такое преобразование, что A2 ∈ X/ ker (β2). Ес-

ли A1 ∈ X/ ker (β2), то доказывать нечего. Пусть A1 /∈ X/ ker (β2). Точно также

как в предыдущем случае условие C ∈ X/ ker (β2), C ∩A1 ̸= ∅ возможно толь-

ко если C ⊂ A1. Аналогично, пусть β′′ ∈ L — идемпотентное преобразование

такое, что im (β′′) ∈ Tβ2.

Рассмотрим теперь преобразованиеβ = β′β′′ ∈ L. С одной стороны, A1 ∈
X/ ker (β′), откуда A1 ∈ X/ ker (β). С другой стороны, условия a2β

′ ∈ A2 для

всех a2 ∈ A2 и A2 ∈ X/ ker (β′′) влекут A2 ∈ X/ ker (β).

(iv) Пусть выполняется условие пункта (iv). Если |A1| > |A2|, то доказывать

нечего. Предположим, что |A1| 6 |A2|. Для определенности предположим, что

|A21| 6 |A22|. Докажем |A1| > |A21|.
Предположим противное. Тогда |A1| < |A21| 6 |A22| < |A2|.
Если A = X, то возьмем α, β ∈ L такие, что im (α) = A21 ∪A22 и A21, A22 ∈

X/ ker (β) (см. предыдущий пункт). Положим A′
i = A21α

−1∩Ai и A′′
i = A22α

−1∩
Ai, i ∈ {1, 2}. Учитывая |A2iα

−1| > |A1|, хотя бы в одной паре A′
1, A

′
2 или

A′′
1, A

′′
2 оба множества одновременно непусты. Рассмотрим произведение αβ ∈ L.

Имеем X/ ker (αβ) = {A′
1 ∪ A′

2, A
′′
1 ∪ A′′

2}, что невозможно, поскольку тогда по

крайней мере один класс будет иметь непустое пересечение и с A1, и с A2 ∈ XL

одновременно. Таким образом, |A1| > |A21|.
Пусть A ̸= X, обозначим класс из XL, не содержащий A, через S1, а содер-

жащий — через S ′
1, т. e. A ⊆ S ′

1. Если A ⊂ S ′
1 то через S2, S ′

2 обозначим классы

из XL для которых S ′
1 = S2∪S ′

2 и A ⊆ S ′
2. Будем переобозначать таким образом

все элементы из XL до тех пор, пока не получим A = S ′
t для некоторого на-

турального t. Рассмотрим систему подмножеств {S1, S2, . . . , St}. Заметим, что

Si ∩ Sj = ∅ = Si ∩ A, Sj ∪ Si /∈ XL для любых 1 6 i ̸= j 6 t.

Как и для случая A = X построим преобразование γ ∈ L такое, что

im (γ|A) = {A21, A22}.
Пусть s1, s2, . . . , s′t — произвольные фиксированные элементы из S1, S2, . . .,

S ′
t соответственно. Аналогично доказательству пункта (ii) индукцией можно

показать, что σt =
(
S1 S2 S3 ... St S

′
t

s1 s2 s3 ... st s
′
t

)
∈ L. Положим γ ∈ L, im (γ) = {s1, s2,
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. . . , st} ∪ A21 ∪ A22. Напомним, что A21 ∪ A22 ⊂ S ′
t = A. Понятно, что γσt = σt,

откуда γ =
(
S1 S2 S3 ... St S′

t
s1 s2 s3 ... st A21∪A22

)
. Таким образом, im (γ|A) = {A21, A22}. Поло-

жим A′
i = A21α

−1∩Ai и A′′
i = A22α

−1∩Ai, i ∈ {1, 2}. Учитывая |A2iγ
−1| > |A1|,

по крайней мере в одной паре A′
1, A

′
2 или A′′

1, A
′′
2 оба подмножества непусты. Рас-

смотрим произведение αβ ∈ L. Как было показано выше, условие γβ ∈ L про-

тиворечит пункту (i) этой леммы, поскольку X/ ker (γβ) = {A′
1 ∪ A′

2, A
′′
1 ∪ A′′

2}.
Таким образом, получим |A1| > |A21|.

Двойственным образом можно показать, что |A1| > 1, A1 = A11 ∪ A12 для

некоторых A11, A12 ∈ XL, тогда по крайней мере одна из мощностей |A11|, |A12|
не более чем |A2|.

Следствие 3.2.2. Для любого L -сечения L полугруппы Tn, n > 2 семей-

ство подмножеств XL представимо полным бинарным деревом.

Доказательство. Согласно лемме 3.2.5, пункт (ii), X единственным обра-

зом можно представить в виде дизъюнктного объединения двух классов из XL.

ПоложимB0 = X и обозначим классы из разложенияB0 черезB1 иB2. Каждый

из полученных неодноэлементных классов в свою очередь также представляет-

ся в виде объединения двух других классов из XL. Без ограничения общности

можем считать, что |B1| > 1, B1 = B11 ∪ B12, B11, B12 ∈ XL. Пусть α, β ∈ L —

преобразование такое, что im (α) = B11 ∪ B12, B11, B12 ∈ X/ ker (β). Поскольку

rk (αβ) = 2, то по следствию 3.2.1 получим X/ ker (αβ) = {B1, B2}, откуда

{B11α
−1, B12α

−1} = {B1, B2}. Переобозначим множества B11, B12 так, чтобы

выполнялись равенства B1α = B11, B2α = B12. То же самое проделаем с каж-

дым неодноэлементным классом. Понятно, что мы получим полное бинарное

дерево.

Полученные классы будем обозначать через Baj, где j ∈ {1, 2}, a — индекс

исходного множества (Ba = Ba1 ∪ Ba2) и если α′ ∈ L — преобразование у

которого im (α′) = Ba1 ∪Ba2, то B1α
′ = Ba1, B2α

′ = Ba2.

Везде далее под семейством XL будем понимать семейство подмножеств,

построенное в предыдущей лемме.
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Пусть α ∈ L, Ba ∈ XL, a ∈ {1, 2}∗. Понятно, что Baα содержится в некото-

ром классе из XL. Возникает вопрос: существует ли класс Bc ∈ XL, c ∈ {1, 2}∗,
Bc ̸= Ba такой, что ⟨Baα⟩∩Bcα ̸= ∅? Следующая лемма дает негативный ответ

на этот вопрос.

Лемма 3.2.6. Пусть α ∈ L и Ba, Bc ∈ XL — произвольные классы. Если

|⟨Baα⟩| > 1 и Ba ∩Bc = ∅, то ⟨Baα⟩ ∩Bcα = ∅.

Доказательство. Пусть Ba∩Bc = ∅. Обозначим класс изXL, равный ⟨Baα⟩
через Bb, b ∈ {1, 2}∗.

Предположим, что Baα∩Bcα ⊆ Bb. В этом случае для любого x ∈ Baα∩Bcα

получим xα−1 ∈ X/ ker (α) и xα−1 ∩ Ba ̸= ∅ ̸= xα−1 ∩ Bc. По лемме 3.2.5, (i)

имеем Ba ∩Bc ̸= ∅. Следовательно, Baα ∩Bcα = ∅.

Предположим теперь, что Baα ∩ Bcα = ∅ и Baα ∪ Bcα ⊆ Bb. Поскольку

Bb = ⟨Baα⟩, то Baα имеет непустое пересечение с Bb1 и Bb2 одновременно.

Поэтому не теряя общности рассуждений, можем предположить, что Bcα ∩
Bb1 ̸= ∅. Пусть B′

a ⊂ Ba, B
′
c ⊆ Bc — максимальные подмножества такие, что

B′
aα ⊂ Bb1, B

′
cα ⊆ Bb1. Через β обозначим преобразование из L такое, что

Bb1 ∈ X/ ker (β). Нетрудно видеть, что B′
a ∪ B′

c ∈ X/ ker (αβ), так как αβ ∈ L,

то B′
a ∪ B′

c ∈ XL. Таким образом, класс B′
a ∪ B′

c имеет непустое пересечение с

Ba. Это противоречит лемме 3.2.5, (i).

Таким образом, ⟨Baα⟩ ∩ Bcα = ∅.

Лемма 3.2.7. Пусть µ ∈ L — произвольное преобразование, Bs ∈ XL —

произвольный элемент, s ∈ {1, 2}∗ и |Bs| > 1. Пусть Bp = ⟨Bsµ⟩ ∈ XL,

p ∈ {1, 2}∗. Если |Bp| > 1, то Bsiµ ⊆ Bpi, i ∈ {1, 2}.

Доказательство. Пусть выполняется условие леммы. Поскольку |Bp| > 1,

получим Bpi ∩ im (µ) ̸= ∅, i ∈ {1, 2}. Согласно лемме 3.2.6 для всех Ba ∈ XL

таких, что Ba ∩ Bs = ∅ имеет место условие Bp ∩ Baµ = ∅. Следовательно,

(im (µ) ∩ Bpi)µ
−1 ⊂ Bs, i ∈ {1, 2}. Поскольку в L существует преобразование

β, у которого Bp1, Bp2 ∈ X/ ker (β) (лемма 3.2.5, (iii)), то (im (µ) ∩ Bpi)µ
−1 ∈
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X/ ker (µβ), i ∈ {1, 2}. Учитывая

(im (µ) ∩Bp1)µ
−1 ∪ (im (µ) ∩Bp2)µ

−1 = Bs, получим

{(im (µ) ∩Bp1)µ
−1, (im (µ) ∩Bp2)µ

−1} = {Bs1, Bs2}.

Следовательно, для фиксированного i ∈ {1, 2} существует ki ∈ {1, 2} такое,

что Bsiµ ⊆ Bpki.

Если Bp = B0, то Bs = B0. Пусть b1 ∈ B1, b2 ∈ B2 — произвольные фик-

сированные элементы, σ =
(
B1 B2

b1 b2

)
. В доказательстве леммы 3.2.5, (ii) было

показано, что σ ∈ L. Так как im (σ) = im (µσ), имеем σ = µσ, откуда немед-

ленно получаем Bsiµ ⊆ Bpi, i ∈ {1, 2}.
Предположим Bp ̸= B0. Докажем сначала, что для любого η ∈ L если Bp =

⟨Bsη⟩, то Bsiη, Bsiµ ⊆ Bpki, i ∈ {1, 2}.
Пусть B0 = B1 ∪ B2, тогда обозначим через K1 множество, которое не со-

держит Bp, и через K ′
1 — множество, которое содержит Bp. Если K ′

1 ̸= Bp,

то аналогичным образом в разложении K ′
1 обозначим ту компоненту, кото-

рая не содержит Bp через K2, а компоненту, которая содержит Bp — через

K ′
2. Таким образом, мы получим систему попарно непересекающихся множеств

K1, K2, . . . , Km ∈ XL, m ∈ N таких, что Ki ∩ Bp = ∅, 1 6 i 6 m, и K ′
m = Bp.

Пусть {k1, k2, . . . , km, k′m} — произвольная трансверсаль семейства {K1, K2, . . . ,

Km, K
′
m}. Как было показано в доказательстве леммы 3.2.5, (ii), индукцией

можно доказать, что δm =
(
K1 K2 K3 ... Km K ′

m

k1 k2 k3 ... km k′m

)
∈ L.

Пусть b1 ∈ Bp1, b2 ∈ Bp2 — произвольные фиксированные элементы, γ ∈ L

— такое преобразование, что im (γ) = {k1, k2, . . . , km, b1, b2}. Поскольку γδm ∈ L

и im (γδm) = im (δm), получим γ =
(
K1 K2 K3 ... Km Bp

k1 k2 k3 ... km {bp1,bp2}

)
. Откуда, согласно

лемме 3.2.5, (i) получим, что Bp1, Bp2 ∈ X/ ker (γ). Учитывая γ2 = γ ∈ L,

имеем γ =
(
K1 K2 K3 ... Km Bp1 Bp2

k1 k2 k3 ... km b1 b2

)
.

Условие Bsη, Bsµ ⊆ Bp означает, что im (η) и im (µ) содержат предста-

вителей одних и тех же классов из K1, K2, . . . , Km. Следовательно, im (ηγ) =

im (µγ), откуда ηγ = µγ. Последнее влечет, в частности, Bsiη, Bsiµ ⊆ Bpki,

i ∈ {1, 2}.
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Докажем теперь, что Bsiµ ⊆ Bpi, i ∈ {1, 2}. Предположим обратное: Bsiµ ⊆
Bpj, i, j ∈ {1, 2}, i ̸= j. Пусть ψ, ψ′ ∈ L, im (ψ) = Bs, im (ψ′) = Bp. По постро-

ению семейства XL (см. следствие 3.2.2) Biψ = Bsi, Biψ
′ = Bpi, i ∈ {1, 2}. С

другой стороны, ψµ ∈ L и Bi(ψµ) = Bsiµ ⊆ Bpj. Противоречие Biψ
′ ⊆ Bpi,

Bi(ψµ) ⊆ Bpj, i, j ∈ {1, 2}, i ̸= j доказывает лемму.

Следствие 3.2.3. Для любого L -сечения L полугруппы Tn, n > 2, семей-

ство подмножеств XL является L-семейством.

Доказательство. Учитывая следствие 3.2.2, семейство подмножествXL пред-

ставляет собой полное бинарное дерево. Пусть Ba — произвольный элемент из

XL. На самом деле, в доказательстве леммы 3.2.5, (iv) было показано, что нера-

венство |Baijb| 6 |Bajb|, i, j ∈ {1, 2}, i ̸= j выполняется для пустого b. Без

ограничения общности будем считать, что i = 2, j = 1 и рассмотрим неравен-

ство |Ba21| 6 |Ba1|. Пусть γ ∈ L — такое преобразование, что im (γ|Ba
) = Ba2.

По предыдущей лемме im (γ|Ba1b
) = Ba21b для всех b ∈ {1, 2}∗ таких, что

Ba1b, Ba21b ∈ XL. Следовательно, |Ba21b| 6 |Ba1b| для всех b ∈ {1, 2}∗ таких, что

Ba21b, Ba1b ∈ XL. Двойственным образом можно показать, что |Ba12b| 6 |Ba2b|
для всех b ∈ {1, 2}∗ таких, что Ba2b, Ba∗b ∈ XL.

Теперь осталось только определить строгий линейный порядок на множестве

X. Для любых x, y ∈ X будем считать, что x меньше чем y, если x ∈ Bb1,

y ∈ Bb2 для некоторых Bb1, Bb2 ∈ XL. Такое определение порядка корректно,

поскольку, во-первых, Bb1, Bb2 не пересекаются, а во-вторых, XL содержит все

одноэлементные подмножества X.

Таким образом, семейство подмножеств XL удовлетворяет определению L-

семейства.

Следствие 3.2.4. Всякое L -семейство Tn имеет вид LΓ
X для подходящего

L-семейства Γ на множестве X.

Доказательство. Если |X| = 1, то XL = {B0}, и β ∈ L имеет вид αX . Пусть

далее |X| > 1. Предположим, что im (β) = {m},m ∈ X. Тогда существует класс

Bw ∈ XL, w ∈ {1, 2}∗ такой, что Bw = {m}, а значит β = α{m} ∈ LXL

X .
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Пусть Ba = ⟨im (β)⟩, Ba ∈ XL, | im (β)| > 1. По лемме 3.2.7 получим

Biβ ⊆ Bai, следовательно, im (β|Bi
) = B′

ai ∩ im (β), i ∈ {1, 2}. Аналогичные

рассуждения справедливы для каждого преобразования β|Bi
, i ∈ {1, 2}, и т.д.,

пока не получим |Bat ∩ im (β)| = 1 для некоторого Bat ∈ XL, t ∈ {1, 2}∗. Следо-

вательно, β = αim (β) ∈ LXL

X . Поскольку im (β), β ∈ L пробегает все возможные

подмножества X, имеем L = LXL

X .

Следствие 3.2.4 завершает доказательство теоремы 3.2.1.

3.2.3. Число L -сечений полугруппы Tn. Выясним сначала, как под-

считать все возможные L-семейства над данным множеством X.

Определение 3.2.6. Произвольное L-семейство над n-элементным множе-

ством будем обозначать через Γn. Пусть n > 2, Γn = {Aa} — некоторое L-

семейство, и s, t ∈ {1, 2, . . . , n} такие, что s + t 6 n. Обозначим через Qs,t

множество всех пар (Γs,Γt) L-семейств Γs и Γt таких, что:

(a) Γs = Γn(a) и Γt = Γn(b) для a, b ∈ {1, 2}∗ таких что Aa ∩ Ab = ∅;

(b) если s > 1, то Γs(2) 6 Γt, и если t > 1, то Γt(1) 6 Γs.
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Рис. 3.6. Γ4 и Γ5 такие, что (Γ4, Γ5) /∈ Q4,5

Пример 3.2.5. Рис.3.6 демонстрирует пары L-семейств (Γ4, Γ5), которые

не принадлежат множеству Q4,5. Для простоты мы обозначили узлы деревьев

мощностями соответствующих им множеств.
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Как видно по рисунку, Γ4 и Γ5(1) не удовлетворяют условию Γ5(1) 6 Γ4

(2 > 1 на первой правой позиции). Тем не менее, Γ5 и Γ4(2) удовлетворяют

условию Γ4(2) 6 Γ5.

Зафиксируем линейный порядок < на n-элементном множестве X и обозна-

чим через Qn число L-семейств над X.

Утверждение 3.2.2. Число Qn всех возможных L-семейств Γ на линейно

упорядоченном множестве (X,<), |X| = n, задается формулой:

Q1 = 1, Qn =
∑
s,t

s+t=n

|Qs,t| если n > 2.

Доказательство. Очевидно, Q1 = 1. Пусть n > 2 и Γn — произвольное L-

семейство над (X,<) и пусть Γs = Γn(1) и Γt = Γn(2). Понятно, что s + t = n.

Согласно пункту (ii) утверждения 3.2.1, получим Γs 6 Γn, Γt 6 Γn, откуда

Γs(2) 6 Γt, Γt(1) 6 Γs и таким образом (Γs,Γt) ∈ Qs,t. Понятно тогда, что

отображение Γn → (Γn(1),Γn(2)) — биекция из множества L-семейств над (X,<)

в объединение множеств Qs,t, s+ t = n.

Можно также доказать это утверждение, используя, например, первое опре-

деление L-семейства (условие (3.1)): поскольку Γn — L-семейство, если |A1| > 1

то |A12b| 6 |A2b| для всех b ∈ {1, 2}∗, следовательно, Γs(2) 6 Γt. Аналогично

получим Γt(1) 6 Γs.

Таким образом, Γs,Γt ∈ Qs,t и Qn =
∑

s+t=n |Qs,t|, при n > 2.

Ниже приведены начальные значения Qn, n ∈ N, рассчитанные с помощью

компьютерно программы.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Qn 1 1 2 3 6 10 18 32 58 101 184 326 580 1024

n 15 16 17 18 19 20 21 22 23

Qn 1812 3197 5650 9951 17562 30969 54652 96361 169754
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n 24 25 26 27 28 29 30

Qn 298528 524224 918751 1607386 2806996 4893730 8517945

Возникает вопрос: всегда ли различным L-семействам соответствуют L -

сечения Tn. Чтобы ответить на этот вопрос введем понятие подобных L-семейств.

Предположим a ∈ {1, 2}∗ — произвольное слово. Слово a, полученное заме-

ной 1 на 2 и 2 на 1, обозначается ā.

Определение 3.2.7. Пусть Γ1 = {Aa}, Γ2 = {Ba} — произвольные L-

семейства над X1 и X2, соответственно. Будем говорить, что Γ1 и Γ2 подобны,

если

∀a ∈ {1, 2}∗ |Aa| = |Ba| или |Aa| = |Bā|.

Подобные L-семейства Γ1 и Γ2 будем обозначать Γ1 ∼ Γ2.

Отношение подобия, очевидно, является отношением эквивалентности, ко-

торое и разбивает множество всех L-семейств над n-элементным множеством

на неперсекающиеся классы.

Следующая лемма показывает, когда различным L-семействам соответству-

ют равные L -сечения.

Лемма 3.2.8. Пусть <1, <2 — строгие линейные порядки на X, Γ1 = {Aa},
Γ2 = {Ba} — произвольные L-семейства над (X,<1) и (X,<2), соответствен-

но. Если L1 = LΓ1
<1

, L2 = LΓ2
<2

— соответствующие L -сечения Tn, тогда

L1 = L2 тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих усло-

вий:

(i) Γ1 = Γ2 (т. e. Γ1 ∼ Γ2 и <1 = <2);

(ii) Γ1 ∼ Γ2 и <2 = <−1
1 .

Доказательство. Достаточность. Очевидно, (i) влечет L1 = L2. Предпо-

ложим, имеет место (ii). Тогда Aa = Ba для всех a ∈ {1, 2}∗. Для доказательства

L1 = L2, достаточно показать, что αAa

M = αBa

M для всех a ∈ {1, 2}∗ и непусто-

го M ⊆ X. Проведем доказательство индукцией по |M |. Пусть M = {m}.
Если Aa = ∅, то Ba = Aa = ∅, и so αAa

M = ∅ = αBa

M . Если Aa ̸= ∅ то
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dom (αAa

M ) = Aa = Ba = dom (αBa

M ) и для всех x из области определения,

xαAa

M = m = xαBa

M , что означает αAa

M = αBa

M .

Пусть |M | > 1 и предположим, что αAa

M = αBa

M для всех a ∈ {1, 2}∗ при

M1 ⊆ X, |M1| < M . Снова, если Aa = ∅, то Ba = Aa = ∅, и следовательно,

αAa

M = ∅ = αBa

M . Предположим, что Aa ̸= ∅ и пусть ⟨M⟩ = Ab, b ∈ {1, 2}∗. Тогда

Bb = Ab = ⟨M⟩, и таким образом,

αAa

M = αAa1

M∩Ab1
∪ αAa2

M∩Ab2
,

αBā

M = αBā1

M∩Ab̄1
∪ αBā2

M∩Ab̄2
= α

Ba2

M∩Ab2
∪ αBa1

M∩Ab1
.

По предположению индукции, αAa1

M∩Ab1
= α

Ba1

M∩Ab1
и αAa2

M∩Ab2
= α

Ba2

M∩Ab2
. Таким

образом, αAa

M = αBā

M .

Необходимость. Пусть L1 = L2. Как следует из доказательства следствия 3.2.4,

Γ1 и
∪
α∈L1

X/ kerα совпадают как наборы множеств. То же самое можно ска-

зать про Γ2 и L2. Поскольку L1 = L2, получаем, что Γ1 и Γ2 совпадают как

наборы множеств.

Если <1 = <2, то Γ1 и Γ2 совпадают как L-семейства, следовательно, полу-

чаем (i). Предположим <2 = <−1
1 . Тогда Aa = Ba для всех a ∈ {1, 2}∗, откуда

Γ1 ∼ Γ2, и тогда получим (ii).

Для завершения доказательства остается показать, что во всех остальных

случаях мы получим противоречия. Пусть <1 ̸= <2 ̸= <1
−1. Поскольку Γ1 и Γ2

совпадают как наборы множеств, то либо A1 = B1 и A2 = B2, либо A1 = B2 и

A2 = B1. Предположим Ai = Bi, i ∈ {1, 2}. Пусть x, y ∈ X такие, что x <1 y,

y <2 x. Тогда
(
A1 A2
x y

)
∈ L1,

(
B1 B2
y x

)
=

(
A1 A2
y x

)
∈ L2, что противоречит L1 = L2.

Пусть теперь A1 = B2, A2 = B1. Пусть x, y ∈ X такие, что x <1 y и x <2 y.

В этом случае получим
(
A1 A2
x y

)
∈ L1,

(
B1 B2
x y

)
=

(
A2 A1
x y

)
∈ L2, что невозможно

в силу L1 = L2.

Теорема 3.2.2. Число различных L -сечений конечной симметрической

полугруппы Tn, n > 2, равно Qn · n!2 .

Доказательство. Пусть AΓ и AL — множество всех L-семейств над X и

L -сечений Tn, соответственно. Поскольку существует n! строгих порядков на
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X и Qn L-семейств для каждого строгого порядка <, получим |AΓ| = Qn∆n!.

Пусть отображение ω : AΓ → AL, такое, что Γω = LΓ. По теореме 3.2.1, ω

сюръективно. Предположим, что Γ1ω = Γ2ω и Γ1 ̸= Γ2. Пусть Γ1 = {Aa} и

Γ2 = {Ba}. По лемме 3.2.8, получим Ba = Aā для всех a ∈ {1, 2}. Таким

образом, ω биективно, и таким образом, |AL| = |AΓ|
2 = Qn · n!2 .

3.2.4. Классификация L -сечений Tn до изоморфизма. Известно,

что не все L -сечения полугруппы T (X) изоморфны между собой (см. [42]). В

этом пункте мы выясним когда два различных L-семейства соответствуют изо-

морфным L -сечениям. Пусть везде далее L1 и L2 обозначают два различных

L -сечения полугруппы T (Xn); Γ1 = {Aa}, Γ2 = {Ba} — L-семейства соответ-

ствующие L1 и L2, т. e. L1 = LΓ1

X и L2 = LΓ2

X .

Заметим, что при |X| 6 3 все возможные L -сечения изоморфны, а все

возможные L-семейства подобны. Для произвольного конечного множества X

справедлива следующая лемма.

Лемма 3.2.9. Если Γ1 ∼ Γ2, то L1
∼= L2.

Доказательство. Если |Aa| = |Ba|, то для всех a ∈ {1, 2}∗, будем считать

θ : Γ1 → Γ2 : Aa 7→ Ba,

и если |Aa| = |Bā|, то для всех a ∈ {1, 2}∗ обозначим

θ : Γ1 → Γ2 : Aa 7→ Bā.

Без ограничения общности можем считать, что |Aa| = |Ba|, для всех a ∈
{1, 2}∗. Пусть x, y ∈ X — произвольные элементы и Aa = {x}, Aa ∈ Γ1, a ∈
{1, 2}∗. Определим преобразование ψ множества X следующим образом:

ψ : X → X : x 7→ y ⇔ Aaθ = {y}.

Понятно, что ψ биективно, и для всех a ∈ {1, 2}∗, справедливо Aaψ = Aaθ,

где Aaψ = {xψ | x ∈ Aa}. Let

τ : L1 → L2 : φ 7→ φ′ = ψ−1φψ.
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Убедимся, что φ′ ∈ LΓ2

X . Точнее, покажем, что φ′ = α(imφ)ψ для φ ∈ L1 и φτ = φ′.

Пусть a ∈ {1, 2}∗ — произвольное слово такое, что Aa ̸= ∅. Рассмотрим образ

Ba отображения φ′. Поскольку ψ — биективно, получим

⟨Baφ
′⟩ = ⟨(Aaψ)(ψ

−1φψ)⟩ = ⟨Aa(φψ)⟩ = ⟨(Aaφ)ψ⟩. (3.3)

Обозначим через M образ φ, т. е. φ = αM . Пусть M = {m1,m2, . . . ,mk} для

m1,m2, . . . ,mk ∈ X. По определению αM получим

αM = α
Ab1

{m1} ∪ α
Ab2

{m2} ∪ . . . ∪ α
Abk

{mk}

для подходящих b1, b2, . . . , bk ∈ {1, 2}∗. В силу произвольности a ∈ {1, 2}∗ в (3.3)

получим, что ⟨Bbiφ
′⟩ = ⟨(Abiφ)ψ⟩ = ⟨{miψ}⟩, 1 6 i 6 k. Поскольку Bbi, 1 6 i 6

k, попарно непересекающиеся, и |Bb1 ∪Bb2 ∪ . . . Bbk| = |Ab1 ∪Ab2 ∪ . . . Abk| = |X|,
получим Bb1 ∪Bb2 ∪ . . . Bbk = X, следовательно, im (φ′) = (imφ)ψ.

Для доказательства φ′ = α(imφ)ψ теперь достаточно показать, что φ′|Ba
=

αBa

(Aaφ)ψ
для всех a ∈ {1, 2}∗. Проведем доказательство индукцией по |(Aaφ)ψ|.

Если Ba = ∅, то φ′|Ba
= ∅ = αBa

(Aaφ)ψ
. Если |Ba| = |Aa| ̸= 0 и (Aaφ)ψ = {m}, то

dom (αBa

(Aaφ)ψ
) = Ba = dom (φ′|Ba

), и по (3.3)

⟨im (φ′|Ba
)⟩ = ⟨(Aaφ)ψ⟩ = ⟨{m}⟩,

таким образом, для всех x из данной области определения, xφ′|Ba
= m =

xαBa

(Aaφ)ψ
, откуда φ′|Ba

= αBa

(Aaφ)ψ
.

Пусть |(Aaφ)ψ| > 1 и предположим, что утверждение выполняется для всех

непустых M1 ⊆ X таких, что |M1| < |(Aaφ)ψ|. Снова, если Ba = ∅, то φ′|Ba
=

∅ = αBa

(Aaφ)ψ
. Предположим Ba ̸= ∅, тогда, очевидно, φ′|Ba

= φ′|Ba1
∪ φ′|Ba2

.

По индуктивному предположению φ′|Ba1
= αBa1

(Aa1φ)ψ
и φ′|Ba2

= αBa2

(Aa2φ)ψ
. Таким

образом

φ′|Ba
= αBa1

(Aa1φ)ψ
∪ αBa2

(Aa2φ)ψ
= αBa

(Aaφ)ψ
для всех a ∈ {1, 2}∗.

Следовательно,

φ′ = αB1

(A1φ)ψ
∪ αB2

(A2φ)ψ
= αB1∪B2

(A1φ∪A2φ)ψ
= α(imφ)ψ ∈ LΓ2

X .
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Поскольку αMτ = αMψ, M ⊆ X, и ψ биективно, получим, что τ также биек-

тивно.

Наконец, для всех β, γ ∈ L1, получим

(β)τ(γ)τ = ψ−1(βγ)ψ = (βγ)τ.

Для доказательства обратного утверждения нам понадобится ряд вспомо-

гательных утверждений.

Пусть τ : L1 → L2 — изоморфизм. И в L1, и в L2, множества {cx | x ∈ X}
константных отображений образовуют минимальный идеал. Таким образом, τ

отображает {cx | x ∈ X} на {cx | x ∈ X}. Для x ∈ X, обозначим через x′

элемент X такой, что cxτ = cx′.

Для произвольных фиксированных Aa ∈ Γ1 и x ∈ Aa обозначим через

φ(Aa, x) преобразование L1 с образом (X \Aa)∪{x}. Кроме того, если L1
∼= L2,

везде далее через τ будем обозначать изоморфизм из L1 в L2.

Лемма 3.2.10. Пусть L1
∼= L2. Для всех Aa ∈ Γ1, x ∈ Aa, выполняются

следующие утвреждения:

(i) φ(Aa, x)|X\Aa
= idX\Aa

, φ(Aa, x)|Aa
= cx.

(ii) найдется Ba′ ∈ Γ2 такое, что |Aa| = |Ba′| и φ(Aa, x)τ = φ(Ba′, x
′), где

cxτ = cx′.

Доказательство. (i) Для всякого Aa ∈ Γ1, x ∈ Aa, рассмотрим преобразо-

вание φ(Aa, x) ∈ L1 у которого

im (φ(Aa, x)) = (X \ Aa) ∪ {x}.

Отметим, что φ(Aa, x) = cx при Aa = X, и φ(Aa, x) = idX при |Aa| = 1.

Предположим, что Aa ̸= X, |Aa| > 1. Переобозначим элементы Γ1 сле-

дующим образом: пусть X = X1 ⊎ X ′
1, если Aa ⊆ X ′

1; X ′
1 = X2 ⊎ X ′

2, если

Aa ⊆ X ′
2; . . ., и т.д. до тех пор, пока для некоторого натурального p не получим

X ′
p−1 = Xp ⊎X ′

p и Aa = X ′
p, где C = D ⊎ E означает C = D ∪ E и D ∩ E = ∅.
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Как было показано в 3.2.5, (ii)

σp =
(
X1 X2 ... Xp X

′
p

x1 x2 ... xp x′p

)
∈ L1, (3.4)

где x′p ∈ X ′
p, xj ∈ Xj, 1 6 j 6 p. Поскольку X \ Aa = X1 ∪ X2 ∪ . . . ∪ Xp, и

x ∈ Aa = X ′
p при X ′

p ∩Xi = ∅ для всех 1 6 i 6 p, то

im (φ(Aa, x)σp) = im (σp).

Так как φ(Aa, x)σp, σp ∈ L1, то φ(Aa, x)σp = σp. Последнее возможно для любых

σp как (3.4), только если φ(Aa, x)|X\Aa
= idX\Aa

, φ(Aa, x)|Aa
= cx.

(ii) Пусть x, t ∈ Aa, z ∈ X \ Aa. С одной стороны,

(czφ(Aa, x))τ = czτ = cz′ и (czτ)(φ(Aa, x)τ) = cz′(φ(Aa, x)τ), (3.5)

следовательно, cz′(φ(Aa, x)τ) = cz′. С другой стороны,

(ctφ(Aa, x))τ = cxτ = cx′ и (ctτ)(φ(Aa, x)τ) = ct′(φ(Aa, x)τ), (3.6)

следовательно, ct′(φ(Aa, x)τ) = cx′. Рассмотрим x′(φ(Aa, x)τ)
−1 ∈ kerφ(Aa, x)τ .

Для всех t ∈ Aa, z ∈ X \ Aa получим cz′ ̸= cx′ (так как x ̸= z), cz′(φ(Aa, x)τ) =

cz′, ct′(φ(Aa, x)τ) = cx′. Таким образом,

x′(φ(Aa, x)τ)
−1 = {t′ | t ∈ Aa},

и значит {t′ | t ∈ Aa} ∈ X/ kerφ(Aa, x)τ . Как видно из доказательства след-

ствия 3.2.4, Γ2 и ∪α∈L2
X/ kerα совпадают как семейства подмножеств множе-

ства X, таким образом найдется такое Ba′ ∈ Γ2, при некотором a′ ∈ {1, 2}∗, что

Ba′ = {t′ | t ∈ Aa}. В силу биективности τ , получим |Aa| = |Ba′|. Более того,

согласно (3.5) и (3.6), (φ(Aa, x)τ)|X\Ba′
= idX\Ba′

и (φ(Aa, x)τ)|Ba′ = cx′, x′ ∈ Ba′.

Следовательно, φ(Aa, x)τ = φ(Ba′, x
′) и cx′ = cxτ .

Обозначим множество всех подмножеств множества X через U(X).

Лемма 3.2.11. Пусть L1
∼= L2, ψ : U(X) → U(X) : M 7→ M ′ ⇔ αMτ =

αM ′. Имеют место следующие утверждения:

(i) Aaψ ∈ Γ2 для любых Aa ∈ Γ1;
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(ii) (Aaβ)ψ = Aaψ(βτ) для любых Aa ∈ Γ1 и β ∈ L1.

Доказательство. (i) Понятно, что если |Aa| = 1, то Aaψ ∈ Γ2. Пусть

|Aa| > 1 и α = αAa
∈ L1. Пусть для произвольного фиксированного элемента

x ∈ Aa

φ(Aa, x)τ = φ(Ba′, x
′),

где Ba′ ∈ Γ2, x′ ∈ Ba′ и |Aa| = |Ba′|. Поскольку αφ(Aa, x) = cx, получим

(ατ)φ(Ba′, x
′) = cx′, следовательно, im (ατ) ⊆ Ba′. Предположим, что rk (α) >

rk (ατ) и обозначим через β′ преобразование из L2 такое, что im (β′) = Ba′.

Пусть δ ∈ L1 преобразование, с образом im (δ) ⊆ Aa. Точно также как в

лемме 3.2.5, (iv) можно показать, что существует γ ∈ L1, у которого im (γ|Aa
) =

im (δ). Обозначим это преобразование γδ. Таким образом, для всех δ ∈ L1 у

которых im (δ) ⊆ Aa, найдется γδ ∈ L1 такое, что δ = αγδ.

Пусть β = β′τ−1. Поскольку β′φ(Ba′, x
′) = c′x, получим (β′φ(Ba′, x

′))τ−1 =

βφ(Aa, x) = cx, следовательно im (β) ⊆ Aa. Таким образом, β = αδβ, откуда

β′ = (ατ)(δβτ). Но

rk (β′) = rk ((ατ)(δβτ)) 6 rk (ατ) < rk (α).

Полученное противоречие доказывает, что rk (α) = rk (ατ). Следовательно,

| im (ατ)| = |Aa| = |Ba′| и im (ατ) ⊆ Ba′, откуда im (ατ) = Ba′. Таким обра-

зом, αAa
τ = αBa′ , следовательно, Aaψ = Ba′ ∈ Γ2.

(ii) Предположим, что Aa ∈ Γ1 и β ∈ L1. Пусть αAa
τ = αBa′ , Ba′ ∈ Γ2.

Обозначим βτ через β′. Тогда

(αAaβ)τ = (αAa
β)τ = (αBa′)β

′ = αAaψβ
′ = α(Aaψ)β′,

что, по определению ψ, означает (Aaβ)ψ = Aaψ(βτ).

Следствие 3.2.5. Пусть L1
∼= L2, ψ — функция из леммы 3.2.11. Тогда

для всех Aa, Ab ∈ Γ1:

(i) |Aa| = |Aaψ|;
(ii) если Aa ⊆ Ab, то Aaψ ⊆ Abψ;

(iii) если Aa ∩ Ab = ∅, то Aaψ ∩ Abψ = ∅.
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Доказательство. (i) Пусть Aa ∈ Γ1, x ∈ Aa, и (φ(Aa, x))τ = φ(Ba′, x
′) для

некоторых Ba′ ∈ Γ2, x′ ∈ Ba′, при этом |Aa| = |Ba′| (см. лемму 3.2.10, (ii)).

Из доказательства леммы 3.2.11, (i) следует, что Aaψ = Ba′. Таким образом,

|Aa| = |Aaψ|.
(ii) Пусть Aa ⊆ Ab и z ∈ Ab — произвольный фиксированный элемент.

Предположим, что (φ(Ab, z))τ = φ(Bb′, z
′) для некоторых Bb′ ∈ Γ2, z′ ∈ Bb′. По

лемме 3.2.10, (ii), czτ = cz′, следовательно, {z}ψ = {z′}. С одной стороны,

(Aaφ(Ab, z))ψ = {z}ψ = {z′}.

С другой стороны, по лемме 3.2.11, (ii),

(Aaφ(Ab, z))ψ = (Aaψ)(φ(Ab, z)τ) = (Aaψ)φ(Bb′, z
′).

Следовательно, (Aaψ)φ(Bb′, z
′) = {z′}, откуда Aaψ ⊆ Bb′ = Abψ.

(iii) Пусть Aa∩Ab = ∅. Зафиксируем z ∈ Ab и пусть (φ(Ab, z))τ = φ(Bb′, z
′)

для подходящих Bb′ ∈ Γ2, z′ ∈ Bb′. Предположим y ∈ Aa — произвольный

элемент, и cyτ = cy′. По определению ψ тогда получим {y}ψ = {y′}. С одной

стороны,

(yφ(Ab, z))ψ = {y}ψ = {y′}, где y′ ̸= z′.

С другой стороны, по лемме 3.2.11, (ii),

({y}φ(Ab, z))ψ = ({y}ψ)(φ(Ab, z)τ) = {y′}φ(Bb′, z
′).

Таким образом, y′φ(Bb′, z
′) = y′, y′ ̸= z′ для всех y ∈ Aa. Следовательно,

{y′ | cy′ = cyτ, y ∈ Aa} ∩ Abψ = {y′ | cy′ = cyτ, y ∈ Aa} ∩Bb′ = ∅.

Согласно пункту (ii) этого следствия {y′} = {y}ψ ⊆ Aaψ. Поскольку τ биек-

тивно, получим

|Aa| = |{y′ | cy′ = cyτ, y ∈ Aa}|.

Согласно (i) имеет место |Aa| = |Aaψ|, следовательно, Aaψ = {y′ | cy′ = cyτ, y ∈
Aa}. Таким образом, Aaψ ∩ Abψ = ∅.
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Теперь мы можем доказать следующую лемму.

Лемма 3.2.12. Если L1
∼= L2, то Γ1 ∼ Γ2.

Доказательство. Понятно, что лемма справедлива при |X| = 1. Предпо-

ложим, что |X| > 2. Рассмотрим ограничение функции ψ из леммы 3.2.11 на

Γ1 (которое мы также будем обозначать через ψ). Согласно (i) леммы 3.2.11,

ψ : Γ1 → Γ2. Нетрудно видеть из следствия 3.2.5, что либо A1ψ = B1 и

A2ψ = B2, либо A1ψ = B2 и A2ψ = B1. Предположим, что A1ψ = B1 и

A2ψ = B2. Докажем индукцией по |a|, что для всех a ∈ {1, 2}∗, Aaψ = Ba.

Мы уже знаем, что это так для |a| = 1. Пусть k > 1 и предположим, что

Aaψ = Ba для всех a ∈ {1, 2}∗ при |a| 6 k.

Пусть bi ∈ {1, 2}∗, |bi| = k и Abi ∈ Γ1. Как было показано в лемме 3.2.5,

существует преобразование γ ∈ L1 такое, что Abγ = Abi, т.е., γ|Ab
= αAb

Abi
. По

определению 3.2.5,

αAb

Abi
= αAb1

Abi∩Abi1
∪ αAb2

Abi∩Abi2
= αAb1

Abi1
∪ αAb2

Abi2
,

следовательно, Abjγ = Abij, j ∈ {1, 2}. Более того, по индуктивному предполо-

жению, имеют место следующие условия:

(αAb
γ)τ = (αAbi

)τ = αAbiψ = αBbi
,

(αAb
γ)τ = (αAb

τ)(γτ) = (αAbψ)(γτ) = αBb
(γτ).

Следовательно, αBb
(γτ) = αBbi

, и значит Bb(γτ) = Bbi. Так как γτ ∈ L2, полу-

чим (γτ)|Bb
= αBb

Bbi
. По определению 3.2.5,

αBb

Bbi
= αBb1

Bbi∩Bbi1
∪ αBb2

Bbi∩Bbi2
= αBb1

Bbi1
∪ αBb2

Bbi2
,

so Bbj(γτ) = Bbij, j ∈ {1, 2}.
Теперь с одной стороны, согласно (ii) леммы 3.2.11, выполняется Abjψ(γτ) =

(Abjγ)ψ = Abijψ, j ∈ {1, 2}. С другой стороны, по предположению индукции,

получим Abjψ(γτ) = Bbj(γτ) = Bbij, j ∈ {1, 2}. Таким образом, Abijψ = Bbij,

j ∈ {1, 2}. Поскольку Abj — произвольный элемент со свойством |bj| = k, то
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Acψ = Bc для всех c ∈ {1, 2}∗, |c| = k + 1, Ac ∈ Γ1. Таким образом, для всех

a ∈ {1, 2}∗ Aaψ = Ba.

Двойственным образом, можно показать, что если A1ψ = B2 и A2ψ = B1,

то Aaψ = Bā для всех a ∈ {1, 2}∗. Поскольку |Aa| = |Aaψ| для всех a ∈ {1, 2}∗

(по следствию 3.2.5), получим Γ1 ∼ Γ2.

Теперь из лемм 3.2.9 и 3.2.12 получим

Теорема 3.2.3. Два L -сечения полугруппы Tn изоморфны тогда и только

тогда, когда соответствующие им L-семейства подобны.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Диссертация посвящена изучению моноидов сильных эндоморфизмов гипер-

графов. В ходе исследования получены следующие результаты:

1) Установлено, что все сильные эндоморфизмы произвольного бесконечного

графа (n-однородного гиперграфа), сохраняющие некоторое отношение эквива-

лентности на множестве вершин этого гиперграфа, образуют подмоноид монои-

да сильных эндоморфизмов этого графа (гиперграфа), изоморфный сплетению

полугруппы с некоторой малой категорией (теоремы 2.3.2). Это утверждение

справедливо и в конечном случае, поскольку все сильные эндоморфизмы ко-

нечного графа (конечного n-однородного гиперграфа) сохраняют соответству-

ющее отношение эквивалентности. Кроме того, существует класс бесконечных

графов (n-однородных гиперграфов), у которых все сильные эндоморфизмы

сохраняют соответствующие отношение эквивалентности на множестве вершин

этого графа (гиперграфа).

2) Найден критерий регулярности моноида сильных эндоморфизмов произ-

вольного n-однородного гиперграфа.

3) Показано, что графы (и ориентированные, и неориентированные) в об-

щем случае не определяются своими моноидами сильных эндоморфизмов. До-

казано, что n-однородные гиперграфы определяются своим моноидом сильных

эндоморфизмов только и только если n = 0 (теорема 2.5.1).

4) Найдено описание R-, L - и H -сечений моноида сильных эндоморфиз-

мов конечного графа. А именно, показано, что R-, L - и H -сечения рассмат-

риваемого моноида представляют собой прямое произведение, соответственно,

R-, L - и H -сечений подходящих симметрических полугрупп (теоремы 3.1.2–

3.1.4). R-сечение указанного моноида можно построить всегда, и оно един-

ственно с точностью до изоморфизма. Описание L -сечений моноида сильных

эндоморфизмов конечного неориентированного графа сводится к вопросу об
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описании L -сечений симметрической полугруппы. H -сечение моноида силь-

ных эндоморфизмов конечного неориентированного графа существует тогда и

только тогда, когда все классы из канонического сильного фактор-графа одно-

или двухэлементны, а сам моноид удовлетворяет некоторому дополнительному

ограничению. В таком случае полученное H -сечение рассматриваемого моно-

ида будет единственным.

5) Для всякого L-семейства Γ множества X множество LΓ
X представляет со-

бой L -сечение конечной симметрической полугруппы Tn, и наоборот, каждое

L -сечение конечной симметрической полугруппы Tn имеет вид LΓ
X для подхо-

дящего L-семейства Γ на X (теорема 3.2.1). Число различных L -сечений ко-

нечной симметрической полугруппы Tn дает (теорема 3.2.2). Два L -сечения Tn

изоморфны тогда и только тогда, когда подобны соответствующие им L-семей-

ства (теорема 3.2.3). В работе предложен способ подсчета различных L-семейств

и L -сечений. Автору не удалось пока пересчитать подобные L-семейства и со-

ответственно, изоморфные L -сечения полугруппы Tn.

Тем самым решены задачи 1)-6), поставленные во Введении.
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Discrete Mathematics. — 1992. — Vol. 109. — P. 45–57.

30. Deng L.-Z. Green’s relations and regularity for semigroups of transformations

that preserve reverse direction equivalence / L.-Z. Deng, J.-W. Zeng, T.-J. You

// Semigroup Forum. — 2011. — Vol. 83. № 3. — P. 489–498.

31. Deng L.-Z. Green’s relations and regularity for semigroups of transformations

that preserve order and a double direction equivalence / L.-Z. Deng, J.-W. Zeng,

T.-J. You // Semigroup Forum. — 2012. — Vol. 84. № 1. — P. 59–68.

32. Deng L.-Z. Green’s relations and regularity for semigroups of transformations

that preserve double direction equivalence / L.-Z. Deng, J.-W. Zeng, B. Xu //

Semigroup Forum. — 2010. — Vol. 80. — P. 416–425.

33. Fan S. On End-regular birpartite graphs / S. Fan // In Proc. Spring School and

Int. Conf. on Comb. and Graphs. Singapore: World Scientific, 1993. — P. 117–

130.



107

34. Fan S. On End-regular graphs / S. Fan // Discrete Mathematics. — 1996. —

Vol. 159. — P. 95–102.

35. Fan S. Graphs whose strong endomorphism monoids are regular / S. Fan //

Arch. Math. — 1999. — Vol. 73. — P. 419–421.

36. FleischerV. Endomorphism monoids of acts are wreath products of monoids

with small categories / V. Fleischer, U. Knauer. // Semigroups Theory and

Applications: Lecture Notes in Mathematics. — 1988. — Vol. 1320. — P. 84–96.

37. Hou H. Graphs whose endomorphism monoids are regular / H. Hou, Ya. Luo //

Discrete Mathematics. — 2008. — Vol. 308. — P. 3888–3896.

38. Hedrlin Z. How comprehensive is the category of semigroups? / Z. Hedrlin,

J. Lambek // J. Algebra. — 1969. — Vol. 11. — P. 195–212.

39. KilpM. Monoids, acts and categories. / M. Kilp, U. Knauer, A.V. Mikhalev. —

Berlin, New York: de Gruyter, 2000. — De Gruyter expositions in mathematics,

vol. 29. — 533 p.

40. KnauerU. Algebraic Graph Theory: Morphisms, Monoids and Matrices /

U.Knauer // Berlin, Boston: De Grauter, 2011. — De Gruyter studies in

mathematics, vol. 41. — 308 p.

41. KnauerU. Endomorphisms of graphs I. The monoid of strong endomorphisms /

U.Knauer, M. Nieporte // Arch. Math. — 1989. — Vol. 52. — P. 607–614.

42. Kozhuhov I. B. On transversals of the semigroup Tn for the relation L /

I. B. Kozhuhov // Kamyanets-Podolsky, July, 1–7, 2007. — P. 110.

43. Li W. Green’s relations on the strong endomorphism monoid of a graph / W.

Li // Semigroup Forum. — 1993. — Vol. 47. — P. 209–214.

44. Li W. The monoid of strong endomorphisms of a graph / W. Li // Semigroup

Forum. — 1994. — Vol. 49. — P. 143–149.

45. Li W. Graphs with regular monoids / W. Li // Discrete Mathematics. — 2003.

— Vol. 265. — P. 105–118.

46. Ma M. Regularity and Green’s relations for finite E-order-preserving

transformations semigroups / M. Ma, T. You, S. Luo, Y. Yang, L. Wang //

Semigroup Forum. — 2010. — Vol. 80. № 1. — P. 164–173.



108

47. MashevitzkyG. Automorphisms of the endomorphism semigroup of a free

monoid or a free semigroup / G. Mashevitzky, B. M. Schein // Proceedings

Of The American Mathematical Society. — 2003. — Vol. 131. № 6. — P. 1655–

1660.

48. MolchanovV. A. Semigroups of mappings on graphs / V. A. Molchanov //

Semigroup Forum. — 1983. — Vol. 27. — P. 155–199.

49. PeiH. S. Green’s equivalences on semigroups of transformations preserving order

and an equivalence relation / H. S. Pei, Z. Dingyu // Semigroup Forum. — 2005.

— Vol. 71. — P. 241–251.

50. Pastijn F. Free split bands / F. Pastijn, J. Albert // Semigroup Forum, Online

ISSN 1432-2137, Published online: 22 July 2014.

51. Pekhterev V. Idempotent D-cross-sections of the finite inverse symmetric

semigroup ISn / V. Pekhterev // Algebra and Discrete Mathematics. — 2008.

— Vol. 3. — P. 84–87.

52. Pekhterev V. H - and R-cross-sections of the full finite semigroup Tn /

V. Pekhterev // Alg. Discrete Math. — 2003. — Vol. 2. № 3. — P. 82–88.

53. Pultr A. Combinatorial, Algebraic and Topological Representations of Groups,

Semigroups and Categories: North-Holland Mathematical Library, 22 / A. Pultr,

V. Trnkova. — Prague: Academia, 1980. — 372 p.

54. Renner L. Analogue of the Bruhat decomposition for algebraic monoids II /

L. Renner // Journal of Algebra — 1986. — Vol. 101. № 2. — P. 303–338.

55. ScheinB.M. Ordered sets, semilattices, distributive lattices and Boolean

algebras with homomorphic endomorphism semigroups / B.M. Schein // Fund.

Math. — 1970. — Vol. 68. — P. 31–50.

56. Wilkeit E. Graphs whith regular endomorphism monoid / E. Wilkeit // Arch.

Math. — 1996. — Vol. 66. — P. 344–352.

Публикации автора

57. Бондарь Е. А. Представления моноида сильных эндоморфизмов конечных

n-однородных гиперграфов / Е. А. Бондарь, Ю. В. Жучок // Фундамен-

тальная и прикладная математика. — T. 18. № 1. — 2013. — С. 21–34.



109

58. Бондарь Е. А. Полугруппы сильных эндоморфизмов бесконечных графов и

гиперграфов / Е.А. Бондарь, Ю. В. Жучок // Укр. мат. журн. — 2013. —

Т. 65. № 6. — С. 743–754.

59. Бондарь Е.А. L -, R- и H -сечения полугруппы сильных эндоморфизмов

неориентированных графов // Труды ИПММ НАН Украины. — 2013. —

Т. 27.— С. 41–50.

60. Bondar E.A. Representations of the strong endomorphism monoid of finite

n-uniform hypergraphs / E.A. Bondar, Yu.V. Zhuchok // Journal of

Mathematical Sciences (US). — 2014. — Vol. 201. № 4. — P. 421–430.

61. Бондарь Е. А. О регулярности некоторых подполугрупп моноида эндомор-

физмов отношения эквивалентности / Е. А. Бондарь // ПДМ. — 2014. —

№3. Вып. 25. — С. 5–11.

62. BondarЕ. L -cross-sections of the finite symmetric semigroup / E. Bondar //

Algebra and Discrete Mathematics. — 2014. — Vol. 18. № 1. — P. 27–41.

63. BondarЕ. Classification of L -cross-sections of the finite symmetric semigroup

/ E. Bondar // Algebra and Discrete Mathematics. — 2016. — Vol. 21. № 1. —

P. 1–17.

64. BondarЕ. Classification of L -cross-sections of Tn / E. Bondar // Book

of abstracts of the International Algebraic Conference dedicated to 100th

anniversary of L. A. Kaluzhnin. — Kyiv, 2014. — P. 95.

65. BondarЕ. Faithful representations of the strong endomorphism monoid of

graphs and n-uniform hypergraphs / E. Bondar // Groups and Graphs,

Algorithms and Automata: Abstracts of the International Conference and

PhD Summer School in honor of the 80th Birthday of Professor Vyacheslav

A. Belonogov and the 70th Birthday of Professor Vitaly A. Baransky. —

Ekaterinburg. — 2015. — P. 38.

66. BondarЕ. L -, R- and H -cross-sections in strong endomorphism semigroup

of graphs / E. Bondar // International Mathematical conference: abstracts of

talks. — Mykolayiv, 2012. — P. 155.

67. BondarЕ. L -cross-sections of the finite symmetric semigroup / E. Bondar //



110

The 9-th International Algebraic Conference in Ukraine: abstracts of reports. —

L’viv, 2013. — P. 32.

68. BondarЕ. On some subsemigroups of the endomorphism monoid of equivalence

graphs / E. Bondar // XV International Scientific Kravchuck Conference. —

Kyiv, 2014. — Vol. 2. — P. 11.

69. BondarЕ. On L-families / E. Bondar // X International Algebraic Conference

in Ukraine dedicated to the 70th anniversary of Yu. A. Drozd. Abstracts. —

Odessa, 2015. — P. 21.

70. BondarЕ. Strong endomorphisms of infinite graphs and hypergraphs /

E. Bondar // XIV International Scientific Kravchuck Conference. — Kyiv, 2012.

— Vol. 2. — P. 10.

71. BondarЕ. The monoid of strong endomorphisms of hypergraphs / E. Bondar

// 8-ма Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi: збiрник тез (ан-

глiйською мовою). — Луганськ, 2011. — С. 248–250.


