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М Н О ГО О БРА ЗИ Я  П О Л У ГРУ П П , 
НА С В О Б О Д Н Ы Х  О Б Ъ Е К Т А Х  К О Т О РЫ Х  
П О Ч ТИ  ВС Е ВП О Л Н Е И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е  
К О Н Г РУ Э Н Ц И И  1.5-ПЕРЕСТАНОВОЧНБ1*

Одним из наиболее важных и активно изучаемых классов многообразий 
универсальных алгебр является класс конгруэнц-перестановочных многооб
разий, т. е. многообразий, на всех алгебрах которых любые две конгруэнции 
а  и /3 перестановочны  (удовлетворяют равенству а/З =  /За). Важность этого 
класса в немалой степени определяется тем, что он включает в себя все много
образия групп и колец. Но применительно к многообразиям еще одного клас
сического типа алгебр -  полугрупп -  понятие конгруэнц-перестановочности 
оказывается слишком жестким и не представляющим существенного инте
реса. Говоря это, мы имеем в виду следующий факт, впервые доказанный 
еще в начале 60-х годов в [1 ] и впоследствии неоднократно передоказывав- 
шийся и усиливавшийся (см., в частности, [2,3]): многообразие полугрупп 
конгруэнц-перестановочно тогда и только тогда, когда оно является много
образием периодических групп.

Однако условие конгруэнц-перестановочности можно естественным обра
зом ослабить, потребовав, чтобы перестановочными были не все конгруэнции 
на всех полугруппах из многообразия, а только все вполне инвариантные кон
груэнции на всех полугруппах, свободных в данном многообразии. Это ослаб
ленное условие выполнено уже в широких и важных классах многообразий 
полугрупп. В частности, в работах [4] и [5] независимо было доказано, что 
этим свойством обладает всякое вполне простое многообразие, т. е. многооб
разие, состоящее из вполне простых полугрупп. В этих же двух работах (а 
также в ряде более ранних работ разных авторов) в связи с изучением тож 
деств в решетках многообразий полугрупп была выявлена важ ная роль мно
гообразий полугрупп, на свободных объектах которых перестановочны не все 
вполне инвариантные конгруэнции, а только те из них, которые содержатся 
в наименьшей полурешеточной конгруэнции (т. е. наименьшей конгруэнции, 
ф актор по которой -  полуреш етка). Последним свойством, как показано в [4]
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и [5], обладает уже всякое вполне регулярное многообразие, т. е. многообра
зие, состоящее из вполне регулярных  полугрупп (объединений групп).

Д ля краткости назовем многообразия полугрупп, на всех свободных объ
ектах которых любые две вполне инвариантные конгруэнции [содержащие
ся в наименьшей полурешеточной конгруэнции] перестановочны, [почти] /г- 
перестановочными. Условие почти /г-перестановочности, вообще говоря, не 
наследуется подмногообразиями (см. [6], пример 2.10) -  в отличие от усло
вия /г-перестановочности, наследственность которого вытекает из некото
рых простых и весьма общих соображений (см. [6], лемма 1.1). Многообра
зия, все подмногообразия которых почти /г-перестановочны, будем называть 
наследственно почти f i - перестановочными . Отметим, что свободные объ
екты подмногообразий многообразия V -  это в точности относительно сво
бодные полугруппы, принадлежащие V. Поэтому наследственная почти f i -  
перестановочность многообразия V эквивалентна тому, что на всех относи
тельно свободных полугруппах из V (а не только на У-свободных полугруп
пах) любые две вполне инвариантные конгруэнции, содержащиеся в наимень
шей полурешеточной конгруэнции, перестановочны.

Полное описание /г-перестановочных и наследственно почти /г-переста- 
новочных многообразий полугрупп получено в [6], а полное описание почти 
/г-перестановочных многообразий полугрупп -  в [7]. При этом в двух ука
занных работах было установлено, что в некоторых весьма обширных част
ных случаях из [почти] /г-перестановочности многообразия V вытекает, что 
вполне инвариантные конгруэнции а и Д а  У-свободных полугруппах [содер
жащиеся в наименьшей полурешеточной конгруэнции] удовлетворяют следу
ющему условию, существенно более сильному, чем перестановочность:

(здесь и далее через V обозначается объединение в решетке конгруэнций, а 
через и -  теоретико-множественное объединение; первым из этих символов 
ниже будет обозначаться также объединение в решетках многообразий).

Положим а  оп /3 = а/За • • •, где число сомножителей в правой части ра
венства равно п. Напомним, что конгруэнции а  и /3 называются п-переста- 
новочными , если а  оп /3 = /3 оп а. Ясно, что перестановочность конгруэнций -  
это в точности их 2-перестановочность. Общеизвестно, что

Очевидно, что из перестановочности конгруэнций а  и /3 вытекает, что а \ / /3 =  
=  а/З. Ясно, что условие (1) сильнее, чем 2-перестановочность, и слабее, чем 
1-перестановочность. Более того, равенство (2) показывает, что (1) -  это,

а  V /3 =  а  и /3 (1)

аУ  (3 =  а и  (3 и а(3 и  /За и - - - и а о п / З и / З о п а и - -  - . (2)
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вероятно, единственное естественное ограничение на конгруэнции, располо
женное «посередине» между 1-перестановочностью и 2-перестановочностью. 
Поэтому мы будем называть конгруэнции а  и /3 со свойством (1) 1.5-перес
тановочными.

Многообразия полугрупп, на всех свободных объектах которых лю
бые две вполне инвариантные конгруэнции [содержащиеся в наименьшей 
полурешеточной конгруэнции] 1.5-перестановочны, назовем [почти] f i - 1.5- 
перестановочными. Многообразия, все подмногообразия которых почти f i -
1.5-перестановочны, будем называть наследственно почти f i Л.Ъ-переста
новочными. Описание /г-1.5-перестановочных многообразий полугрупп по
лучено в работе [8]. В данной работе описаны почти /г-1.5-перестановочные 
и наследственно почти /г-1.5-перестановочные многообразия полугрупп.

Приведем некоторые определения и обозначения, необходимые для ф ор
мулировки основных результатов работы. Напомним, что многообразие полу
групп называется цепным , если решетка его подмногообразий является це
пью. Отметим, что всякое цепное многообразие групп является периодиче
ским и потому может рассматриваться как многообразие полугрупп. Через 
L(V) обозначается решетка подмногообразий многообразия V, а через var S  -  
многообразие полугрупп, заданное системой тождеств X. Введем обозначения 
для ряда конкретных многообразий полугрупп:

T  =  var {ж =  у }; А р =  var {хру =  у, х у  =  уж}, где р -  простое число;

S  С =  var {ж2 =  ж, х у  =  уж}; С =  var {ж2 =  ж3, х у  =  уж};

C Z  =  var {жу =  ж}; K Z  =  var {жу =  у}; ZJV[ =  var {жу =  0};

С К В  — var {ж2 =  ж, жуж =  жу}; К К В  =  var {ж2 =  ж, жуж =  уж};
C Z M  =  var {x y z  =  жу}; K Z jV l =  var {x y z  =  y z };

V  =  var {жу =  ж2у, ж2у2 =  у2ж2}; V  =  var {жу =  жу2, ж2у2 =  у2ж2}.

В дальнейшем мы будем без специальных оговорок использовать тот общеиз
вестный факт, что многообразия A pı CZ^ K Z , <S£, Z M  и только они являю тся 
атомами решетки всех многообразий полугрупп (см., например, [9]).

Основными результатами работы являю тся следующие две теоремы.

Теорема 1. Многообразие полугрупп  V почти f i -1.5--перестановочно тогда 
и только тогда, когда выполнено одно из следующих условий:

1) V = Ç V F ,  где Q -  цепное многообразие групп, а Т  -  одно из многооб
разий S  С и Т ;

2) V совпадает с одним из многообразий C Z  и K Z ;
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3) V содержит Б С и содержится в одном из многообразий С71ВУ 2 М ,
п п в  V г м ,  с г м  у в с  и п г м  у в с ;

4) V совпадает с одним из многообразий V  и V ;

5) V удовлетворяет одной из следующих систем тождеств:

6) V =  5 С У М , где М  удовлетворяет одной из следующих систем тож-

Ж1Ж2Ж3 =  Х 1Ж х 2 ж х 3 п , х 2 у  =  0, г д е  ж  е {(12), (13), (23)};

Ж1Ж2Ж3 =  Ж1Тж27гЖз7г, х у 2  =  0, г д е  ж  е {(12), (23)};

Ж1Ж2ж3 =  жьгЖгтгЖзтг, х2У =  ХУ21 х2Уг =  где п е { (12)> (23)};
Ж1Ж2ж3 =  жьгЖгтгЖзтг, ж2 у  =  у х 2 , жЗу =  0, г д е  ж  е  {(12), (23)};

Ж1Ж2ж3 =  ж^жгтгЖзтг, ж2 у  =  у х 2 , ж V  =  0, г д е  ж  е  {(12), (23)};

Ж1Ж2Ж3 =  Ж17ГЖ27гЖз7г,ж2у =  уж2,ж3у =  ж2у2,ж2у22; =  0, г д е  ж  е  {(12), (23)};

х у г  =  г у х , х у х  =  0 ;
х у г  =  г у х , ж2у =  ужу, х 2у г  =  0 ;

жу;? =  г у х , ж2у =  жуж, ж3у =  0 ;

жу;? =  ;?уж, ж2у =  жуж, ж2 у2 =  0 ;
2 3 2 2 2 2 пх у г  =  ;?уж, ж у =  жуж, ж у  =  ж у  ,ж у  2: =  О;

жу;? =  у;?ж, ж3у =  0 ;

жу;? =  у;?ж, ж2у2 =  0 ;
3 2 2 2 2 Пжу;? =  угх , ж у = х  у , х  у г = 0 ;

7) V =  С V Л/*; где Л/* удовлетворяет тож дествам  ж2у =  жуж =  уж2 =  О 
тож деству вида Ж1Ж2 Ж3 =  Ж17ГЖ27гЖз7Г длл некоторой нетривиальной  

перестановки  7г.

Теорема 2. Многообразие полугрупп  V наследственно почти fi-\.Ъ-nepe- 
становочно тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих усло
вий:

1 ) V =  3 У Т , где <3 -  цепное многообразие групп, а Т  -  одно из многооб
разий ВС и Т ;

х у г  = 0;

Ж1Ж2ж3 =  Ж1ТЖ27гЖзтг, ж2 =  0, где ж € {(12), (23), (123)}; 

х у г  =  гух , х 2 =  0, х у х  =  0; 

х у г  =  гух , х 2 =  0, хугЬ =  0;

(3)
(4 )

( 5 )

(6)

деств:
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2) V содержится в одном из многообразий С Р В  и Р Р В ;

3) V совпадает с одним из многообразий V  и V ;

4) V =  Т  V М , где Т  -  одно из многообразий Б С и Т , а Л4 удовлетворяет  
одной из систем тождеств (3)-(6);

5) V =  С V Л/*; где N  удовлетворяет одной из систем тождеств (4) и (5).

Теоремы 1 и 2 описывают соответствующие классы многообразий полу
групп по модулю цепных многообразий групп (то же самое относится и к опи
санию /г-1.5-перестановочных многообразий полугрупп, полученному в [8]). 
В этой связи отметим, что описание локально конечных цепных многообра
зий групп непосредственно вытекает из результатов работы В. А. Артамоно
ва [10]. В то же время задача описания произвольных цепных многообразий 
групп является, по-видимому, чрезвычайно сложной, так как из результатов 
С. В. Иванова [11] вытекает, что для всякого простого р  > 10216 существует 
континуум не локально конечных многообразий групп экспоненты р, решетка 
подмногообразий которых есть 3-элементная цепь.

Доказательство теоремы 1. Необходимость. Пусть V -  почти f i -
1.5-перестановочное многообразие полугрупп. Ясно, что V почти /г-переста- 
новочно. В работе [7] показано, что всякое почти /г-перестановочное многооб
разие либо вполне регулярно, либо содержит Б С и удовлетворяет тождеству

X у = (х у )2, (7)

либо удовлетворяет одному из условий 4-7 теоремы 1. Дальнейшие рассмот
рения распадаются на два случая.

Случай 1: V вполне регулярно. Предположим сначала, что V ^  5 С. То
гда наименьшая полурешеточная конгруэнция на всякой полугруппе из V 
совпадает с универсальным отношением. Следовательно, V /г-1.5-переста- 
новочно. В работе [8] доказано, что всякое /г-1.5-перестановочное вполне ре
гулярное многообразие полугрупп, не содержащее либо является цепным 
многообразием групп, либо совпадает с одним из многообразий и 1^2. 
Следовательно, в рассматриваемом случае V удовлетворяет одному из усло
вий 1 или 2 теоремы 1. Поэтому далее можно считать, что V 5  ВС.

Обозначим через Т1 абсолютно свободную полугруппу счетного ранга. Нам 
понадобится следующая лемма, легко проверяемая непосредственно.

Л емма 1. Пусть V -  многообразие полугрупп такое, что V 5  ВС, а и и а -  
вполне инвариантные конгруэнции на полугруппе Р , отвечающие многообра
зиям  V и Б С соответственно. Многообразие V почти fi-1 .5 -перестановочно 
тогда и только тогда, когда любые две вполне инвариантные конгруэнции  
на Р , содержащие V и содержащиеся в а, 1.5-перестановочны.
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Дальнейшие рассмотрения удобно разбить на два под случая.

П одслучай 1.1: V -  многообразие связок. Нам понадобится следующая

Л емма 2. Если V -  почти  / i -1.5-перестановочное многообразие полугрупп  
и V 5  то либо С 2 , либо Е Е  не содержится в V.

Доказательство. Пусть, напротив, С V. Обозначим через А и р
вполне инвариантные конгруэнции на полугруппе отвечающие многооб
разиям C Z  V Б С и Е Е  V Б С соответственно. Тогда (хуг, гху )  Е Ар, так как 
х у г  А р но (хуг, гху ) £ А и р, поскольку ни одно из многообразий

V и 7^,2 V не удовлетворяет тождеству х у г  =  Таким образом, 
конгруэнции А и р не являю тся 1.5-перестановочными. В силу леммы 1 это 
противоречит тому, что многообразие V почти /г-1.5-перестановочно. Лемма 
доказана.

Итак, V -  многообразие связок, не содержащее по крайней мере одного 
из многообразий С Е  и Е Е .  Это означает, что V содержится в одном из мно
гообразий С Е В  и Е Е В  (см., например, [9]). Поскольку, кроме того, V Э 
мы получаем, что выполнено условие 3 теоремы 1.

П одслучай 1.2: V не является многообразием связок. Поскольку V 
вполне регулярно и не является многообразием связок, V Э Л р для некото
рого простого р. Покажем, что V не содержит ни одного из многообразий 
С Е  и Е Е .  По соображениям симметрии достаточно убедиться в том, что 
V ^  СЯ. Предположим противное. Обозначим через « и  А вполне инвариант
ные конгруэнции на полугруппе отвечающие многообразиям Л р V Б С и 
С Е  V соответственно. Тогда (хр+1у ,у 2х) Е <тА, так как х р+1у а у х  \ у 2х, но 
(хр+1у, у2ж) ^ а  и А, поскольку ни одно из многообразий Л р V 5 С и V 5 С 
не удовлетворяет тождеству х р+1у =  у 2х. Таким образом, конгруэнции а  и А 
не являю тся 1.5-перестановочными. В силу леммы 1 это противоречит тому, 
что многообразие V почти /г-1.5-перестановочно.

Итак, V -  вполне регулярное многообразие, не содержащее многообразий 
С Е  и Е Е .  К ак хорошо известно, это означает, что V =  Я V Т , где (б -  неко
торое многообразие периодических групп, а Т  -  одно из многообразий 5 С и 
Т  (см., например, [12,13]). Осталось проверить, что $ -  цепное многообразие 
(так как в этом случае V удовлетворяет условию 1 доказываемой теоремы).

Нам понадобится следующий хорошо известный ф акт (легко вытекаю
щий, например, из результатов работы [14]).

Л емма 3. Если К -  многообразие полугрупп и К ^ то Ь(1С V 5 £ ) =  
^Ь{ К)  х £ (£ £ ).
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Предположим, что (д содержит многообразия X  и У , несравнимые в ре
шетке Ь (0). Обозначим через у  и г/ вполне инвариантные конгруэнции на по- 
лугруипе Р , отвечающие многообразиям X  V 5 С и У V 5 С соответственно. Из 
леммы 3 вытекает, что эти многообразия несравнимы в решетке Н у ) .  Учиты
вая этот ф акт и повторяя дословно доказательство леммы 3 работы [8], можно 
убедиться в том, что конгруэнции х  и V не являю тся 1.5-перестановочными. 
Но это противоречит лемме 1.

С л у ч а й  2: V содержит Б С и  удовлетворяет тождеству (7). Проверим, 
что в этом случае V удовлетворяет условию 3 доказываемой теоремы. Вы
полнение в V тождества (7) означает, что квадрат всякой полугруппы из 
V является связкой. В силу леммы 2 V не может содержать одновременно 
многообразий С 2  и 712. Это означает, что всякая связка из V, а значит и 
квадрат всякой полугруппы из V, содержится в одном из многообразий С Р В  
и Р Р В  (см., например, [9]). В силу симметрии достаточно предположить, что 
квадрат всякой полугруппы из V лежит в С Р В , и доказать, что в этом слу
чае V содержится в одном из многообразий С Р В  V 2 М  и С 2 М  V Б С. Обо
значим многообразие всех полугрупп, квадрат которых принадлежит С Р В , 
через Б С Р В . Из результатов работы [15] легко извлекается, что диаграмма 
решетки Ь(8С71В) имеет следующий вид:

БС П В

С П В С 2 М

Р и с .  1. Р е ш е т к а  Ь [ 8 С П В )

Из рис. 1 видно, что для наших целей достаточно доказать, что V не 
может содержать одновременно многообразий С Р В  и С 2 М .  Предположим 
противное. Обозначим через А и (  вполне инвариантные конгруэнции на по- 
лугруиие 7 ,̂ отвечающие многообразиям С Р В  и С 2 М  V 5 С соответственно.
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В силу леммы 1 конгруэнции А и (  1.5-перестановочны. Из рис. 1 видно, что 
£71В Л ( £ 2 М  V 5 £ )  =  £ 2  V 5 С. Поскольку в £ 2  V Б £  выполнено тождество 
х у г  =  х г у , мы получаем, что ( х у г ,х г у )  Е А V С =  А и С- Но это неверно, по
скольку ни в одном из многообразий £71В и £ 2 Л 4  V Б £  тождество х у г  =  х гу  
не выполнено. Полученное противоречие завершает доказательство необхо
димости.

Д о с т а т о ч н о с т ь . Здесь и при доказательстве достаточности в теореме 2 
нам понадобится следующая

Л е м м а  4. Пусть V -  многообразие полугрупп такое, что выполнено одно 
из следующих условий:

а) V -  цепное многообразие;

б) V 5  $ £ ,  интервал [5£ , V] решетки Н у )  являет ся цепью и всякое под
многообразие многообразия V, не содержащее Б £ , являет ся цепным.

Тогда V наследственно почти  /г -1 .5 -перестановочно.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 5  -  полугруппа, свободная в некотором подмного
образии многообразия V. Из условия вытекает, что вполне инвариантные кон
груэнции на 5, содержащиеся в наименьшей полурешеточной конгруэнции, 
образуют цепь по включению и потому 1.5-перестановочны. Лемма доказана.

Следующее утверждение влечет требуемый нам ф акт в случае, когда V 
удовлетворяет условию 1 теоремы 1.

С л е д с т в и е  1. Если  V =  3  V Т ,  где <3 -  цепное многообразие групп, а Т  -  
одно из многообразий Б £  и Т , то V наследственно почти  / г-1.5-переста
новочно.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если по крайней мере одно из многообразий 3  и Т  три
виально, то V является цепным многообразием. Если же ф Т , то, учи
ты вая лемму 3 и тот факт, что решетка Ь {8 £ )  является 2-элементной це
пью, получаем, что V удовлетворяет условию «б» леммы 4. В любом случае 
из этой леммы вытекает, что V наследственно почти /г-1.5-перестановочно. 
Следствие доказано.

Поскольку многообразия £ 2  и 712  являю тся цепными, из леммы 4 непо
средственно вытекает, что если V удовлетворяет условию 2 теоремы 1, то оно 
почти /г-1.5-перестановочно.

Предположим теперь, что V удовлетворяет условию 3 теоремы 1. По со
ображениям симметрии можно считать, что V содержит Б £  и содержится
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в одном из многообразий С Р В  V 2 М  и С 2 М  V Б С. Обозначим через V и о  
вполне инвариантные конгруэнции на полугруппе Е , отвечающие многооб
разиям V и соответственно. В силу леммы 1 достаточно показать, что 
любые две вполне инвариантные конгруэнции на Р , содержащие V и содер
жащиеся в а , 1.5-перестановочны. Пусть аж /3 -  две такие конгруэнции. Ясно, 
что можно считать, что а  и /3 несравнимы в решетке вполне инвариантных 
конгруэнций на Р. Рисунок 1 показывает, что достаточно рассмотреть следу
ющие два случая:

а) а  отвечает одному из многообразий С Р В  и С 2  V а /3 -  многообра
зию 2Л 4  V Б С ]

б) а  отвечает многообразию С Р В , а /3 -  многообразию 2Л 4  V С 2  V Б С. 
Через =  будем обозначать отношение равенства на полугруппе Е . Д ля всяко
го слова и Е Е  обозначим через с(и) множество всех букв, входящих в запись 
и , через £(и) -  длину слова и , а через к(и) -  первую букву в записи слова и. 
Хорошо известно и легко проверяется, что тождество и =  у выполнено:

в многообразии 5 С тогда и только тогда, когда с(и) =  с(у);
в многообразии С 2  тогда и только тогда, когда к (и) =  к (у);
в многообразии 2Л 4  тогда и только тогда, когда либо и и у -  одна и та 

же буква, либо £(и),£(у) ^  2.
Пусть и ,у  Е Р  и (и ,у) Е <т/3, т. е. и а  т (3 V для некоторого слова т Е Р1. 

Достаточно убедиться в том, что (и, у) Е а  и (3. Ясно, что тождество гг =  у 
выполнено в многообразии 2 А 4 . Если гг и у -  одна и та же буква, то и а  у. 
Поэтому ниже можно считать, что £(у) ^  2. Далее, и =  гг =  у в многообразии

и потому с(и) =  с(гг) =  с(у). Если £(и) =  1, т. е. и =  х  для некоторой 
буквы ж, то у =  х к для некоторого натурального к. Но тогда и а  у. Поэтому 
можно считать, что и £(и) ^  2. Если /3 отвечает многообразию 2Л 4  V 
то и /3 V. Поэтому можно считать, что а  отвечает многообразию С Р В , а /3 -  
многообразию 2Л 4  V С 2  V В частности, это означает, что и =  гг =  у в 
многообразии С 2 , и потому к(и) =  к(и!) =  /г(г>). Мы видим, что £(и),£(у) ^  2, 
/г(щ) =  Н(у) и с(Д  =  с(у). Это означает, что и (3 V.

Наконец, почти /г-Е5-перестановочность многообразий, удовлетворяю
щих условиям 4-7 теоремы 1, доказана в [7].

Теорема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Н ео б х о д и м о сть . Пусть V -  наследствен
но почти /г-1.5-перестановочное многообразие полугрупп. Ясно, что V на
следственно почти /г-перестановочно. В силу теоремы 2 работы [6] всякое 
наследственно почти /г-перестановочное многообразие либо вполне регуляр
но, либо удовлетворяет одному из условий 3-5 теоремы 2. Поэтому далее 
можно считать, что V вполне регулярно. Ясно, что V почти /г-1.5-перестано- 
вочно и потому удовлетворяет одному из условий 1-7 теоремы 1. Условие 1
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этой теоремы совпадает с условием 1 теоремы 2. Если выполнено условие 2 
теоремы 1, то очевидно, что V удовлетворяет и условию 2 теоремы 2. Если V 
удовлетворяет условию 3 теоремы 1, то, будучи вполне регулярным, оно со
держится в одном из многообразий СП В  и ТШ В  (см. рис. 1) и потому вновь 
удовлетворяет условию 2 теоремы 2. Случай, когда V удовлетворяет одному 
из условий 4 или 7 теоремы 1, невозможен, так как многообразия V , V  и С не 
являю тся вполне регулярными. Если V удовлетворяет условию 5 теоремы 1, 
то оно является нильмногообразием. Поскольку, кроме того, V вполне регу
лярно, мы получаем, что V =  Т  и выполнено, например, условие 2 теоремы 2. 
Наконец, если V удовлетворяет условию 6 теоремы 1, то оно является объеди
нением многообразия 5 С и некоторого нильмногообразия Л4. Поскольку V 
вполне регулярно, это означает, что Л4 =  Т  и V =  Таким образом, вновь 
выполнено условие 2 теоремы 2. Необходимость доказана.

Д о с т а т о ч н о с т ь . Если V удовлетворяет условию 1 теоремы 2, то доста
точно сослаться на следствие Е Если выполнено условие 2 доказываемой 
теоремы, то, как видно из рис. 1, V удовлетворяет условию «б» леммы 4 и 
потому наследственно почти /г-1.5-перестановочно. Если же выполнено одно 
из условий 3-5 теоремы 2, то наследственная почти /г-Е5-перестановочность 
многообразия V доказана в [6]. (Отметим, что для условия 3 ссылку на [6] 
можно заменить ссылкой на лемму 4, поскольку, как легко понять, многооб
разия V  и V  удовлетворяют условию «б» этой леммы.)

Теорема 2 доказана.
Из доказательства необходимости в теореме 2 видно, что если вполне ре

гулярное многообразие полугрупп почти /г-Е5-перестановочно, то оно удо
влетворяет одному из условий 1 и 2 теоремы 2. Поэтому справедливо

С л е д с т в и е  2. Вполне регулярное многообразие полугрупп почти fi-\.Ъ -ne-  
рестановочно тогда и только тогда, когда оно наследственно почти  /г-1.5- 
перестановочно.

Если X  и У -  два многообразия полугрупп такие, что X  С у , то, как 
обычно, будем обозначать через \Х , У] интервал решетки всех многообразий 
полугрупп с наименьшим элементом X  и наибольшим элементом У . Положим 
БВ  =  уаг {ху  =  (х у )2}. Первое из следующих двух утверждений вытекает из 
теоремы 1 данной работы и основного результата работы [7], а второе -  из 
теоремы 2 данной работы и теоремы 2 работы [6].

С л е д с т в и е  3. Многообразие полугрупп, не являющееся вполне регулярным  
и не принадлеж ащее инт ервалу  [5£ , Б В], почти  /  г-перестановочно тогда 
и только тогда, когда оно почти  / г-1.5-перестановочно.

104



Б. М. Верников. Многообразия полугрупп

С л е д с т в и е  4. Многообразие полугрупп, ne являющееся вполне регулярным, 
наследственно почти f i -перестановочно тогда и только тогда, когда оно 
наследственно почти  / i -1.5-перестановочно.

Отметим, что в действительности следствия 3 и 4 вытекают из доказа
тельств основного результата работы [7] и теоремы 2 работы [6] соответствен
но, но в явном виде они в этих работах не отмечались.

В работе [8] показано, в частности, что вполне регулярное многообразие 
полугрупп /г-1.5-перестановочно тогда и только тогда, когда оно является 
цепным многообразием. Теорема 1 показывает, что для почти /г-1.5-перес- 
тановочных многообразий это неверно. Но некоторый ослабленный вариант 
этого утверждения имеет место. Чтобы сформулировать его, напомним одно 
определение. Говорят, что решетка имеет d-ш ирину  п, если она содержит 
п  попарно несравнимых элементов, причем п -  наибольшее число с таким 
свойством. Ясно, что цепные многообразия -  это в точности многообразия, 
решетка подмногообразий которых имеет rf-ширину 1.

С л е д с т в и е  5. Если  V -  вполне регулярное почти f i - l . b -перестановочное 
многообразие полугрупп, то решетка L(V) имеет d-ш ирину  ^  2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из доказательства необходимости в теореме 2 видно, что 
V либо совпадает с многообразием вида Q У Т , где Q -  цепное многообразие 
групп, а Т  -  одно из многообразий S  С и Т , либо содержится в одном из 
многообразий С Е В  и Е Е В .  В первом случае остается сослаться на лемму 3, а 
во втором -  на рис. 1 и тот факт, что решетки L (C E B )  и L (E E B )  изоморфны. 
Следствие доказано.

Напомним, что многообразие полугрупп называется многообразием ин
декса п, если все его нильполугруппы нильпотентны ступени ^  п, причем 
п -  наименьшее число с таким свойством. Очевидно, что вполне регулярные 
многообразия -  это в точности многообразия индекса 1. Отметим, что для 
многообразий индекса 2 аналоги следствий 2 и 5 места не имеют. В самом 
деле, легко понять, что многообразие С Е В  V Z M  имеет индекс 2. В то же 
время оно почти /г-1.5-перестановочно (в силу теоремы 1), но не является 
наследственно почти /г-1.5-перестановочным (в силу теоремы 2), а решетка 
его подмногообразий имеет rf-ширину 3 (см. рис. 1).
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