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В в е д е н и е

Мы рассматриваем неориентированные графы  без петель и кратных ре
бер. Если а, 5 -  вершины граф а Г, то через с£(а, Ь) обозначается расстояние 
между а и 6, а через Г Да) -  подграф граф а Г, индуцированный множеством 
вершин, которые находятся в Г на расстоянии г от вершины а. Подграф ГДа) 
называется окрестностью вершины а и обозначается через [а]. Через а1- обо
значается подграф, являющийся шаром радиуса 1 с центром а.

Граф  Г называется регулярным графом степени к, если [а] содержит точ
но к вершин для любой вершины а из Г. Граф  Г называется реберно регу
лярным графом с параметрами (щ &, А), если Г содержит и вершин, является 
регулярным степени к и каждое ребро из Г лежит в А треугольниках. Граф  Г 
называется вполне регулярным графом с параметрами (и, к, А,д), если Г ре
берно регулярен с соответствующими параметрами и подграф [а] П [Ь] содер
ж ит р  вершин в случае с1(а,Ь) =  2. Вполне регулярный граф  диаметра 2 на
зывается сильно регулярным графом. Число вершин в [а] П [Ь] обозначим через 
А (а, 6) (соответственно /Да, Ь)), если с£(а, Ь) =  1 (соответственно с£(а, Ь) =  2), а 
соответствующий подграф назовем Х-подграфом (р-подграфом).

Через обозначим полный п -дольный граф  с долями порядков
гад, • • •  ̂ Если 7711 =  • • • =  т п =  т ,  то соответствующий граф  обозначается 
через К пхт . Граф  А ц ш называется т-лапой.

Треугольным графом Т (т )  называется граф  с множеством неупорядочен
ных пар из X  в качестве вершин, \Х\ =  т  и пары {а, Ь}, {с, с£} смежны тогда 
и только тогда, когда они имеют общий элемент. Граф  на множестве вер
шин X  х У называется т  х п решеткой , если \Х\ =  тп, |У| =  п и вершины 
(^1?2/1)5 {х 2чУ2) смежны тогда и только тогда, когда х \  =  Х2 или у\ =  у 2 . 
Сильно регулярные графы  с собственным значением —2 были классифици
рованы Зейделем [1, теорема 3.12.4]. Любой граф  Зейделя -  это либо полный
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многодольный граф  К гх 2 , либо решетчатый или треугольный граф, либо 
один из графов Ш рикханде, Чанга, Петерсена, Клебша или Ш лефли.

Если вершины щгг находятся на расстоянии г в Г, то через бфгдгс) (со
ответственно сфгдгс)) обозначим число вершин в пересечении 1\ + 1 (//) П [гг] 
(соответственно в пересечении Г щ 1 (//) П [гг]). Заметим, что в реберно регу
лярном графе с параметрами (щ/с, А) значение Ь\(и, гг) не зависит от выбора 
ребра {и , гг} и равно к — А — 1.

В лемме 1.4.2 из [1] доказано, что если Г -  неполный связный реберно 
регулярный граф  с параметрами (г7, А;, А), в котором А > 2к/3  — 1 (что экви
валентно неравенству к > ЗЬх), то Г имеет диаметр 2, г? < 2 /с — 2  и выполняется 
неравенство

кЪ\ > (у — к — 1 )(к +  1 — 2 6 1 ). (*)

В [2] получен аналог этого результата для реберно регулярных графов при 
к > 3&1 — 2 .

Пусть Г -  реберно регулярный граф  с параметрами (г;,/ с ,  А). Тогда (см. 
лемму 1.1) степень вершины в любом //-подграфе из Г не больше к — 2Ъ\. 
Поэтому для //* =  к — 2Ъ\ +  1 и любых вершин щгг, находящихся на рассто
янии 2, выполняется неравенство //(//, гг) > //*. Пару вершин (гдгс), находя
щихся на расстоянии 2 , назовем хорошей (соответственно почти хорошей), 
если //( // ,гг) =  //* (соответственно если //(//, гг) =  //* +  1). Расположение хо
роших пар в реберно регулярных граф ах изучалось в [3,4]. В данной работе 
изучается расположение почти хороших пар в реберно регулярных граф ах с 
к > 3&1 — 3. Основным результатом работы является следующая

Т ео р ем а . Пусть  Г -  связный реберно регулярный граф с параметрами (г>, /с, А) 
и Ъ\ =  к — А — 1. Если и Е Г , гг, £ -  две несмежные вершины из ^(гл) и 
//(//, из) =  //(//, г) =  к — 2Ь\ +  2, то для величины  7  =  | [и]П [гг] П [г]\ выполня
ются следующие утверждения:

(1 ) к < 6 1 ( 3  —(2 у —6 ) / ( 7 2 —3 7 + 2 ) ) + 7 ~ 6 ; причем здесь в случае равенства 
имеет место //(гг,;г) =  2 Ъ\ — 2 +  7  // каждая вершина из ([//] — [гг] и [2:]) и 
и ([гг] П [2;]) — [//]) смежна с одной или с двумя вершинами из [и] П [гг] П [г];

(2 ) к < 2Ъ\ +  7  — 6  +  4 6 1 / ( 7  +  1 ); причем в случае равенства имеет место  
//(гг, г) =  2Ъ\ —2 +  7  и каждая вершина из ([//] — [гг] и [г]) и ([гг] П [г]) — [//]) 
смежна с ( 7  — 1)/2 вершинами из [и] П [гг] П [+];

(3) если 7  > 1; то к < ЗЬ\ — 4; причем в случае к =  3Ь\ — 4 получим  7  =  2 .

Хорошо известно, что если любая пара вершин связного реберно регу
лярного графа, находящихся на расстоянии 2 , является хорошей, то граф
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оказывается пятиугольником или графом икосаэдра. С помощью сформули
рованной выше теоремы получено описание связных реберно регулярных гра
фов, в которых любая пара вершин, находящихся на расстоянии 2 , является 
почти хорошей.

С л е д с тв и е . Пусть  Г -  вполне регулярный граф с параметрами (щ  /с, А,д) и 
/а =  к — 2Ъ\ +  2. Тогда Г -  либо граф Зейделя, либо тривалентный граф без 
треугольников диаметра; большего 2, для которого р  =  1 .

1 . В с п о м о га т е л ь н ы е  р е зу л ь т а т ы

Л е м м а  1.1. Пусть  Г -  реберно регулярный граф с параметрами (щ/с, А) и 
Ь\ — к — А — 1. Если вершины щгс находятся на расстоянии 2 е Г, то:

(1) степень любой вершины в р-подграфе из Г не меньше к — 2Ъ\;
(2) вершина б имеет степень а  в графе [и] П [гс] тогда и только тогда, 

когда [б] содержит а  — (к — 2Ь\) вершин вне и 1- и гс^;
(3) если р(и,ъи) =  р т о  подграф [г ]̂П[гс] является кликой и [б] С и^и ъ и 1- 

для любой вершины б Е [и] П [гс];
(4) если Г — (и1- и содержит единственную вершину г, то р ( и , г) =  

=  р (ю ,г ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть б Е [и] П [гс]. Тогда | [б] — [гф =  | [б] — [гс]| =  Ъ\. 
Поэтому по крайней мере к — 2Ъ\ вершин из [б] содержится в [и] П [гс]. Утвер
ждение (1 ) доказано.

Пусть б Е [и] П [гс] и степень вершины б в этом д-подграфе равна а. 
Тогда к =  а  +  2Ь± — \[б\ — (и1- и гс^)|. Поэтому [б\ содержит а  — (к — 2Ь\) 
вершин вне и 1- и Обратно, если [б\ содержит а  — (к — 2Ь\) вершин вне 
и 1- и то [б\ содержит 2к — 2Ъ\ — 2 — а  вершин из [и] и [гс]. Напомним, что 
| [и] П [б] | =  \[б]П[ьи}\ =  к — Ь\ — 1, поэтому [б] содержит а  вершин из [и] П [гс]. 
Утверждение (2) доказано.

Утверждение (3) следует из (1), (2).
Пусть {г}  =  Г — (и1- игс^). Так как число ребер между [и] — [гс] и [гс] — [и] 

равно Ь1 \[и\ — [гс]| — р (и ,г ) ,  то р (и ,г )  =  р(т ,г) .  Лемма доказана.

Из леммы 1.1 следует, что если любая пара вершин, находящихся на рас
стоянии 2 в связном реберно регулярном графе Г, является хорошей, то Г 
оказывается графом Тервиллигера без 3-лап и по теореме 1.2.3 из [1] Г -  
многоугольник или граф  икосаэдра.

Л е м м а  1 .2 . ([1, лемма 1.4.2]) Пусть  Г -  реберно регулярный граф с парамет
рами (щ/с, А). Если Г - н е  полный граф и А > 2к/3  — 1 (что эквивалентно
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к > 3 &1 ) ; то Г имеет диаметр 2, V < 2к — 2 и выполняется неравенство 
кЪ\ > (и — к — 1 )(к +  1 — 2 6 1 ).

Л емма 1.3. Пусть  Г -  связный реберно регулярный граф с параметрами 
(г>, /с, А). Если  А > к + 1 /2  — л/2 к +  2, то Г -  дополнительный граф для сильно  
регулярного графа А с /г(Д) < 2 .

Это второе утверждение теоремы 1.4.3 из [1 ].

Л емма 1.4. Пусть  Г -  реберно регулярный граф и /г(гдгс) =  р (и ,г )  =  /г* для 
смежных вершин из, г  из ^ (гл ). Тогда |[гл] П [гг] П [г]\ < 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 7  =  | [и] П [гг] Г) [г] | и р, д -  различные вершины из
[и] П [гг] П [2:]. Тогда [р] содержит Ь\ — 2 вершин из ([У] П [гг]) — [и], причем 
|([^] П [гг]) — [гл]| =  А — 7 . Отсюда [р] П [</] содержит щ гг,£, 7  — 2 вершин из 
[гл] П [гг] П [2;], по /г* — 7  вершин из ([гл] П [гг]) — [г] и из ([гл] П [2:]) — [гг] и не 
менее 2(Ь\ — 2) — (А — 7 ) вершин из ([г\ П [гг]) — [и]. Поэтому

1М  п  М 1 >  з +  (7 -  2) +  2(//* - 7 )  +  (2&1 -  4 -  А +  7),

т. е. 2 /г* — 3 +  2&1 < 2А. Противоречие с тем, что /г* =  А+  2  —6 1 . Значит, 7  < 1.

Л емма 1.5. Пусть  Г -  реберно регулярный граф и р(гдгс) =  р*; р (и ,г )  =  
=  /г* +  1 длл смежных вершин из, г  из ^ (гл ), 7  =  |[гл] П [гг] П [2т]|. Тогда:

(1 ) 7  < 2 ;
(2) если 7  =  1, б Е [гл] П [гг] П [2:], т о  А; < ЗЬт — 1 и в случае равенства 

вершина б не смежна с единственной вершиной в подграфе ([гл] П [г]) — [гг] и 
[б] — и 1- С [гг] П [2;].

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 7  =  |[гл] П [гг] П [2т] | и р, д -  различные вершины из 
[гл] П [гг] П [2;]. Если [р] содержит а  вершин из [гг] — ([гл] и [г]), то по лемме 1.1 
[р] содержит /г* — 7  +  а  вершин из ([г] П [гл]) — [гг] и Ь\ — 2  — а  вершин из 
([г\ П [гг]) — [и], причем |([+]П[гс]) — [гл]| =  А —7 . Отсюда [р]П[у] содержит щ гс ,2:, 
/г* — 2 вершин из [и] П [гг] П [2:], 2(р* — 7  — 2) — (/г* — 2Ь\ — 7 + 1  +  А — 7 ) вершин из 
([гх]П[2г] — [ш])и([ш]Г\[г] — [гл]). Поэтому |[р]П[</]| > 3 +  (р * -2 )  +  (р * + 2 б1 - 5 -А ), 
т. е. 2/г* — 4 +  2&1 < 2А. Так как /г* =  А +  2 — 6 1 , то нестрогое неравенство здесь 
превращается в равенство, поэтому каж дая вершина из [гг] — [и] смежна не 
более чем с одной вершиной из [и] П [гг] П [г] и [гг] П [г] С [х] и [у] для любых 
различных вершин ж,у из [и] П [гг] П [г].

Так как р  не смежна по крайней мере сА — 7  — 6 1 +  2 вершинами из [гг] П [г], 
то 7 (А — 7  — 61 +  2 ) < А — 7 . Отсюда д 2 — д(А +  3 — 6 1 ) +  А > 0. Заметим, что
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(А —6 1 + З ) 2 —2А < (А+4 — Ь\)2 при Ъ\ > 4, и в этом случае 7  > А — &1 + 3  =  //* +  1, 
противоречие.

Пусть Ь\ =  3. Тогда у 2 — 7 А +  А > 0 и А  =  ц* +  1 < 4 .  Так как 7  > 2, 
то 3 < А; — 4 < 4. Отсюда А; =  8 , А =  4 и г =  15. Поэтому Г =  гФ и лУ , [2:] 
содержит 3 вершины из [и] — [гс] и ц (и ,г )  > 5, противоречие.

Если 61 =  2 , то у 2 —у(А+1)+А > 0 и А =  1. Отсюда к =  4 и ц* =  1 , противо
речие. Наконец, если Ь\ =  1, то Г -  многоугольник или полный многодольный 
граф  К их2 и условия леммы нарушаются. Утверждение (1) доказано.

Пусть 7  =  1, б Е [гл] П [гг] П [У]. Тогда [д] содержит ц* — 1 вершин из [гл] П [гс] 
и либо ц* — 1, либо ц* вершин из [гл] Г\[г]. В последнем случае А > 2ц* — 1 и 
к < 3&1 — 2. Если к =  3&1 — 1, то д не смежна с единственной вершиной из 
([гл] П [г]) — [гс] и [д] — и 1- С [гс] П [У].

Л е м м а  1.6. ([5, лемма 3.1]) Пусть  Г -  сильно регулярный граф с парамет
рами (у, А;, А,ц). Тогда либо к =  2 ц ; А =  ц — 1 (так называемый половинный
случай) ; уш^о неглавные собственные значения п — т , —т  графа Г -  целые 
числа, где п 2 =  (А — ц ) 2 +  4(А; — ц),  п — А +  ц =  2 т  кратность п — т  равна
к (т  — 1)(к + т)  - , 1 7 л - .-------------------------. Далее, если т  целое и т  > I, то т  — 1 делит к — А — 1

цп

л о / & - А - 1  , А; — А — 1ц =  А +  2 +  ( т  — 1 ) ----------------- , п =  т  — 1-Н---------------- .
т  — 1 т  — 1

Л е м м а  1.7. ([3, лемма 7]) Пусть  Г -  сильно регулярный граф, имеющий
целочисленные собственные значения, =  А; — А — 1. Тогда:

(1) если Ь\ -  простое число, то Г является полным многодольным графом 
Х г>ф 1+1) или графом Зейделя;

(2) если Ь\ =  2р, р -  простое число, т о  Г ,/шдо является полным много
дольным графом, либо имеет собственное значение — 2  или  —3, либо явля 
ется дополнительным к графу Зейделя;

(3) если Ь\ =  4; то Г является полным многодольным графом К гх $, 5 x 5  
решеткой, треугольным графом Т ( 7) или дополнительным графом к 4 x 4  
решетке, треугольному графу Т ( 6 ) или графу Клебша  (замет им, что в по
ловинном случае параметры Г равны (17, 8 , 3,4) и он является графом Пэли ).

Л е м м а  1.8. Если  Г -  реберно регулярный граф, для которого Ъ\ < 3 и 
к > 3&1 — 1, то Г -  либо многоугольник, либо граф икосаэдра, либо полный  
многодольный граф К гх^ 1+1р либо треугольный граф Т (п ) ,  п  — 5,6, либо 
граф Клебша.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Ь\ =  1, то Г -  многоугольник или полный много
дольный граф  К гх 2 .
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Если Г -  сильно регулярный граф, то утверждение следует из леммы 1.7. 
Допустим, что Г - н е  сильно регулярный граф.

Пусть Ъ\ =  2. Ввиду леммы 1.3 имеем А < 1/2 +  к — л/2 к +  2, т. е. 
2к +  2 < (6 ı +  3 /2 ) 2 и к < (6 2 +  36ı)/2 . Отсюда fc =  5, А =  2 и Г  являет
ся графом икосаэдра.

Пусть Ъ\ =  3. Снова ввиду леммы 1.3 получаем к < (6 2 +  36ı)/2 . Отсюда 
к = 8 , А =  4 и по следствию из [2] диаметр Г равен 2, а число вершин в Г не 
больше 16. Так как v k \  делится на 6 , то v =  15. Д ля любой вершины и число 
ребер между [и] и ^(гл) равно 24.

Так как Г - н е  сильно регулярный граф, то /г(гдгг) =  3 для некоторых 
несмежных вершин гдгг Е Г. В этом случае число треугольников с основа
нием в [и] П [гг] и вершиной в ([гл] — [гг]) U ([гг] — [гф равно 3. Заметим, что 
вершина из [и] — [гг] не может быть смежна с тремя вершинами из [и] П [гг], 
иначе каж дая вершина из [гг] — [и] смежна с единственной вершиной из [и] П [гг] 
и М  — И  > 6 , противоречие. Поэтому можно считать, что [гг] — [и] содер
ж ит не менее двух вершин Z{, смежных с ребрами из [и] П [гг]. Тогда [и] — [х] 
содержит единственную вершину, смежную с ребром из [и] П [гг], и четыре 
вершины, каж дая из которых смежна с единственной вершиной из [и] П [гг]. 
Ввиду леммы 1.5 р ( и , г /  > 5, поэтому [гг] — [и] содержит еще одну вершину 
х  с f i(u ,x )  =  3. Отсюда [и] — ([гг] U [ж]) =  {^1 ,^ 2 }- К ак и выше, [и] — [х] содер
ж ит единственную вершину, смежную с ребром из [и] П [гг], поэтому вершины 
У1 ,У2 смежны. Далее, каж дая вершина d из [и] П [гг] смежна с единственной 
вершиной из [и] П [х] и из {уьуг}- Поэтому [у] и [z] содержат непересекающи- 
еся тройки вершин из [и] П ([гг] U [х]). Отсюда [у] П [z] содержит три вершины 
из [х] П [гг], каж дая из которых смежна с единственной вершиной из [и] П [гг]. 
Противоречие с тем, что [х] П [гг] состоит из четырех вершин, две из которых 
смежны с ребрами из [и] П [гг].

Л е м м а  1.9. Если  Г -  реберно регулярный граф с к > 46ı — 2 и Т  содержит 
хорошую паруj то к =  46ı — 2 и Т  является пятиугольником.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть p(u^w)  =  к — 2Ъ\ +  1, Х{ -  множество всех вершин 
из ([г7] U [гг]) — ([гл] П [гг]), смежных точно с г вершинами из [и] П [гг], Х{ — \Х{\. 
Подсчитав число ребер между [и] П [гг] и ([u]U [гг]) — (М  П [гг]), а также число 
треугольников с основанием в [и] П [гг] и вершиной в ([u]U [гг]) — ([г7] П [гг]), 
получим равенства ^ / x i  =  46ı — 2, ^  İX{ — (к — 2Ъ\ +  1)(26ı — 2) и ^  (2) ^  — 
_  (/с—261+ 1^ ^  _  2 ^  Отсюда 'Yh ъ2Х{ — (к — 2Ъ\ +  l)(fc&ı — 2к — 2b\ +  6 6 ı — 2). 

Положим х  =  (fc —2&ı +  l)(2&ı —2)/(46ı — 2). Тогда 0 < Y x i{^~ х )2 — Y ^ x i ~  
—x Y ^ x i и ( к ~ 26ı + l)(kbı — 2к — 2Ъ\ +  6 6 1  — 2)(46ı — 2) > (к — 2Ъ\ + 1)2(26ı — 2)2.
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Отсюда ((к — 2Ъ\ +  1)(Ь\ — 2 ) +  6 1 ) (2 6 т — 1 ) > (к — 2Ъ\ +  1 ) ( 2 Ъ\ — +  2 ) и
к < 4ЬХ -  2 .

Если к =  4&1 — 2, то ад =  0 для г / ж и  каж дая вершина из ([гл] и [гг]) — 
— (М  П [гг]) смежна точно с Ъ\ — 1 вершинами из [и] П [гг]. Таким образом, 
каж дая вершина б  из [и] — [гг]) смежна точно с Ъ\ вершинами из [гг] — [и] и 
ц(и ,б)  =  2Ъ\ — Е Отсюда Г является сильно регулярным графом Тервилли- 
гера без 3-лап, поэтому Г -  пятиугольник.

Л емма 1.10. Пусть  Г является реберно регулярным графом с параметрами 
(и, к, А). Если  Г содержит две несмежные вершины  гцгг с ц(гцгг) =  к — 1, 
{и*} =  [гг] — гг1, {гг*} =  [и] — ггф  то:

(1) [и*] П [и] П [гг] =  [гг*] П [и] П [гг];
(2) если к >  2Ъ\, то вершины гл*,гг* несмежны и ц(гл*,гг*) =  к — 1.

Доказательство. Пусть вершина б  из [и] П [гг] имеет степень а  в графе
[и] П [гг]. Если б смежна с гг*, то А =  а  +  1 и вершина б смежна с и*. Если 
же б несмежна с гг*, то А =  а  и вершина б несмежна с и*. Утверждение (1) 
доказано.

Пусть а Е [и*] — (и1- и гг-1). Если вершина а несмежна с гг*, то [а] П [гг] =  
=  ([а] П [гф и {гл*}, причем для вершины б Е [а] П [гл] имеем |[д] — (гФ и и~^)\ =  
=  |[д] — (а1- и гт^ )|. Ввиду леммы 1.1 степень б в графе [а] П [и] равна степени 
б в графе [а] П [гг]. Если к > 2Ъ\, то и* смежна с некоторой вершиной б из
[а] П [гф противоречие. Итак, каж дая вершина из [и*] — (и1- и гт^) смежна с
гг*. Отсюда ц(гЕ,гг*) =  к — 1 и вершины гл*,гг* несмежны. Лемма доказана.

2. Доказательство теоремы

Пусть граф  Г удовлетворяет условиям теоремы. Пусть и Е Г, гг, 2; -  
несмежные вершины из Г 2 (гл), ц(гцгг) =  ц (и ,г )  = к — 2Ъ\ +  2  (т. е. (гцгг) 
и (гл, 2:) -  почти хорошие пары) и 7  =  |[гл] П [гг] П [2т]|. Положим ц =  ц (гг,2;).

Л е м м а  2.1. (1) Д/гя любой вершины б  Е [гл] П [гг] П [2;] подграф б1- содержит
[и] П [гг], [и] П [г\, ЗЬ\ + 7  — 4 — к вершин из [и] — ([гг] и [ г ] )  и Ъ \ —2 вершин из
N  П [г] -  [и].

(2) Д л я  различных вершин б, е Е [и] П [гг] П [ г ]  подграф [б] П [е] содержит 
и, ю, г, 7  — 2 вершин из [и] П [гг] П [г] и по к — 2Ъ\ +  2 — 7  вершин из [и] П [гг] — [г] 
и из [и] П [ г ]  —  [гг].

Доказательство. Пусть б Е [и] П [гг] П [г]. Так как [б] содержит вершину £ вне 
г^^игг^, то по лемме 1 . 1  степень б в графе [гл]П[гг] не меньше к — 2Ь\ + 1 =  6 1 —2 .
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Поэтому d1- содержит [и] П [гг]. Симметрично, d1- содержит [и] П [z\. Так как 
| [d] П [и] | =  А =  к — bı — l, то [d] содержит З6 1 + 7  — 4 — к вершин из [и] — [гг] U [z]. 
Снова ввиду леммы 1 . 1  подграф [d\ — и 1- содержит гг, £ и Ъ\ — 2  вершин из 
[гг] П [z] — [и]. Утверждение (1) доказано.

Пусть d, е -  различные вершины из Е [и] П [гг] П [z\. Ввиду утверждения (1) 
подграф [rf] П [е] содержит гд гг, £, 7  —2 вершин из [и] П [гг] П [z] и по /с — 26ı +  2 — 7  

вершин из [и] П [гг] — [z] и из [и] П [z] — [гг]. Лемма доказана.

Через Х{ обозначим множество вершин из ([гл] — [гг] U [z]) U ([гг] П [z] — [гх]), 
смежных точно с i вершинами из [и] П [гг] П [7 ], и положим Х{ =  \Xi\.

Л емма 2.2. (1) ^  =  46ı -  4 -  к +  /д X) =  7(^61 - 6 - ^  +  7 ), X) (2)^  =
=  7 ( 7  -  l)(3bı +  7  -  6  -  к) /2.

(2) fi + 26ı — 2 Т  7  и к ^  36ı Т  7  — 6.
(3) Если  7  > 2, то к < 6 ı (3 — ( 2 7  — 6 ) / ( 7 2 — З7  +  2)) +  7  — 6  и в  случае

равенства к =  fi и х\ — 0  для i ^ {1 , 2 }.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что \([и] — [гг] U [z])\ =  46ı — 4 — А; +  7 ,
|([гг] П [z] — [гф| =  р — 7 , поэтому ^  х г =  46ı — 4 — к +  р. По лемме 2.1 число 
ребер между [и] П [гг] П [z] и ([и] — [гг] U [z]) U ([гг] П [z] — [гл]) равно =
=  7 ( 4 6 1  — 6  — к +  7 ). Число треугольников с основанием в [и] П [гг] П [z] и верши
ной в (М  — [гг] U [2:]) U ([гг] П [z] — [гф равно ^  (2) ^  =  т (7  — 1)(36ı +  7  — 6  — к ) /2. 
Утверждение (1) доказано.

Так как /а -\- к — 26ı +  2 — 7  < А;, то /г < 26ı — 2 +  7 . Из третьего равенства 
в (1) следует, что к < 36ı + 7  — 6 . Утверждение (2) доказано.

Пусть 7  > 2. Вычитая из суммы первого и третьего равенств в (1) второе 
и заменяя fi на 26ı — 2  +  7 , получаем

Жо +  У  2 <  (46ı -  6 -  /г +  7 )((72 -  т )/2  - 7  +  1) -  6Д 7 2 ~ 7 ) /2  -  2).

Отсюда А; < 46ı — 6  +  7  — 61 (7 2 — 7  — 4) /  (7 2 — З7  +  2) и мы имеем неравенство 
из (3). В случае равенства получим /г =  26ı — 2 +  7  и г* =  0 для i £ {1,2}.

Л емма 2.3. Выполняются следующие неравенства:
(1) (З6 1 7  +  7 2 — 6 7  —7 A; +  6ı)(46ı — 4 — к + ц) > 7(46ı — 6  —А; +  7 )2; причем в 

случае равенства каждая вершина из ([гл] — [гг] U [z]) U ([гг] П [z] — [гл]) смежна 
с 7(46ı — 6  — к +  7 ) / (46ı — 4 — к +  р) вершинами из [и] П [гг] П [z];

(2 ) к < 26ı +  7  — 6  +  4 6 1 / ( 7  +  1 ); причем в случае равенства получим  
fi =  26ı — 2  +  7  и каждая вершина из ([гл] — [^])и([гт] — [гл]) смежна  с (7 — 1 ) / 2  

вершинами из [и] П [гг] П [z].
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим ж =  7 (4 6 1 —6 —fc+7 ) / ( 4 &ı — 4—к+р).  По лемме 2.2 
Х + 2ад =  7 ( 3 6 1 7  +  7 2 — 6 7  — 7 & +  6 ı). Верно неравенство 0 < — x ) 2Xi =
=  ^2 i2X i ~ 2х ^2 i x i + x 2 ^2 x i • Отсюда 7 (3 6 ı7 + 7 2 — 6 7 —7 fc+&ı)(4 &ı —4 — k+fi)  > 
> 7 2(46ı -  6  -  k + 7 )2.

Если (36ı7 +  7 2 — 6 7  — 7 /c +  6 1 ) (46ı — 4 — к +  /i) =  7 ( 4 6 1  — 6  — к +  7 )2, то 
— ж)2ад =  0 и каж дая вершина из ([г(] — [гг] U [z]) U ([гг] П [z] — [гф смежна с 

7(46ı — 6  — fc +  7 )/(46 ı — 4 + /с — р) вершинами из [и] П [гг] П [z]. Утверждение (1) 
доказано.

Далее, заменяя р  на 26ı — 2 +  7 , получим 6 1 ( 7  — 1) (6 6 ı — 6  — к +  7 ) < 
< 26ı(З6 1 7  +  7 2 — 6 7  — 7 к) и fc( 7  +  1) < 2 6 1 7  +  7 2 — ^ 7  — 6  +  6 6 ı . Таким образом, 
к < 26ı +  7  — 6  +  4 6 1 / ( 7  +  !)•

Если к =  26ı +  7  — 6  +  4 6 1 / ( 7  +  1)5 т 0  все использованные нестрогие нера
венства превращаются в равенства, поэтому fi =  26ı — 2  +  7  и 0  =  — x ) 2xı.
Значит, Xi =  0 для г ф х  и каж дая вершина из ([гл] — [ге]) U ([ге] — [гл]) смежна 
с ( 7  — 1)/2 вершинами из [и] П [w] П [z\.

Л е м м а  2.4. Если  7  > 2, то к < 36ı — 4.

Доказательство. Если 7  =  2, то по утверждению (2) леммы 2.2 к < 36ı —4. 
Если 7  =  3, то по утверждению (3) леммы 2.2 к < 36ı — 3. В случае к =  36ı — 3 
достигается равенство в пункте (2) заключения леммы 2.3 и каж дая вершина 
из ([гл] — [гг]) U ([гг] — [гл]) смежна с единственной вершиной из [и] П [гг] П [z\. Так 
как каж дая вершина из [и] П [гг] П [z] смежна с двумя вершинами из [и] — [гг] U [z] 
и |[и] — [гг] U [z]\ =  61 — 2, то 6 ı =  4. Пусть d Е [и\ П [гг] П [Д  ж Е [и] — [гг] U [z] 
и {PıQ} =  М П ([гг] — [г̂ ]). По лемме 1.1 степень вершины d в графе [х] П [гг] 
не меньше 2, поэтому [р] П [q] содержит d ,w ,z  и 2 вершины из [и] — [гг]. Так 
как в нашем случае А =  4, то вершины p ,q  несмежны. Снова по лемме 1 .1  

степень вершины р  в графе [х] П [гг] не меньше 2, поэтому /Дж,гг) > 4.
Число ребер между [гг] и Г2 (гг) равно 36, причем 9 из этих ребер инци

дентны с 2:, а три -  с и .  Отсюда р  (у, гг) =  4 для любой вершины у  Е [и] — [гг] 
и Г 2 (гг) =  { u ,z }  U ([гл] — [гг]). Далее, число ребер между [и] и Г 2 (Д  равно 
36, причем 30 из этих ребер инцидентны с вершинами из {гг, z}  U ([гг] — [и]). 
Поэтому Т 2 (и) содержит вершину г, не попадающую в {гг, z}  U ([гг] — [и]). 
Можно считать, что вершина г смежна е ж и  rxdw  -  геодезический 3-путь. 
Противоречие с тем, что тогда ц(г, d) =  2 и [х] С

Пусть 7  > 4 и к =  36ı — 3 + а , а  > 0. По лемме 2.3 (6ı+<a+3—7 X7 + 1 ) < 46ı. 
Отсюда 6 1 ( 7  — 3 ) < ( 7  +  1 ) ( 7  — 3 — а) и 6 ı < 7  +  1 — а  — 4 а / ( 7  — 3). С другой 
стороны, подграф [и] П [гг] — [z] содержит 6 ı — 7  — 1 +  а  вершин, поэтому а  =  0, 
6 ı =  7  +  1 и достигается равенство в заключении леммы 2.3, в частности, 6 ı
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четно. Ввиду леммы 2.2 12 (2) ^  — 0 и для двух вершин о!, е из [и] П [гг] П [Д 
подграф [Д П [е] содержит гд гг, £ и 7  — 2 вершин из [Д П [гг] П [2:]. Отсюда 
Ь\ =  4, противоречие.

Л емма 2.5. Если к =  ЗД -  4 ^ 7  >  1? то либо 7  =  2; лгдбо 7  =  5, Д =  8 , 
х \  — 1 ,т *2 =  14, жд =  2 и (1 = 19.

Доказательство. Пусть А; =  ЗД — 4. Тогда /Дгд гг) =  Д — 2, А =  2Ъ\ — 5 и 61 

четно. Если 7  =  3, то 1 2 ад =  61 +  /г, ^гж ^ =  3(Ьт +  1), 12 (2 ) ^  =  3 и 2£д +  4 > 
> 3&1 +  3, противоречие. Пусть 7  > 4. По лемме 2.3 получим неравенство

Ъ\ < 7  +  2  +  4 / ( 7  — 3). (**)

Допустим, что Ь \=  7  +  2. Тогда X) жг =  7  +  2  +  V, 12 =  2тД  X) (2) ^  =
=  7 ( 7  — 1 ) ( 7  — 2 ) / 2 . В силу леммы 2.3 (З7  +  2 )(у 2 — 7  +  2 ) > 4 7 3, поэтому 
( 7  +  1)(72 — 4) < 0 и 7  < 2, противоречие.

Таким образом, Ь\ > 7  +  2 . Тогда 7  < 7, причем в случае 7  =  7 получим 
Ь\ =  10 и /1 =  18. В этом случае в (**) достигается равенство и по лемме 2.3 
каж дая вершина из [гг] П [Д — [и] смежна с тремя вершинами из [и] П [гг] П [Д. 
Поэтому число ребер между [гг] П [Д — [и] и [и] П [гг] П [Д равно 54. Противо
речие с тем, что каж дая вершина из [и] П [гг] П [Д смежна с 15 вершинами из 
[гг] П [Д — [и] и указанное число ребер равно 56.

Если 7  =  6 , то в силу (**) Ъ\ =  9. Отсюда к =  23, А =  13, противоречие. 
Если 7  =  4, то в силу леммы 2 . 2  получим Ъ\ < 6 .

Значит, 7  =  5 и в силу (**) Ь\ = 8 . к =  2 0  и А =  1 1 . Отсюда 12 ад =  8  +  /г, 
12 %х г =  55, 12 (2) x i — ЗОижо +  Х] С ^1) ^  =  ^  — По утверждению (2) леммы 
2.2 получим /г < 19. Ввиду равенства (1) из леммы 2.3 имеем 23(8+  /Д > 5 -I I 2 

и /г > 17. Если /г =  18, то яд +  Ж2 =  25, жг +  2 ж2 =  52 или 55, противоречие. 
Поэтому /г =  19, жз =  2, ад +  Ж2 =  25 и х \  +  2 ж2 =  49. Таким образом, х \  — 1, 
ж2 =  24 и ж'з =  2 . Лемма доказана.

Завершим доказательство теоремы. Так как каж дая вершина из А смежна 
с шестью вершинами из [гг] П [Д — [и], то [гг] П [Д — [и] содержит две вершины из 
Х 3 и 12 из АД Поэтому вершина е из Х \  попадает в [и] и число треугольников 
с основанием в А и вершиной в [гг] П [Д — [и] равно 18.

Положим {Д} =  [и] П [гг] — [Д, {гг'} =  [и] П [Д — [гг]. По лемме 1.10 имеем 
/г(гг', Д) =  19 и [гг'] П [Д] содержит и , шесть вершин из [гг] П [Д — [и], вершину 
г вне гг^ и Д  и шесть вершин из [и] — [гг] и [Д. Далее, [г] П [гг'] =  [г] П [Д] 
содержит 11 из 12 вершин в [гг'] П (([и] — [гг] и [Д) и ([гг] П [Д — [и])). Пусть 
Е =  [и] — ([гг] и (гг')-1. Тогда число ребер между А и Е П 1 2  не меньше 1 2
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и некоторая вершина из А смежна по крайней мере с тремя вершинами из 
Е П Х 2.

Пусть д Е XI П Х 2 и пусть для определенности д смежна с вершинами 
а, Ь Е [Д П [гг] П [Д. Тогда а смежна с вершинами гг', £ вне д1- и ьи1- и степень а 
в графе [Дп[гг] не меньше 6 . Так как [ДП[Ь] содержит три вершины из Х 2 иХ з, 
то [д\ — и 1- содержит две вершины из [а] П [Ь] П [гг] П [Д и по три вершины из 
([а ] — И ) ^  [М ^  И  5 (И  — [а]) ^  ^  И  5 в частности, [д] С п ^ и  [гг]. Далее, [а] П [Д
содержит 6 , 1/, пять вершин вне и четыре вершины из [и] — ([гг] и [г]).

Допустим, что а смежна с вершинами д,д'  из Е. Тогда \д\ П [Д] содержит 
а, п, не менее четырех вершин из [а] П [гг] П [Д — [Д и не менее пяти вершин из
[и] — ([гг] и [Д). Отсюда [Д и [д'] содержит [а] П [гг] П [Д — [и] и [и] — ([гг] и [Д). 
Если а смежна с третьей вершиной д" из Е, то [и] П \дп] — А содержит по три 
вершины из [д] — [д'] и из [д'] — [д] и единственную вершину из [д] П [д'] П [а] П [и]. 
Противоречие с тем, что [д] П [д'] П [дп] содержит две вершины из [а] П [и] — А. 
Теорема доказана.

3. Вполне регулярные графы  с /х =  к — 2Ъ\ +  2

В этом параграфе Г -  вполне регулярный граф  с параметрами (г>, /с, А, /г) 
и /г =  к — 2 Ь\ + 2  (т. е. любые две вершины, находящиеся на расстоянии 2 , 
образуют почти хорошую пару). Заметим, что если (гдгт) -  почти хорошая 
пара и [и] П [гг] содержит несмежные вершины ж, у, то гг1 и гг^ =  тД и у ^ .

Л емма 3.1. Если  Г содержит 3-лапу {а; 6, с Д } ; то к =  ЗЬ\ — 3 и каждая 
вершина из [а] — {6 , с, о!} смежна точно с двумя вершинами из {6 , с, о!}.

Доказательство. Положим у =  |[Ь] П [с] П [Д |. Тогда [а] — Ь1- содержит точно 
Ъ\ — 2 =  к — 2Ъ\ +  2 — у вершин из [с] П [Д — [Ь\. Поэтому к =  ЗЬ\ — 4 +  у и по 
теореме получим у =  1 .

Теперь [а] содержит 6 , с Д  и по 61 — 2 вершин из [Ь] П [с], [Ь] П [Д и из [с] П [Д.

Л емма 3.2. Диамет р  Г равен 2 тогда и только тогда, когда Г -  граф Зей- 
деля.

Доказательство. Пусть диаметр Г равен 2. В половинном случае к / 2 =  
=  2(к — 2Ъ\ +  2 ) =  к — Ъ\ и Ъ\ =  2 . В этом случае Г является 3 x 3  решеткой. 
Если же Г -  не граф  в половинном случае, т о п 2 =  (А —/Д2+ 4  {к —у)  =  (&1 +  1) 2 

и Г имеет собственные значения Ь\ — 1 и —2. Таким образом, Г -  граф  Зейделя. 
Легко проверить, что каждый граф  Зейделя имеет р  =  к — 2 Ь\ +  2 .
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Пусть до конца раздела Г имеет диаметр, больший 2. Зафиксируем гео
дезический 3-путь abed.

Л емма 3.3. (1) Подграфы [а] П [с] и [Ь] П [d\ являются кликами.
(2) bi <  3.
(3) Если (1 =  I, то Г -  тривалентный граф без треугольников.

Доказательство. Если подграф [а] П [с] содержит несмежные вершины ж, у, 
то a 1  U c 1  =  х 1- U у _L. Противоречие с тем, что [с] содержит вершину rf, не 
смежную ни с ж, ни с у. Утверждение (1) доказано.

По лемме 1.1 подграф [Ь] содержит единственную вершину е, не лежащую 
в a 1 U c1 , причем по лемме 3.1 подграф [Ь] П [d\ — {с} содержится в [е]. Если 
Ь\ > 4, / ,  g -  различные вершины из [Ь] П [d\ — {с}, то [/] П [д] содержит 6 , ф 
Ъ\ — 3 вершин из [Ь] П [d\ и b\ — 1 вершин вне a 1 U c1 , смежных с вершинами 
из [а] П [с], противоречие. Утверждение (2) доказано.

Пусть (1 =  1. Тогда k =  2Ъ\ — 1, А =  6 i — 2 и окрестность любой вершины 
состоит из изолированных (Ь\ — 1)-клик. Так как b\ — 1 делит 2Ъ\ — 1, то 
&1 = 2 ,А; =  З и Г  -  тривалентный граф  без треугольников. Лемма доказана.

Ввиду леммы 3.3 либо Г -  тривалентный граф  без треугольников, либо 
Ь\ =  3 и к =  6.

Л емма 3.4. Если Ь\ =  3, то Г является локально шестиугольным графом 
с р  =  2.

Доказательство. Пусть Ь\ =  3. Тогда к =  6 и окрестность каждой вер
шины в графе Г является объединением двух изолированных треугольников 
или шестиугольником. Если окрестность некоторой вершины в графе Г яв
ляется объединением двух изолированных треугольников, то по связности 
граф а окрестность каждой вершины в графе Г является объединением двух 
изолированных треугольников. В этом случае каждый ц-подграф является 
2-кокликой и диаметр Г равен 2, противоречие. Лемма доказана.

Д ля завершения доказательства следствия достаточно установить, что 
вполне регулярный локально шестиугольный граф  с /1 =  2  имеет диаметр 2 .

П редлож ение. Если  Г является вполне регулярным локально шестиуголь
ным графом с р  =  2, то Г имеет диаметр 2.

Доказательство. Пусть Г является локально шестиугольным графом. За
фиксируем вершину и. Пусть гщ ,. . .  ,гсб -  цикл из [и]. Тогда Г 2 (щ) содержит
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вершины Ж1 2 , #23? • • •, # 6 Ъ в окрестности которых попадают соответствующие 
ребра 1 }, и вершины гц такие, что изолирована в графе [и] П [гц\.
Заметим, что Г естественно вкладывается в граф  X, получаемый в результате 
замощения плоскости равными правильными треугольниками (см. рисунок).

Если Г является вполне регулярным графом с ц =  2, то у\ = у а, У 2 — У 5 
и Уз — Уб- Тогда Г содержит 6 -цикл гщгш;зЖ2зУ2 # 1 2 - Аналогично, [гсб] =  
=  {гц гщ, яде, уз  ̂ Теперь Ж12 смежна с вершинами гщ,т;5б из [гсб]. Сим
метрично, х \ 2  смежна с вершиной Ж34 из [гсз] и [#12] содержится в [и] и Т 2 (и). 
Наконец, [уг] =  {«ц, х п ,  х и , го4, ж45, ацб}.

Предложение и следствие доказаны.
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