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О К О Л Ь Ц А Х , В К О Т О РЫ Х  П О Д К О Л Ь Ц А  
М О Н О ГЕН Н Ы Х П О Д К О Л Е Ц  М О НОГЕНН Ы

1 . А-кольца простой характеристики

Все рассматриваемые кольца предполагаются ассоциативными. Известно, 
что во всякой группе любая подгруппа моногенной подгруппы сама моноген- 
на. Аналогичное утверждение для колец несправедливо. Поэтому естественно 
изучить кольца со свойством, указанным в заглавии. Такие кольца будем для 
краткости называть А-кольцами. Очевидно, что во всяком А-кольце любое 
моногенное подкольцо является В \ -кольцом, т. е. кольцом, в котором всякое 
конечно порожденное подкольцо моногенно. Отметим, что В \ -кольца были 
изучены в работах [1] и [2]. Приведем необходимые для дальнейшего сведе­
ния о строении Т^-колец.

П редлож ение 1 .1 . Кольцо Я  простой характеристики р тогда и только 
тогда является В \-кольцом  без нильпотентных элементов ; отличных от 
нуля , когда Я  изоморфно прямой сумме колец (г =  1 , . . . , п ) ; каждое из 
которых есть либо конечное поле; либо объединение возрастающей последо­
вательности конечных полей, причем п < р — 1.

П редлож ение 1 .2 . Кольцо Я  простой характеристики тогда и только то­
гда является Я I-нилькольцом ; когда Я  =  (г | г 3 =  0).

П редлож ение 1.3. Кольцо Я  без кручения тогда и только тогда являет ­
ся В \-кольцом ; когда Я  изоморфно либо кольцу с нулевым умнож ением и 
аддитивной группой ранга 1, либо ненулевому подкольцу поля рациональных  
чисел.

Следующая лемма очевидна.

Л емма 1 .1 . Всякое конечное В \-кольцо  является А-кольцом.

Теорема 1 .1 . Кольцо Я  простой характеристики р является А-нилькольцом  
тогда и только тогда, когда оно удовлетворяет тождеству х 3 =  0.
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Доказательство. Пусть а Е Я. Тогда подкольцо (а) является Т^-кольцом. 
Поэтому из описания П \ -нильколец простой характеристики (см. предложе­
ние 1.2) следует, что а 3 =  0.

Обратное утверждение вытекает из леммы 1.1 и предложения 1.2.

Л емма 1 .2 . Полная прямая сумма простых полей характеристики р явля ­
ется А-кольцом.

Доказательство. Пусть К  — П  гДе всякое -  простое поле характе-

ристики р  с единицей ед Пусть а Е П и а (г) =  сад , где щ  Е {0 ,1 , . . .  ,_р — 1}, 
г Е 5. Обозначим Sj  =  {г Е 5 =  j  } (  ̂ =  1 , . . .  ,_р — 1). Обозначим далее че­
рез Uj такой элемент из Д, для которого

, ч | е*, если г Е йТ 
глдг) =  < ,

[0,  если г ^

Легко видеть, что элементы г д , . . . , г ^ _ 1  образуют ортогональную систему
р- 1

идемпотентов в кольце Д, причем а =  ^  j u j .  Поэтому
3 = 1

(а) с  Ю е ( ^ 2 ) 0 - - - е К - 1 ),

так что (а) есть подкольцо прямой суммы к простых полей характеристики р  
и к < р — 1. Из предложения 1.1 следует, что (а) есть Т^-кольцо. Значит, (а) 
является конечным П \ -кольцом и в силу леммы 1.1 Д является Л-кольцом.

Л е м м а  1.3. Кольцо И =  0 ^ 2  0  • • • ® Рр, где Fj =  1 , 2 , . . .  ,_р) — конечные
поля характеристики р, хотя бы одно из которых непростое, не является  
А-кольцом.

Доказательство. Пусть для определенности -  непростое поле и ^  =  
=  (сд), где а\ -  корень неприводимого по модулю р  многочлена / ( х ). 

Положим
а =  сд +  012в2 +  • • • +  екрвр, (1)

где сд -  попарно различные числа из множества {1, . . . ,_р — 1}, ае^- — единицы 
полей Fj =  2 , . . .  ,р). Тогда

/ ( « )  =  / ( « Э  +  / ( « 2 6 2 ) Н Ь Ц а р ер ) =  

=  / ( « 2 в 2 ) Н Ь 3 ( а рер ) =  / ( а 2) е 2 Н Ь / ( а р )ер .
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Так как / ( х ) -  неприводимый по модулю р  многочлен степени выше первой, 
то /(о д ) 0 для каждого од. Поэтому по теореме Ферма

1 Р 1 (а ) =  е 2 +  • • • +  ер (2 )

и, следовательно,
а / р — о̂ 2 в2 +  • • • +  снрвр. (3)

Покажем, что ej Е (а) для всякого j  > 2. Обозначим / р~1(а) через е и 
а / р~1(а) через Ь. Из равенств (2) и (3) следует, что е, Ь Е (а). Тогда

р
Ь оде — (о^ од)ед

г=2

Р
Так как — о̂ у ^  0 для всякого г / ,  то (6  — оде) р _ 1  =  е^) — е̂ - и поэтому

г=2

е — (Ь — а ^ р~х — ер  Значит, Е (а). Но тогда, как следует из равенства (1), 
а\ Е (а). Таким образом, (а) =  0  (в2 ) 0  ••• 0  (ер). Из предложения 1.1
следует, что (а) -  не Тф-кольцо, поэтому Я  не является И-кольцом.

Теорема 1 .2 . Кольцо Я  простой характеристики р является А-кольцом  
без ненулевых нильпотентных элементов тогда и только тогда, когда Я  
есть кольцо одного из следующих типов:

1) подпрямая сумма конечных простых полей;
2) прямая сумма  Т \0 Т 2 0 - • -©Тщ где к < р — 1, Fj (/ =  1 , . . . ,  к) -  конечные 

поля или объединения возрастающей последовательности конечных полей, 
причем хотя бы одно из Fj не является простым полем.

Доказательство. Пусть Я  есть А -кольцо простой характеристики р  без ниль­
потентных элементов, отличных от нуля. Так как Я  -  алгебраическое коль­
цо, то Я  является алгебраической алгеброй над конечным простым полем и 
поэтому коммутативно. Следовательно, Я , будучи коммутативным полупро- 
стым кольцом, есть подпрямая сумма алгебраических полей Fj характери­
стики р. При этом легко проверяется, что Fj является конечным полем или 
объединением возрастающей последовательности конечных полей.

Если все Fj -  простые поля, то Я  будет кольцом первого из указанных в 
формулировке теоремы типов.

Пусть существует такое для которого поле Fj не является простым. В 
этом случае поле Fj содержит подкольцо 5, являющееся конечным непростым 
полем. Тогда Б  = (Ь), где Ь -  корень неприводимого по модулю р  многочлена 
/ ( х ) степени п  > 1. Пусть а -  такой элемент из кольца Я , что а(Д  =  Ь. Так 
как Я  -  алгебраическое кольцо, то (а) конечно и поэтому

(а) =  © $2 © • • • © Б т ,
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где (г =  1 , . . . ,  т )  -  конечные поля. Предположим, что все -  простые 
поля. Тогда ар =  а и поэтому ЬР = Ь. Так как Ь является корнем неприводимо­
го многочлена /  (ж), то 1 делится на п. Полученное противоречие показывает, 
что среди подколец Si имеется хотя бы одно непростое поле.

Пусть Р  -  подкольцо кольца Я, являющееся конечным непростым полем 
и Р  =  (с). Предположим, что кольцо Я  содержит р  ортогональных идемпо- 
тентов е ,̂ отличных от нуля. Пусть М  =  (с, е 1 , . . . ,  ер). Так как Я  -  коммута­
тивное алгебраическое кольцо, то М  конечно и, следовательно,

м  =  Тх 0  • • • 0 Т|,

где (д =  1 , . . . , / )  -  конечные поля. Из ортогональности идемпотентов 
е \ , . . . ,  е/ вытекает, что I > р. Кроме того, из равенства Р  =  (с) следует, 
что хотя бы одно -  непростое поле. Получили противоречие с леммой 3.1.

Таким образом, мы установили, что всякая ортогональная система нену­
левых идемпотентов кольца Я  состоит из не более чем р — 1 идемпотентов. 
Поэтому Я  =  Я\ 0  • • • 0 где к < р — 1, Р{ {% — 1 , . . . ,  к) -  конечные поля или 
объединения возрастающей последовательности конечных полей. Действи­
тельно, пусть г ц , . . . , щ  -  ортогональная система ненулевых идемпотентов 
кольца Я  наибольшей мощности. Согласно предыдущему, к < р — 1. Тогда, 
применяя пирсовское разложение кольца Я  по этим идемпотентам, получаем

Я  =  и \Я  0  П2 Я  0  • • • 0  и^Я  0 ( 1  — и )Я ,

где и =  и\  +  • • • +  щ . При этом (1 — и)Я  =  0, так как иначе в (1 — и )Я  су­
ществует ненулевой идемпотент, ортогональный к идемпотентам г£1 , . . . , з д .  
Кроме того, Uj -  единственный ненулевой идемпотент в кольце щ Я .  В са­
мом деле, если е -  ненулевой идемпотент из н е /  Uj1 то е и Uj — е 
суть ненулевые ортогональные идемпотенты, ортогональные ко всем идем­
потентам щ , где  ̂ Д Д Таким образом, щ Я  -  коммутативное алгебраическое 
кольцо, содержащее единственный ненулевой идемпотент. Поэтому щ Я  есть 
конечное поле или объединение возрастающей последовательности конечных 
полей. При этом, как следует из предыдущего, хотя бы одно из колец щ Я ,  
где j  =  1 не является простым полем.

Обратно, если Я  -  подпрямая сумма конечных простых полей характери­
стики р, то оно является А  -  кольцом по лемме 2 .1 . Если же Я  есть кольцо 
второго типа из формулировки теоремы, то оно является П \-кольцом по пред­
ложению 1.1 и поэтому для всякого а Е Я  подкольцо (а) есть конечное Р \-  
кольцо. Следовательно, по лемме 1 .1  и в этом случае Я  является А-кольцом.

2 . Л-кольца без кручения

Теорема 2 .1 . Кольцо без кручения является А-нилькольцом тогда и толь­
ко тогда, когда оно удовлетворяет тождеству х 2 =  0 .
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Доказательство. Пусть R  есть А-нилькольцо без кручения и а Е R. Тогда 
подкольцо (а) является Т^-кольцом. Поэтому из описания Т^-нильколец без 
кручения (см. предложение 1.3) следует, что а 2 =  0.

Обратное утверждение теоремы очевидно.

Замечание. Отметим, что если кольцо R  без кручения удовлетворяет 
тождеству х 1 =  0, то R? =  0. В самом деле, так как R  удовлетворяет тожде­
ству х 2 =  0, то R  антикоммутативно. Пусть а, 6, с Е R. Тогда

a(bc) =  а (—сЪ) =  — (ac)b =  (ca)b =  c(ab) =  — (аЬ)с,

откуда, учитывая, что i? -  кольцо без кручения, получим abc =  0 .

Л емма 2 .1 . Пусть R  есть A -кольцо без кручения, а -  ненулевой элемент  
из R , причем а2 =  аа для некоторого целого а. Тогда для всякого нильпо- 
тентного элемента r Е R  имеет место равенство

аг +  га =  аг. (4)

Доказательство. Так как (г) есть А-нилькольцо без кручения, то по преды­
дущей теореме г 2 =  0. Подкольцо (а +  г) является D \ -кольцом. Поэтому из 
предложения 1.3 следует, что возможны два случая.

1. (а +  г ) 2 =  0. Тогда
аа  +  аг +  га =  0. (5)

Пусть а  0. Умножив равенство (5) справа на г, получим

ааг  +  гаг  =  0. (6)

Умножив равенство (6) слева на г, получим агаг  =  0 и, значит, гаг  =  0. 
Поэтому из равенства (6) следует, что ааг  =  0, откуда аг =  0. Аналогично 
показывается, что и га  =  0. Но тогда из равенства (5) вытекает, что аа  =  0, в 
противоречии с предположением. Значит, а  =  0 и из (5) получим аг +  га  =  0. 
Таким образом, в рассматриваемом случае равенство (4) доказано.

2 . /3(а +  г ) 2 =  у (а  +  г), где а +  г ^ 0 , /3 и 7  -  ненулевые взаимно простые 
числа. Тогда

/3<та +  (Заг +  (Зга =  да +  дг. (7)

Умножая равенство (7) справа на г, получаем

/3<таг +  (Згаг =  даг. (8 )

Умножая равенство (8 ) на г слева, будем иметь

((За — д )гаг  =  0. (9)
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Предположим, что ß a  — ̂ f Д 0; тогда из равенства (9) следует, что гаг  =  0, 
и поэтому из равенства (8 ) получим ат =  0 . Аналогично можно получить, что 
в этом случае га  =  0. Тогда из равенства (7) вытекает, что

(ßa  — у )а  =  yr. (1 0 )

Если а  =  0, то из (10) вытекает, что у (а  +  г) =  0, и поэтому а +  г =  0 
в противоречии с рассматриваемым случаем. Если же а  Д 0, то, умножив 
равенство (10) на а, получим a (ß a  — 7 ) = 0 ,  что также невозможно. Значит, 
ß a — f̂ =  0, при этом очевидно, что а  ^  0. Так как числа ß  и 7  взаимно просты, 
можно считать, что ß  =  1 и, следовательно, <т =  7 . Поэтому из равенства (7) 
следует, что аг +  га  =  от. Лемма доказана.

Из леммы 2.1 легко вытекает следующая

Л емма 2 .2 . Пусть R  есть А-кольцо без кручения; b £ 7?. Тогда для всякого 
нильпотентного элемента  г G й  имеет место равенство тЪт — 0.

Доказательство. Пусть b -  нильпотентный элемент. Тогда Ь2 =  0 и по лем­
ме 2.1 br +  rb =  0. Умножив это равенство на г, получим тЪт — 0.

Пусть Ь -  ненильпотентный элемент. Тогда ßb2 =  7 6 , где ß  и 7  -  ненулевые 
числа. Положив а =  /56, получим а 2 =  ß 2b2 =  /З7 & =  7 а. Поэтому, снова по 
лемме 2 .1 , гаг  =  0, т. е. ßrbr  =  0, откуда тЪт — 0.

Л емма 2.3. Пусть R  есть А-кольцо без кручения ; не являющееся ниль­
кольцом. Тогда множество N (R )  всех нильпотентных элементов кольца R  
является двусторонним идеалом в R ; причем  (N ( R ))2 =  0.

Доказательство. Пусть r i , r 2 £ N (R ) .  По лемме 2.2 =  тугуту =  0.
Поэтому (ту — Г2 ) 3 =  0, так что Г \ —Г2 £ N (R ) .  Кроме того, для любого а £ R  
и любого г £ N (R )  выполняется равенство гаг  =  0. Поэтому (аг ) 2 =  (га ) 2 =  0 
и аг, га  £ N (R ) .  Значит, N (R )  -  двусторонний идеал кольца R.

Докажем, что (N ( R ) ) 2 =  0. Так как R  не является нилькольцом, то в нем 
имеется ненулевой элемент а, для которого а 2 =  <та, где а  ф 0. Отметим, что 
идеал N (R )  удовлетворяет тождеству х 2 =  0, значит, он антикоммутативен. 
Пусть ту,Г2 -  произвольные элементы из N (R )  и г =  туту. Тогда

аг =  (агДгу =  — гДату) =  — (г*2 а)гу =  тутуа =  га,

и, так как для элементов а и г выполняется равенство (4), имеем 2аг =  от. 
Умножив это равенство слева на а, получим 2<таг =  <таг, т. е. ааг  =  0 и 
аг =  0. Поэтому а г  — 0. Следовательно, г =  туту =  0.
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Теорема 2.2. Кольцо К  без кручения, не являющееся нилькольцом, есть А-  
кольцо тогда и только тогда, когда К  = S  + R , где S  изоморфно некоторому 
подкольцу Q 1 поля Q рациональных чисел, R  -  идеал с нулевым умножением, 
причем для всякого г G R  аг +  га  =  аг, где а  -  наименьшее натуральное 
число в Qi, а -  ненулевой элемент из S , для которого а2 =  аа.

Доказательство. Пусть К  есть П-кольцо без кручения и If /  N(K) .  По 
лемме 2.3 N ( K ) -  идеал в К , причем (N ( K ) ) 2 =  0. Рассмотрим фактор- 
кольцо К  =  K/ N( K) .  Очевидно, что К  -  кольцо без кручения, не содержа­
щее ненулевых нильпотентных элементов. Пусть 6 =  6 +  N  (К) -  ненулевой 
элемент из К , т. е. 6 -  ненильпотентный элемент из К .  Так как (6 ) является 
4Д-кольцом без кручения, то /362 =  7 6 , где /3 и 7  -  отличные от нуля целые 
числа. Следовательно, для всякого ненулевого элемента 6 G К  имеет место 
/36 =  7 6  . Поэтому К , как всякое кольцо без кручения, удовлетворяющее 
указанному условию, изоморфно некоторому подкольцу Q\ поля Q.

Пусть а  -  наименьшее натуральное число в Q i, Pi(i G I)  -  все различные 
простые числа, входящие в разложение знаменателей несократимых дробей 
из Q\. Ясно, что Q 1 порождается числами G / ) ,  причем а  взаимно просто
с каждым pi. Пусть а =  а +  N  (К) -  ненулевой элемент из К , для которого 
а2 =  аа. Очевидно, что а2 ^  0, поэтому (За2 =  7 а, где (3, 7  -  ненулевые целые 
числа. Тогда (За2 =  7 а, т. е. /Зет =  7 а и, значит, /За =  7 . Поэтому (За2 =  /Заа, 
откуда следует, что

а2 =  аа . (1 1 )

Далее, пусть рф^ =  â  и 6  ̂ =  6+  N ( K )  (i G / ) ,  тогда

Pibi = a + ri, (12)

где ri G N ( K ) .  Следовательно, Pib^i =  a?y и PiVibi =  77a .  Сложив эти равен­
ства почленно, с учетом леммы 2 .1  получим p i ( 6 i r i  +  тцбД =  аг\ +г ца  =  аг\ .  
Обозначим biTi +  =  Si. Тогда

PiSi =  агд  (13)

Умножим равенство (12) на a  и, учитывая (13), получим apibi =  a a  + Р г 5 г,
откуда рфаб^ — s^) =  аа . Обозначим abi — Si =  ti. Тогда

PiU =  a a .  (14)

Пусть S  -  подкольцо, порожденное множеством М  =  {a} U {ti G /} . До­
кажем, что S  изоморфно некоторому подкольцу поля Q.

п
Пусть с -  элемент из S  и с =  ^  гДе каж Дое <+ -  произведение эле-

3=1
ментов из М .  Из равенств (11) и (14) следует, что для всякого j  G {1 , . . .  ,n}
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найдется такое kj Е N ,  что =  тттуа, и поэтому для некоторого нату­
рального п  имеет место равенство пс  =  8а, причем ясно, что 5 ^ 0 .  То­
гда п 2с2 =  82аа  =  8а(са) =  8апс  и, значит, пс2 =  бас. Таким образом, 
5  -  кольцо без кручения, в котором каждый ненулевой элемент является 
корнем некоторого многочлена с^ж2 — а \х ,  где од и -  ненулевые целые 
числа. Поэтому 5  изоморфно некоторому подкольцу поля (Ц). Покажем, что 
К  =  Б-\-М{К). Отметим, что, как легко видеть, (З1 порождается множеством
{а}  и К С ^}- Поэтому изоморфное ему кольцо К  порождается множе­

ством элементов {а} и Е /} .  При этом а ^  так как а ^  ^  и
Si Е ЗУ(К). Таким образом, К  порождается множеством {а} и \ t i \ i  Е /} .

Пусть теперь к Е К .  Тогда к =  5 +  £, где 5 Е 5  =  (М),  £ Е М (К ).  Поэтому 
К  =  в  -\- N ( K ) .  Заметим, что из равенства 5  П N ( K )  =  0  вытекает, что 
К  =  К / И ( К )  =  5, откуда а  -  наименьшее натуральное число в 5. Из леммы 
2.1 следует, что аг +  га =  от для всякого г Е N  (Я).

Обратно, покажем, что кольцо К , удовлетворяющее условиям теоремы, 
будет А-кольцом. Пусть к Е К ,  где К  =  5  +  Я. Если А; Е Д, то к2 =  0. Пусть 
к (£ Я. Тогда найдутся такие ненулевые целые числа /3 и 7 , что 7 А; =  (За +  г, 
где г Е Д. Поэтому (7 А; ) 2 =  /32 а 2 +  /3(аг +  га). Следовательно,

7 2 А;2 =  (32аа  +  /Зот =  /3а(/3а +  г) =  /Заук,

откуда вытекает, что 7 А;2 =  (а(З)к. Значит, (А;) изоморфно подкольцу поля (Ц), 
порожденному Так как множество простых чисел, входящих в разложе­
ние знаменателей несократимых дробей моногенного подкольца в (Ц), конечно, 
то всякое его подкольцо также моногенно. Теорема доказана.
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