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О Н Е ЗА В И С И М О  Р А З Б И В А Е М Ы Х  
С И С Т Е М А Х  К В А З И Т О Ж Д Е С Т В *

Множество Е предложений языка первого порядка называется независи
м ы м , если никакое предложение р  Е Е невыводимо из множества предложе
ний Е \  {р}.  Д ля системы квазитождеств Е будем обозначать через цуагЕ 
квазимногообразие, заданное системой Е. Система квазитождеств Е называ
ется независимо разбиваемой относительно квазимногообразия К, если ее 
можно представить в виде Е =  и пЕ п так, что для любого п  Е N выполняется 
условие

К  П цуаг(Е \  Е п) ф К  П цуаг Е. (1)

Система квазитождеств Е называется конечно независимо разбиваемой отно
сительно квазимногообразия К , если ее можно представить в виде Е =  и пЕ п 
так, что для любого п  Е N множество Е п конечно и выполняется условие (1).

Говорят, что множества Е 1 и Е 2 предложений язы ка первого порядка эк
вивалентны, если для любого р  Е Е 1 предложение р  выводимо из множества 
предложений Е 2 и для любого ф Е Е 2 предложение ф выводимо из множества 
предложений Ех. Согласно [1] произвольное множество предложений языка 
первого порядка эквивалентно некоторому независимому множеству предло
жений. Однако если мы будем рассматривать лишь предложения специаль
ного вида, аналогичное утверждение, вообще говоря, неверно. Первый при
мер многообразия универсальных алгебр, не имеющего независимого базиса 
тождеств, был указан в [2]. В [3] построен первый пример квазимногообразия 
универсальных алгебр, не имеющего независимого базиса квазитождеств. Су
ществует антимногообразие, не имеющее независимого базиса антитождеств 
(см., например, [4, теорема 6.3.12]). В [3] доказано, что существует много
образие универсальных алгебр А, содержащее 2й подквазимногообразий, не 
имеющих независимого базиса квазитождеств, но имеющих независимо раз
биваемый базис квазитождеств относительно А. В [4] отмечено, что каж 
дое из этих 2й квазимногообразий имеет независимый базис универсальных 
предложений относительно А. Там же сформулирован следующий вопрос:
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верно ли, что если квазимногообразие К 7 имеет относительно квазимногооб
разия К  конечно независимо разбиваемый базис квазитождеств, то К 7 имеет 
относительно к независимый базис квазитождеств? Интерес к этому вопросу 
тесно связан с доказательством теоремы 2.1 из статьи [5] и комментариями 
Б. Уэллса к английскому переводу этой статьи в [6] (см. [3]). Отрицатель
ный ответ на этот вопрос дает следующая теорема, в доказательстве которой 
существенно используется конструкция из пункта 2 работы [5].

Теорема. Существует квазимногообразие К ; содержащее 2й подквазимно- 
гообразий, имеющих относительно квазимногообразия К  конечно независи
мо разбиваемый базис квазитождеств и не имеющих относительно  К  неза
висимого базиса квазитождеств.

Доказательство. Пусть К  -  квазимногообразие алгебр сигнатуры с двумя 
унарными функциональными символами F h G h  константой 0, определенное 
квазитождествами:

F ( 0) =  G(0) =  0, F (G (x))  =  G (F(x))  =  ж,
F (x)  =  х  —)► х  =  0, F (x)  =  F(y)  —>► x  =  у.

Введем следующие обозначения:

Х° = х, X1 = F (x ) ,  x n+l = F ( x n ), х - 1 = G(x), aM n+1) =  G (x~n), n G N.

Обозначим через Cn алгебру, определенную тождествами F(0) =  G(0) =  0, 
F (G (x))  =  G (F(x))  =  ж, соотношением an — а и квазитождеством

x 1 =  x  A x ~ l =  x  —)► x  =  0.

Очевидно, что С\ =  {0}, С о -  объединение бесконечного цикла и Ci, а Сп при 
п /  0,1 является объединением С\ и цикла длины п.

Д ля произвольного множества натуральных чисел I  обозначим через [/] 
множество чисел, представимых в виде произведения чисел из I  (произведе
ние пустого множества чисел считается равным единице). Пусть Р  -  множе
ство всех нечетных простых чисел. Зафиксируем бесконечное подмножество 
I  С Р  такое, что J  =  Р \  I  бесконечно. Обозначим через J  множество

[J] U {г  | г =  2np, п  G N, р  G [J] \  {1}}.

Рассмотрим класс К / всех алгебр из К, не содержащих циклов, длина ко
торых делится на числа из / ,  и не содержащих циклов, длина которых равна 
2n , п  Е N. Упорядочим множество I  по возрастанию • • • и положим
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где m,n,A; G N. Пусть X =  {ср(т,п),ф(к) \ т , п , к  G N}. Очевидно, что ал
гебра Сг удовлетворяет квазитождеству (Д т ,п )  тогда и только тогда, когда 
г либо делит m, либо не делит т р п . Кроме того, алгебра Сг удовлетворяет 
квазитождеству ф(к) тогда и только тогда, когда г либо делит 2^- 1 , либо не 
делит 2к. Следовательно, Сг удовлетворяет системе квазитождеств X тогда и 
только тогда, когда г G 3- Поэтому X -  базис квазитождеств квазимногооб
разия К / относительно К.

Пусть К™ =  К  П qvar(X \  {^(n)}), n  G N. Очевидно, что £2™ С К™ и 
(Д™ ^ К /. Следовательно, система квазитождеств X не эквивалентна никакой 
своей конечной подсистеме. Отсюда непосредственно вытекает, что квази
многообразие К / не имеет конечного базиса квазитождеств относительно К. 
Кроме того, поскольку для любого п  имеет место соотношение К™ Д К /,  
система квазитождеств конечно независимо разбиваема.

Произвольное квазитождество сигнатуры {Е, G, 0} можно записать в виде

и™1 =  V™1 Л • • • Л и™* =  V? ^ и т = vn ,

где n i, г д , . . . ,  n s, n, v -  какие-то элементы множества {0, яд , яд, • • •, х р}, а 
m i, n i , . . . ,  m s, n s , m, n -  целые числа. Из квазитождества

F (x)  = F  (у) x  = y

следует, что в квазимногообразии К  имеет место соотношение

хр = у я ^ х  = уЧ-Р,

Поэтому в квазимногообразии К  произвольное квазитождество можно при
вести к виду

и ? 1 = v 1 A---Au™* = v s ^ u m = v , (2)

где n i, г д , . . . ,  n s, ns, n, n -  какие-то элементы множества {0, яд , яд, • • •, яд,}, а 
m i, . . . ,  m s, m  -  целые числа.

Если и т =  v имеет вид 0Ш =  0, то квазитождество (2) следует из тожде
ства F ( 0) =  0. Допустим, что ит =  v имеет вид х™ =  яд. Тогда квазитожде
ство (2) можно представить в виде

v™1 = V l A---Au™ * = v 8 ^ x ?  = яд,

где n i, n i , . . . ,  n s, ns, nm, -  некоторые элементы из множества {0, яд,яд}, а
m i , . . . ,  m s, m  -  целые числа. Подставляя 0 вместо яд и яд в последнее квази
тождество, получим, что оно эквивалентно конъюнкции двух квазитождеств, 
каждое из которых имеет вид

Xmi =  X Л хт2 =  Ж Л . . .  Л я:ш" =  я; ->► я; =  0. (3)

141



2005 Известия УрГУ № 36

Таким образом, в квазимногообразии К  произвольное квазитождество экви
валентно либо квазитождеству вида (3), либо паре квазитождеств вида (3), 
либо квазитождеству вида

X m i  =  X  Л  х т 2 =  х  Л  • • • Л  x ms =  х  - >  х т  =  х .  (4)

В квазимногообразии К  имеет место следующее соотношение:

x mi = х  Л ■ ■ ■ Л x ms = х  x d = х,

где d -  наибольший общий делитель чисел m i , . . . ,  m s . Следовательно, ква
зитождество (3) в квазимногообразии К  равносильно квазитождеству

x d =  х  —у х  =  0, (5)

а квазитождество (4) в квазимногообразии К  равносильно квазитождеству

x d = х  -)• х т = х. (6)

Так как
х Р+д = х  /\ Х Р =  X О  Xd =  X, 

где d =  (р +  щр),  квазитождество (6) равносильно квазитождеству

Xcd = х  _► x d = х. (7)

Предположим, что К / имеет бесконечный независимый базис квазитож 
деств У7 относительно К. Допустим, что для некоторых натуральных чисел 
cvl d система квазитождеств У7 содержит квазитождество (7). Это квазитож 
дество можно представить в виде

1 1  i l l  /
п х п 2 n s m 1 т 2 m t  Д й  T * 2  ™1и J P П  Д j v

j»P\ Р 2 •••Ps Qi Q2 " ' Q t  =  X —У X I 2 iu q3 l  32 ” ’q3 v  — X , (8)

где
P b P 2 , . . . , P s  £ I  U{2} ,g i , g2, . . . , 9 t  G J , s , i  G N,

nb n2, . . .  , ns, m i , m 2, . . .  ,m* G N,

и < S, 1 < l\ < %2 < • • • < iu < «s, V < t, 1 < j i  < j 2 < • • • < j v < t,

< щг  1 < / < щ m'jr < mJr, 1 < r < г;.

Если в квазитождестве (8) для некоторого г, 1 < г < щ имеет место неравен
ство т 7- < т ^ г , то это квазитождество ложно на алгебре С mjr 5 которая по

Г q3r
определению принадлежит классу К/ .  Это противоречит предположению о 
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том, что X7 -  базис квазитождеств для квазимногообразия К / .  Следователь
но, квазитождество (8) должно иметь вид

п 1 п о  п 3 Ш 1 т 2 т £ -пП *1 п П ^ п т 1 / 7т 2 пт 1х Р1Р2 -Р^ Ч11Ч2 -Ч1 = х ^ . х Рг1 Рг2 -Рги «1 Я2 •••<?( _  (д)

Пусть q Е «7\ {(7ъ (72? • • • ? (/г}- В силу бесконечности множества 7, такое 
число q существует. Очевидно, что квазитождество (9) истинно на алгебре

С 711 ПО 71 ч т 1 т 2 • (10)

По определению класса К /  алгебра (10) этому классу не принадлежит. Сле
довательно, в системе квазитождеств X/ найдется квазитождество, отличное 
от (9), ложное на алгебре (10). Легко понять, что если это квазитождество 
является квазитождеством вида (5) или конъюнкцией двух квазитождеств 
вида (5), то из него следует квазитождество (9), что противоречит предполо
жению о независимости системы X7. Следовательно, на алгебре (10) ложно 
квазитождество вида (7). Очевидно, что в квазитождестве (7) в этом случае 
с(1 должно делиться на число ЯР^Р^2 ' ' '  Р™3Я™1 Я^2 ' ' '  я Т Ь, а о! не делится на 
это число. Заметим, что если (1 не делится на д, то квазитождество (7) будет 
ложно не только на алгебре (10), но и на Сд, что противоречит определению 
X7 и К / .  Следовательно, (1 делится на q. Отсюда вытекает, что (1 не делится 
н а р ^ р ^ 2 • • -Р™8 • Д ля любого 1 < г < в обозначим через п77 максимальную сте
пень на которую делится число (1. Тогда квазитождество (7) ложно не толь
ко на алгебре (10), но и на алгебрах Ср таких, что р ^ р ^ 2 • • 'Р ^Я ^Я ™ 2 • • • Я™*

п" п" пи
делится на р, а р 11р 22 • • -р<С Я™1 Я™2 ’ ' '  яТ г не делится на р. Очевидно, что

р ^ р ^ 2 • • •рп8зя Т я Т  • • • я Т  > А ?  • • •рп*3я Т я Т  • • • я Т

и найденное квазитождество (7) истинно на алгебре С пч пч п„ ш ш ш .
ЯР11Р22 '"Рз8 яг хя2 2-'<кь

Отсюда непосредственно вытекает, что система квазитождеств X7 содержит 
конечную подсистему, из которой выводимо квазитождество (9). Таким об
разом, мы убедились в том, что система X7 может состоять только из квази
тождеств вида (5) и конъюнкций пар квазитождеств вида (5).

Пусть р Е I. Тогда система X7 содержит квазитождество, ложное на алгеб
ре Ср. С учетом сказанного выше, без ограничения общности можно полагать, 
что это квазитождество эквивалентно паре квазитождеств

х ср =  ж Д  ж =  0 Л ^  =  ж Д  х =  0. (11)

Очевидно, что это квазитождество истинно на алгебре где q Е J. Сле
довательно, система X7 содержит квазитождество, отличное от (11), ложное
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на алгебре Ccdpq . Без ограничения общности можно полагать, что это квази
тождество имеет вид

x c'cdpq =  ж  æ  =  Q  д  æ  æ  _  Q _  (12)

Очевидно, что из (12) вытекает (11), что противоречит независимости си
стемы X/. Следовательно, К / не имеет независимого базиса квазитождеств 
относительно К. Теорема доказана.
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