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ОБ О ДНО Й ЗА Д А Ч Е  О С ТАБИ Л И ЗА Ц И И *

Рассматривается задача о стабилизации движения в системе с последей
ствием при неопределенных и стохастических помехах [1-10]. Процесс форми
руется по принципу обратной связи на базе вероятностных стабилизирующих 
воздействий [4,11,12].

1. Уравнения возмущ енного движ ения

Полагаем, что возмущенное движение ушЩ объекта описывается диф ф е
ренциальным уравнением Ито [13,14] с запаздываниями времени [15-19]:

ЛушЩ =  ( g [0W * ] + G ^ y w[ t - h \  + r ( t , y 0J[t\,yUJ[t -  h]) + Б И « И [г] +

+  / {uw[t],v[t], [t -  hffl[t]], уM [t -  /iM[t]])^jdt +

+ B ^ ( t , y u [t])dWw[t], (1.1)

\y\ <  Я , H  > 0 — const, t* ^  t, to +  h ^  t*, h >  0 — const.

Здесь и далее у — {y i7i =  l , n  } -  n -мерный вектор-столбец,

М =  {yl+- ■ -+у1)* , 0 =  {уг = о, г = 1~п }, 0 =  (у(г?) =  0, - h  ^  ■& ^  0}. (1.2)

Индекс оо обозначает элементарное случайное событие. Символ

глЛМ  =  {yw[t + t i \ , - h  ^  i? ^  0} (1.3)

обозначает историю движения (1.1), реализовавшуюся к моменту t. Потенци
альная история, которая может реализоваться, а может и нет, будет обозна
чаться символом

у(.) =  {у(Щ, —/г ^  г? ^  0},

так что может случиться равенство

y [ t r \  =  у 0 )  ■ { y [ t  +  г?] =  у ( $ ) , - 1 г  ^  ■& ^  0}.
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Допустимы непрерывные функции ?/(•). Будем использовать нормы

Цу(*)11с =  _ т а Х о |2/(Д |, \ \ у ( ' Ш 2. =  (|у(0)|2 +  J  ̂  \у{&) |2<М) 2. (1.4)

Вообще, будем часто заменять точкой аргументы и индексы, когда это не 
должно вызывать недоразумения.

Непрерывная функция г(») удовлетворяет условиям Липшица

|Щ  2/(2)И > 2/(2)Р -  h]) - Щ  У( 1)М> 2/(1)Г — Л ) | ^

^  L [r] • (|г/(2) И -  2/(1) И I +  \V(2 )[t - h ] -  y (1)[t -  h] I), (1.5)

lU  > 0 — const,

и неравенству

\ r ( t , y [ t \ , y [ t  - h } )  | ^  <U] • max {|y[(]|, \y[t -  /i]|}, > 0 -  const. (1.6)

В выражении ЯМ . ^И[£] функция u^[t]  формируется по принципу обрат
ной связи по истории уш[Ь^\ линейно относительно уш[Ь^\ согласно [20-22]. 
Функция /( • )  отражает влияние управляющих воздействий и, /г^  и помех щ 
/г^ . Векторы гц г и скаляры /г^ -  элементы конечномерных компактов:

и  Е М^и\  V Е м М , лМ Е м М  =  [-/1 ,0 ]. (1.7)

В каждой области

\у\ <  Я* <  Я, Я* >  0 -  const (1.8)

функция /( • )  непрерывна по совокупности аргументов относительно их мет
рики, которая определена нормой

\ \ { u , v , y [u], y [v]}\\^ =  т а х { Н ,Н , |? / [и]|, |у м |}, (1.9)

и, стало быть, в каждой области (1.8) функция /( • )  ограниченна. Выполня
ются условия Липшица

L,lf] > о -  const. (1.10)

В (1.1) истории y ^ [ t ,  •] у Щ , . \  отражаю т одну и ту же реализацию ?/[/,•],
но по-разному, в соответствии с их разной ролью в процессе.
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В броуновском члене B ^ \ * ) W UJ\t\ величина Ифф] -  стандартный г-мерный 
(0 <  г ^  п) винеровский процесс [13,23,24]. М атрица-функция B^w \ t , y )  — 
— (£,?/), . . .  (£,?/)} непрерывна, удовлетворяет условиям Липшица

IIB W ( t , y m ) - B W ( t , y {1))\\E ^  L W  . \ут - у {1)\, (1.11)

]JW] > о — const

и неравенству

\ \B[W](t,y) \\E < : S W  -\у\, 5^1  >  0 -  const. (1.12)

Здесь и ниже полагаем

\\В\\е  =  т а  х (В у) .  (1.13)
Ы ^1

Задача с о с т о и т  в  формировании воздействий щ  h}-u\  которые обеспечива
ют устойчивость по вероятности [15,25-28] невозмущенного движения y[t] = 0  
при постоянно действующих возмущениях /*[•], гф], /г^ [ф  B^w \*),  ИЛ[*]- 
Задача рассматривается в двух вариантах: для конечного отрезка времени 
t* ^  t ^  Т  и для бесконечного полуинтервала £* ^  t < оо.

2. С х е м а  ф о р м и р о в а н и я  п р о ц е с са

Воздействия и, формируются в органе управления по принципу об
ратной связи в дискретной по времени t схеме с малым шагом tg ^  t ^  1,
t  — 1, 2 , . . . ;  t \  — £* по реализации истории:

yto[ter\ = {yoj[te + - h  ^  •& ^  0}. (2.1)

Эта реализация уш\р£, •] определяет случайную величину { u w ,h $ ; n ( d u ,  dh; tf) \ ,
реализация которой

[*£,•]) =  =  Uu[te],h^[t\ = h ^ [ t e],ti < t  < te+1 | (2.2)

определяет воздействия u[t] и /Ф ф ], трактуемые как результат испытания по 
выбору значения случайной величины ,j^} с вероятностями, которые
определяются мерой n(du,dh] t i )  — n (du ,dh] t i  | ^ [ t^ ,  •]).

Вместе с мерой ц(*) может реализоваться любая пара кусочно-непрерывных 
справа помех

( v [ t e r \ , h [v][te,*]J = {v[t] ,h^[t] ,  t£ ^  t < te+1|  . (2.3)
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Случайная пара независима от помех (2.3), которые могут за
висеть от меры /i(e), но которые не зависят от случающихся реализаций 
Uu[tı],h^[ti\ .  Вместе с воздействиями (2.2), (2.3) реализуется помеха W ^t], 
t i ^ t  < tı+1. Случайная пара и помеха W u [t\ независимы.

В случае задачи о стабилизации на отрезке t* ^  t ^  Т  полагаем, что 
выполняются неравенства

tı+ı -  tı<: S[t\  S[t] >  0 -  const, 0 <  S[t] <  A, Ü =  1 , 2 , . . .  . (2.4)

В случае задачи о стабилизации на полуинтервале t* ^  t <  оо полагаем, 
что в ы п о л н я ю т с я  неравенства

S ^£ ~ q ^  tı+ı — t£ ^  <$М > 0 ,  0 <  <  А, д, 7 * -  const; (2.5)

2 2
-  < q < 1, -  <  7 * <  g .

Пусть назначены числа г >  0 и (3 <  1. Задача состоит в выборе линейного 
стабилизатора [20-22]

= В ^ у шЩ, (2.6)

в выборе вероятностной меры n(du,  dh№\ tı | уи [//,*]) и в назначении оценок
(1.6), (1.12), (2.4) и (2.5) и числа >  0 таких, чтобы выполнялось следующее 
условие сильной устойчивости по вероятности [15,25-28]: 
в случае С ^  t ^  Т  -  условие

р (  sup \yuj[t]\ <  >  /?; (2.7)

в случае С ^  t <  оо -  условие

sup | У о ; И | < е ) > ^ ,  (2.8)
Д*<Д<оо '

какова бы ни была исходная история уи [t*, •], удовлетворяющая неравенству 

|İ2/w[**>e]|lc  ^  ^  >  0 ~~ const, (2.9)

и какими бы ни оказались допустимые помехи г (t, — ^ ])5 / ^ [ / ] ,
Я ^  (t, ^[t])dTH w[t], удовлетворяющие условиям (1.6), (1.12), (2.4) и (2.5).

В (2.7), (2.8) и ниже символ Я ( . . . )  обозначает вероятность соответству
ющего события.

93



2006 Известия УрГУ № 46

3. С т а б и л и за ц и я

Обратимся к уравнению

уЩ = -  к] +  В ^ и Щ .  (3.1)

Предположим, что для укороченного уравнения

№  = О М у Щ + В ^ и Щ  (3.2)

выполнено достаточное условие стабилизируемости [29]: ранг матрицы

К [*] = { в М ,С [0]В м , . . . , С [0]В М(п_1)} (3.3)

равен п. Тогда, следуя [29], построим определенно-положительную функцию 
Ляпунова [30]

ъ{у) =  у 'Ау  (3.4)

и функцию
\ у )  = и№ у  (3.5)

такие, что производная У(з.6){у Щ) на движениях, порожденных уравнением

№ = О [0]у Щ  +  в М и М у Щ ,  (3-6)

будет удовлетворять условию

*(з.б) (2/М) =  У ' № А Щ ' {G[0] +  B ^ ) y [ t \  = —y'[t\Sy[t\, (3.7)

где y 'Sy  есть определенно-положительная квадратичная форма.
Следуя [18], выберем квадратичный функционал Ляпунова

г о
V{y(-))  = v { { y ( $ ) ,  0}) =  у'(0)Ау(0)  + /  y'{0)Ly(&) M ,  (3.8)

J -h

где у 'Ly  -  определенно-положительная квадратичная форма. Предположим, 
что правая производная Й(з.9) (?/[А •]) этого функционала V(j/[t, •]), в силу 
уравнения

y[t] = G^y[t]  + G ^ y [ t  - h ]  + В ^ и М у Щ ,  (3.9)

удовлетворяет условию

% 9) {y[t, •]) =  у ’Щ2А • (GM +  BWuW)y[t]  + y'[t]AG[h]y[t ~ h }  +

+  y'[t -  h\G[k]'Ay[t\ +  y'[t\Ly[t\ -  y'[t -  h]Ly[t -  h] =
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2/М
у[г  -  К\

= Е 4 Ш У М +  Е 2«&М%[*-Л])+ Е -  я
г=1,3 = 1 1=1 ,] = ! г=1,з = 1

(3.10)
где (?/[£], ?/[£ — /г]) • <2 * (з/М? 2/[^ — .7*]) есть определенно-положительная квад
ратичная форма от переменных г/гМ? * =  1? • • • ~  3 — 1? • • • То
есть выполняются условия Сильвестра

9ц > О,
[0] [0] 

9 ц  912 
[0] [0] 

921 922
> 0 ,

29]

„ м9 ц  • • ^1п ? 9 ц  - 91п

[0]
9п1 •

[0](/пп
*

9П1 • • Япп
> ] „ и9 ц  • ^п1 9 ц  • • 91п

^1п Я.ПП ^п1 Чпп

> 0 .  (3.11)

Обозначим символом з'[£] градиент функционала V  [у [£, •]) по у[£], полагая 
под этим термином вектор-строку

я'М =  (?/[/,.]) =у'Щ2А. (3.12)

Обратимся к процессу (1.1). Пусть к моменту £ =  £ ^ , ^ = 1 , 2 , . . .  реа
лизовалась история у у  •]. Рассмотрим следующую задачу на минимакс [4]:

или вир ш Ы  J  !  1 { и , У , у ш[и -  к [и]] , у ш[Я -  /1М])/х(сЬ,сШ[“]) =

(3.13)
мМ м^]

=  Со { к \ у ш[ к , ' } ) .

Предположим, что неравенство

Со{ к \ У ш [ к , * } )  0 (3.14)

справедливо при всех тех значениях [£,£,•], которые могут встретиться. 
Пусть цо (Ли, £̂ ) =  цо (Ли , ЛЬ\и £^|уа;[£^ •]) -  вероятностная мера, которая 
определяет решение задачи (3.13). Тогда в согласии с материалом из разде
ла 2 полагаем, что реализации г /^ [£ ф  управляющих воздействий и и
/г^  определяются значениями случайной величины /г^ ; /ло(Ли^ с 1 Н £^)}, 
так что выполняются равенства

К 0)М Л  ^ ](0)М Л } =  К 0)М =  /гН(0)И =  н ы т щ ,  ч < 1 <  ьш ].
(3.15)

95



2006 Известия УрГУ №46

Стало быть, процесс будет описываться уравнением

йуиЩ =  (С1^уш[Ь] + -  Щ + г ^ , у шЩ,уш^  -  /г]) +  в № и ^ у шЩ +

+  Д ^ Й М М , У ш [ к  ~  Ь ^ т Щ \ , у ш[г -  /гм И]))сЙ+

Функционал Н (?/(•)) удовлетворяет условию определенной положитель
ности [18] по величине |у(0)|

норме ||у(*)||с
ТЩ (.)) ^ * ( | | у ( . ) | | с ) ,  (3.18)

где непрерывные неубывающие по г функции гг* (г) >  0, гг* (г) >  0 при г >  0, 
гг*(0) = 0 .

4. Устойчивость процесса

Справедливо утверждение:

Теорема 1. Пусть процесс формируется оговоренным в разделах 1-3 спо
собом. Тогда для любых £ >  0 и (3 <  1 можно указать в ограничениях  (1.6),
(1.12), (2.4), (2.5) и (2.9) малые числа ё^г\  8 ^ \  <$М и 8 ^  так ; что при этих  
ограничениях будет выполнено неравенство (2.7) или соответственно нера
венство (2.8).

Доказательство. Пусть задано число г > 0, г < Н.  Назначим число 
г* =  \е .  Рассмотрим движение (3.16), порожденное исходной истори
ей г/и[£*,•], при условии (2.9), где

Введем искусственно движение следующим образом [15,25-28]. Если 
на некоторой реализации уи [•] на отрезке £* ^  г  ^  I выполняется неравенство

(3.16)

(4.1)

то полагаем
Уш[т \ = У ш [ т ] , (4.3)
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Если же для реализации уш[9\ условие (4.2) нарушается впервые так, что 
либо сначала выполняется равенство

\уи[т(ш)} \ = е, т(ш) = г ф и ,  (4.4)

либо сначала выполняется неравенство

^  |Ы ГМ ] У  т(и) = г = и ,  (4.5)

то полагаем, что (4.3) выполняется для т  ^  £ =  т (и).  А при т  ̂  £ =  т(и ) Для
рассматриваемой реализации полагаем равенство

У*Лт \ = уЛ т  И ] ,  Тфт(ш).  (4.6)

Пусть к моменту £̂ , £ ^  1 реализовалась история ^ [£.£,•], t£ < т(сс),
\ у * м  | <  6*. Эта история определяет случайные воздействия / ^ ^ [ £ ф
Вместе с помехами г(£, у£[£], у£[£ — /г]), гф], /г^[£], 7 ? ^  (£, ?/*[£]) сИ/Уф] эти 
воздействия определяют реализации движений у^[£]. К аж дая из этих реа
лизаций при фиксированных {г>[£], /г^  [£]; £̂  ^  £ <  £^+1} порождается парой

реализаций |{г^ 0)[£] =  г^ [^ ], /г^(0)И = Ж Д]; ^ < * < ^ + ф

При этом вероятностное распределение компоненты опреде-
ляется мерой цо (^и , (1Ь)-и ;̂ у ) .

Рассмотрим значение функционала У (у£,[£, •]), У ^  ^  У+1- Если на неко
торой реализации случится ^ [ ф а ; ) ]  | =  £ при £̂  <  т(сс) <  У+1, то при £ ^  ф ^ )  
будет выполняться равенство у^[£] =  2/^Ь"Ф0] и мы примем к тому же, что 
при этом будет выполняться равенство

Т * ( Й М ) = Т ( ! , ; [ т М ,. ] ) ,  (4.7)

а стало быть, будет выполняться равенство

Г + ( у £ [ М ) = 0 ,  (4.8)

Здесь верхний индекс * при У как раз и означает, что величина функци
онала У (у*[£,•]) замораживается с момента т{ио) согласно равенствам (4.7), 
(4.8), которые, как и равенство (4.6), назначаются искусственно [15,25-28]. 
Иначе говоря, индекс * при У подчеркивает, что с момента т (и)  условно за
мораживается весь аргумент функционала У(») -  вся история [£,•].

В (4.8) У_£ (у£[£, •]) -  правая производная функционала У* (у£[£, •]) на дви
жении уф£] ПРИ оговоренном условии (4.7) замораживания значения У (у£[£, •]) 
вместе с замораживанием согласно (4.6) значения у^[£] начиная с момента 
£ =  т( сс).
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Если на рассматриваемой реализации •] нет момента т (и)  Е (£^£^+1), 
в который |у^[т(о;)]| =  г, то обратимся к любому значению £ Е (£^£^+1). 
А если на реализации у^[£, •] есть момент т{ш) Е (£ ,̂ ^ + 1), когда | ^ [ /г(^)] | =  £, 
то обратимся к моменту £ Е [£^т(о;)); в каждом из этих случаев рассмотрим 
величину [15,25-28]:

М й М ) = Л ? +0^ ----------------- ^ ------------------- , (4.9)

которая является усредненной правой производной функционала Е(у* [£,•]) 
в силу уравнения (3.16). Величина (4.9) определяется бесконечно малым 
производящим оператором [24] рассматриваемого вероятностного процесса. 
Здесь и ниже Е { . .. | -  условное математическое ожидание.

Пусть ИфД,«] обозначает реализацию

№„$,•] = {УУи [т], (4.10)

Обратимся к условному математическому ожиданию

* Г ( ! С М )  № ■ • ] }  =  -Еи у , , ], ( „ » [1,] Л *">[.,] ) { 1 /( й [ ( .-]) № . • ] }  =

(4.11)

В согласии с формулами Ито [13,14,24,31] и Дынкина [15,21,24-28] полу
чаем из (4.11) равенство

(^^[*,-] , («£0)[ ^ ] , ^1(0)[ ^ ] ) | г и ^ * ] } )  =

(4.12)
Если для некоторой реализации у^Щ момент времени £ ^  'г(^), где 

|г£[т(а;)]| =  г, т (и)  Е (£^£^+1), то согласно (4.8) для этой реализации в (4.12)

будет И+(у* [£,•]) =  Г* (у* [£,•]) =  0. Иначе, в согласии с формулой Ито [31], 
получаем равенство
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г + ( г £ М )  =  г + ( г / М ) ( з . 9), +  S'M • (Ц г .г й [*],*£[*- h]) +

/(«<?)[te],v[t],у:  [te -  л м (0)М ]  М * ~  h [v]M]) )  +  (413)+  . v w  _wt
r

Д )  \ 4 V ^ \ ) — {j)+ E  b[™]' ( t , у * [ t ] ) A b l̂ . ] ( t , у * [t]).
3 = 1

В самом деле, согласно (3.8) имеем равенство

ш * . -i) =  £t+ m w M  + i + ( f h « s ı t + * \ ш + «ı < м ) . (4-14)

где символ J  ̂+ (. • •) обозначает усредненную производную, в силу уравнения
(3.16). Д ифференциал Ито ф/*[£] определен равенством (3.16), так как для 
данной реализации у^[т] =  г/Дт] при £ ^  т <  т (и) .  Поэтому по дифференци
альной формуле Ито [31] для квадратичной формы у 'Ау  справедливо равен
ство

| +(С'М-4</;И) = %ГМ ■ 41 ■ (G(°tat] + gW„;[( -  ft] + 

+r(t ,  »İM, £ [ ( - / .] )  +B<*>t/W£[(] +

+ /  -  «4"|(0|М ] .й [*  -  Л№ ]] ) )  +

+ Х > м '(* .Й М )  41бш ((.й[*])- (4Л5)
J=ı

d

d t

Обратимся далее к величине

(/д[* + + =

е { Г  у№ уШ \ ^ \ у* Л , - } } -  f  у*МЬу*ыЩ М
=  lim - d J l = ä ------------------------------- }— l± de---------------------

т — o t  — £
( rr . rr—h

E \’{ [ y « m y l [ №  i 2/*[c-]} -  ф  y*MLy*[0\d#
=  lim

t - ^ + 0  T  — t

e { Г  y*J[Ç\Ly*u [Ç\dt\y*u [t,-]}
— lim -------- y*’[t — h\Ly*[t — h\. (4.16)

t —)^+ 0  t  — t
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В соответствии с дифференциально-интегральной формулой Дынкина [15,21, 
24-28] воспользуемся равенством

В (4.17) усредненная правая производная щ  (уи [т1]Ьу* [г)]) обращается в 
нуль для тех реализаций у^[в], для которых соответствующий момент замо
раживания ^  г]. А при условии г] <  названная производная
определяется снова дифференциальной формулой Ито [31] в соответствии с 
дифференциалом ф/*[ц] (3.16), где I заменяется на ц и уи на ?/*. Но тогда 
получается оценка

Из оценок (4.14)-(4.18) с учетом (3.12) и (3.10) вытекает справедливость 
равенства (4.13).

Обратимся теперь к оценке рассматриваемой производной, которая, стало 
быть, выражается равенством (4.13), полагая, что для фиксированной реа
лизации Уи\Ь\ имеем I <  т (и)  ^

Из (3.10) следует соотношение

и при выполнении условий (1.6), (1.13) и (3.11) получаем неравенство

Г+(Уш[^*]) ^  “  а  +  • (|у^,М|2 +  Ш *  ~  н}\2) +  ^4 20)

+  («СИ -  • ( • • • ) +  Л  М  • (••• )> «  > о - соп:з*-
Обратимся к величине ДД] — 5^[£ф Имея в виду (4.12), оценим матема

тическое ожидание для величины

=  е {  [  у 'Л Ш Л А  < * +  [ [  Ц  Ш ч Ш Ы ) )  М I У Ж  •]}

(4.17)

/ Т ( ^ +  55 с ' {т ~ <)2’ с
— const. (4-18)

т+ (у; м )  =  - { уЖ у * Л  -/»])<?• -  л])'+

+  «'[*] • +  (Л М  - Л М )  • ( • • • ) +

+ Л [ Д / К ° Ы  -  ЛЁ,](0)М ],1£[* -  лм М ])) +

(4.19)
1=1

£ { М ‘Ь ^ М 1 2 й М }  = в Щ м - й ' М М  ( ( С И - Й М )  Ш м ) } -
(4.21)
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Подобно предыдущему, учитывая дифференциал Ито (3.16), получаем 
для квадратичной формы у 'Ау  в согласии с формулами Ито и Дынкина 
оценку

Д  М * ] -  Su[ti\\2 I у*ш[и,*\ |  ^  (7м • (t -  ti), (7й  -  const. (4.22)

Отсюда, согласно неравенству Кош и-Буняковского [23], следует оценка

Д  |« Д ] “  s^t iW  | Уи[и,»]} ^  СИ • (t -  te)K  С*!5-1 -  const. (4.23)

Обратимся к величине / ( . . . )  в (4.19), которую представим в таком виде: 

/ ( . . . )  =  / ( ^ 0)М ,п И ,2 /* [ ^ - /г М (0)И ] ,2 /Д ^ - /г 1 г’]И ]) +

+  (/(« L 0)M > v M>S/wfc “  “  н[УЩ )  ~  (4.24)

-  f (u ^ u ,V[tu i[h  -  h]zm m , y : [ t  -  л ^ м ] ) ) .

Здесь значение h^[t]  для каждого момента t Е [Д, Д+i) выбирается из усло
вий: если t — h[t] ^  t — Д, то h^[t]  — /г^[£], иначе h^[ t \  — t — Д. В обоих 
случаях получается t — h^ \ t ]  =  Д — /г^*[£], h^*[t] Д 0. Поэтому аргумент 
/Д]*Д] — ^  i д. A^[t] попадает в то множество значений h№\ по которым 
вычисляется верхняя грань в (3.13).

В согласии с условием (1.10) имеем неравенство

E ^ \ f ( . . . , y l [ t - h [v] [*]]) у* р  — /г^] И ]) | <

- у *  р - Л ^ ]М]|  № , * ] } •  (4-25)

Подобно предыдущему, получаем оценки
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Обратимся затем к оценке величины

Е^в'Нё] 7 К М >  Уи[*е ~  Ни ]Ы ] ,  Уи[* ~  н[*][Щ) | Уи[*е,*\} =

=  Е { а' [ и ] - / { и ы[Ь], у И ] , у 1 [ и - Ь Ш Ы [ П - Ь ^ И ] ] )  \ У: [ П , . ] }  =

= E wUJ[t^},(uUJ{tt},ht]ы )  { й ^  • / (■••)} =

=  { Д М

/  {иыНе] , у Щ, у* Не -  Нё\], 1 ^

у Л * * -/* № [* ]] ) |« и М  Ь^Н е}} )  Х

х цо(с£и,сШм ;^  | У^Не,’])} =

/ /
ММмМ

[4,•],(!)}

+

{»'[(<]•

/ /
ММмМ

{*'[<<]•

]  I  Е {»'.|1,-].(2)>

/(«ш М . у*[^ -  Ь$Ие] \ ,  1 х

У ^ - ^ Т ] ] )  \ишНе], Ь^Ие]}Х 

х Цо (сЬ,сШ[“Д4 | У^Нег])] Н

/  М , ф ] , у* -  /г{“] [^]], |  ^

У*Лк-Ь[у]*Н]]) \ишНе], Ь^Не])*

х ц о (<7и,сШМ ;г4 | у * [^ ,- ] )} ,

(4.27)

где, стало быть, /г^*[£] Е [0, /г— (£ —£^)]. В (4.27) символом {Вфф,«], (1)} обо
значена совокупность тех реализаций Ифф,«], которые вместе с фиксирован
ной парой (г/[;0)М , ^ ](0)М ) порождают такие реализации у^[т], ^  ^  т  ^  
для которых момент замораживания г  (о;), если он есть, удовлетворяет нера
венству т(ш) >  £. А {Ифф, •], (2)} есть совокупность реализации Вфф, •], кото
рые при фиксированной паре порождают реализации г£М>
^  ^  ^ ^  ^  Для которых г  (о;) Е (^,^].

Оценим условную вероятность

* ( \ ¥ ШН,-] е  { № [ * ,. ] ,  (1)} | Д 0)М , ^ ](0)М ; у ( Д И } )  £

^  1  -  р (  в и р  | у * [ т ] |  =  е | Д 0 ) [ ^ ] , / г { “ ] ( 0 ) [ ^ ] ;  у £ [ ^ , « ] ) .
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Подобно предыдущему получается оценка

Д  SUP İ2/İMİ =  е | u ^ [ t ı ] , h [̂ [ t ı \ ;  y*[ter\) <
4£^T^t£ +1 7

^  р (  sup Iу*[т] -  y*[t£]I ^  (e -  £*) | ^ Д (0)[Д; у Д Л  •]) ^
4£^T^t£+1 7

/  /£ { I îC M  -  г/ İ M İ 2 1 • • • İ V  /

" V  ( ^ - л 2 )  "
t£ ~ ~

^  C [ / ]  • ^ ( e - e * ) “ 2 ^  Д ^ О С М  - 2 / İ M I 2 ) ! - - - } ^  <;

Д . (t — Д) Д — const. (4.28)

Из этих оценок, учитывая, что число (7И в (4.28) можно полагать не 
зависящим от пары (u$ \ t$\ ,  / ^ ^ [ Д ] ) , принимая во внимание, что мера 
цо(*;Д | 2/^[Д>*]) есть решение задачи на минимакс (3.13), а такж е учиты
вая, что аргумент /г^*[£] в (4.27) содержится во множестве тех значений /г^ , 
по которым в (3.13) вычисляется верхняя грань, придем, в согласии с нера
венством (3.14), к следующему неравенству:

Д Д Д Ц М М  : у Д ^ - ^ м *М]) |у Д Л * ]}  ^  c [£]i t ı +ı - t e) ^ .

Теперь, учитывая все приведенные оценки, получаем для величины (4.12) 
следующее неравенство:

Д Д Д т Щ у Д * , . ] )  1 2 / Д М } )  ^  с №  • Л +1 - t e ) K  с №  -  const.

Отсюда для величины (4.11) получаем оценку

e { v *  ( у *  [ t ,  •]) | y*w[tı, •]} ^  V* (у* [te, •]) +  с [ Е] ■ (te+ı -  te) t ,  с [ Е] -  const, 

откуда, в свою очередь, вытекает неравенство

т
E{V*{y*u [t,.]) | î£ [ t* ,.] j  Д V*{y*u [ U , . ] ) + c №  • ^ ( Д +1 -  Д)§,

1=1

где £[t] -  наименьшее целое число Д удовлетворяющее условию Д ^  t.
Таким образом, учитывая свойства (3.17) и (3.18) функционала V (?/(•)), 

оценки (2.4), (2.5) для шага Д+ ı — Д и условия (2.9), (4.1) на исходную историю 
?/*[£*,•], приходим к следующим неравенствам:
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в случае ^  t ^  Т

£[t] , v

^  « д « # 1) +  c W ] • Д  у -щ 1 +  i j  (<*м )^  ^  +  d E]s,

в случае £* ^  t < оо

е { у * Ш , - ] ) \ у^ , . ] } ^
оо

^ « д « # 1) +  clE](s®)l ■ ^ 2 r q <: w * ( ^ ]) +  d E]c^s,
1=1

где q >  1 — const и S —» 0 при <$M о, <$£̂  —» 0.
Отсюда по построению £* ^  £, следуют, согласно неравенству Чебы

шева [23], оценки:

р (  sup |^ [£ ] | < е )  sup |?/*М | < £ * )  ^

Д г * ( у * [ ^ [т],»]) |у ,*Т *Л } « д < й  +  Д £Л
^  1 u;*(e*) ^  1 го*(г*)

р (  sup | у Д ] | < в Д р (  sup | С М | < в * ) ^
ОО ' оо '

ю, (г ы ) +  с [ «,1г>  ̂ _  U^t£<oo_________________________  ^
^  гс*(г*) ^  гс*(г*)

которые и доказывают теорему.
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