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1. В в е д е н и е

Одним из направлений исследований В. К. Иванова в 80-90-е годы было 
построение распределений, допускающих действие более общих, чем диф ф е
ренциальные, операторов, применяемых в случае обычных распределений. 
В [1, 2] были построены распределения, называемые теперь обобщенными 
функциями Иванова. Они нашли широкое применение при решении опера
торных и дифференциально-операторных уравнений. Неожиданно для нас 
обобщенные функции Иванова оказались востребованы при построении ре
шений абстрактных стохастических задач в пространствах стохастических 
распределений.

Итак, по порядку. Рассматриваем стохастическую задачу Коши

Х'(£) =  А Х  (г) +  БШ (£), £ е  [О, Т], Х (0 )  =  Ф (1)

где А  -  генератор регуляризованной полугруппы ( й ^ ) ,  £ Е [0, т)}, Т  < т ^  оо, 
в гильбертовом пространстве Н\ В  Е Ь^Нх^Н)] { Ш (£ ),£  ^  0} -  ТД-значный 
белый шум, неформально определяемый как процесс с независимыми распре
делениями при разных значениях £, с нулевым средним значением и бесконеч
ной вариацией. Известно, что такой процесс в гильбертовых пространствах, 
и даже в Мп, не определен -  белый шум определяется лишь в специально по
строенных пространствах распределений (как производная от броуновского 
движения или винеровского процесса). Конструкцию таких пространств для 
случая Мп см., например, в [3, 4], для случая гильбертовых пространств -  
в [5, б].

М отивация для исследования поставленной задачи следующая. Большое 
число важных для приложений задач, как детерминированных, так и требу
ющих учета случайных возмущений, не являю тся задачами с генераторами 
полугрупп класса Со- Используя современную теорию полугрупп, мы рас
сматриваем задачи с генераторами регуляризованных полугрупп. При этом 
наряду с решением проблем белого шума возникает проблема построения
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(неограниченного в Н)  оператора, обратного к «полугрупповому» оператору, 
осуществляющему регуляризацию решения. Д ля случая /с-конволюционных 
полугрупп мы смогли построить такой оператор в пространствах абстракт
ных ультрараспределений [10], обобщающих пространства Коматсу [9]. При 
этом, используя технику работы [10], в указанных пространствах можно по
строить и белый шум как обобщенную производную от винеровского процес
са. Однако в предложенной конструкции обобщенного решения открытым 
остается вопрос о стохастических характеристиках обобщенного решения. 
В настоящей работе для случая ТСполугрупп решение построено в простран
ствах абстрактных стохастических распределений. Здесь, чтобы построить и 
соответствующий обратный оператор, и процесс белого шума, потребовалось 
соединение конструкций абстрактных пространств типа Х иды -Гельфанда- 
Кондратьева и пространств Иванова.

Наряду с решением задачи (1) в пространстве распределений, обобщая 
подход Ито на случай гильбертовых пространств, мы строим слабое (регу- 
ляризованное) решение соответствующей (1) интегральной задачи, коротко 
записываемой в форме

ах (г) = АХ(г)(И + * е  [о , т ] ,  х ( о )  =  ф  (2)

Здесь {ГГ(£),£ ^  0} -  (^-винеровский или цилиндрический винеровский 
процесс -  обобщение броуновского движения на случай гильбертовых про
странств [7, 8]. Исследование задачи (2) позволяет обойтись без конструкции 
белого шума -  вместо него строится винеровский процесс -  «первообраз
ная» от белого шума. При этом исследование регуляризованного решения 
позволяет избежать и построения обратного к оператору, осуществляющему 
полугрупповую регуляризацию.

В соответствии со сказанным настоящая работа состоит из введения и 
трех разделов. В первом из них даны определения регуляризованных полу
групп, в частности /с-конволюционных и ТСполугрупп, а такж е некоторые 
свойства этих полугрупп, необходимые в дальнейшем; приведены примеры. 
Второй раздел посвящен исследованию и конструкции слабых решений зада
чи (2) с (3-винеровским и цилиндрическим процессами. Известно, что даже 
при априорном предположении А  -  генератор полугруппы класса Со, для 
существования сильного решения требуется либо ограниченность оператора 
А , либо чтобы В  был оператором Гильберта-Ш мидта. Поэтому, предпола
гая А  генератором регуляризованной полугруппы, мы изучаем существова
ние и единственность слабых решений -  построено слабое регуляризованное 
решение. Полученные результаты обобщают результаты [7] для случая по- 
лугруии класса Со- Заключительный раздел посвящен решению задачи (1) 
в пространствах стохастических распределений. Построено обобщенное реше-
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ние при условиях менее ограничительных, чем для случая слабых решений. 
Основой для каждого из построенных решений является конструкция подхо
дящей стохастической свертки.

2. Р е гу л я р и зо в а н н ы е  п о л у гр у п п ы , оп р ед ел ен и я, 

св о й ств а , п р и м ер ы

О п р ед ел ен и е 2 .1 . Пусть А  есть замкнутый линейный оператор; a R ( t ), 

t € [0, г ) , г  ^  оо; -  ограниченные линейные операторы в банаховом про
странстве Н . Сильно непрерывное семейство ограниченных операторов 
{S(t), t e  [0,г)}  называется регуляризоваииой (R-регуляризоваииой)  
полугруппой с генератором А, если

S  {t) A i  =  A S m  t  e  dom A , S(t)£  = A  f  S ( s ) i  ds +  İ2(i)£, £ G Я . (3)
J о

Полугруппа S называется экспоненциально ограниченной; если ||Я(£)|| ^  М е ^  
t ^  0, для некоторых М  > О, си G М, и локальной ; если т  <  оо.

Если R(t ) =  I  Jq k(s)ds, где к -  непрерывная функция, тогда S называ
ется к-конволюционной полугруппой. Если оператор А  является плот 
но определенным и R(t) = R ; где R -  это обратимый линейный ограни
ченный оператор с плотной областью значений ; тогда S называется R-  
полугруппой.

Заметим, что если к (t) =  tn~l /(n  — 1)!, то fc-конволюционная полугруппа 
является п-раз интегрированной полугруппой. Если R  =  / ,  то Я-полугруппа 
является полугруппой класса Cq.

Определение /с-конволюционных полугрупп дано в [11, 12]. Что касается 
Я-полугрупп, в [13, 14] они введены как сильно непрерывное семейство огра
ниченных операторов, удовлетворяющих Я-полугрупповому соотношению

(R l) S(t  +  s)R  =  S(t)S(s),  s, t, s +  t G [0,т), S(0) =  Я,

с инфинитезимальным генератором:

_  r  S ^ R -1 — I  A „  ( _ _ r  S ^ R - ' - l A
G f  :=  l ım ------------------ / ,  dom G =  < /  G ran Я  : 3 l ım ------------------ /  > ,

~t >o I ~t >o I

и вместо Я  использовано обозначение С  (С-полугруппа). Мы предпочитаем 
название «Я-полугруппа» в силу ее регуляризующего свойства и в отличие 
от Со-полугрупп (полугрупп класса Со), где С  означает «continuity».
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Следующее предложение делает ясной связь между определением Л- 
полугруппы через уравнения и через соотношение (Ш ); его можно доказать 
на основе взаимосвязи между 1£-полугрупповым соотношением для семейства 
ограниченных операторов и однородной задачей Коши с оператором А:

и'(г) = Аи(г), £ € [0, г), Х(0) = £. (4)

П р ед л о ж ен и е 2 .1 . Пусть А  -  замкнутый ; плотно определенный оператор 
в банаховом пространстве Н . Тогда сильно непрерывное семейство операто
ров {Б(б) Е В(Н ),  £ Е [0, т)} является П-полугруппой е генератором А, если 
и только если семейство удовлетворяет соотношению (Л1). В  этом случае 
С  является генератором.

Что касается /с-конволюционных полугрупп, для них тоже существует «по- 
лугрупповое соотношение» [12]:

/Л+5 /»£
(к1) Б (б) Б (в) =  / /с(£+5—г ) Б ( г ) д г — / /с(£+з—г)  Б (г)  дг ,  £, 5, £ + 5  Е [0 ;т ),

Л  эо

но в качестве определения его обычно не используют.
Таким образом, мы видим, что определения полугрупп через соотноше

ния (Ш ), (к1) подчеркивают структурные свойства полугрупп, а определе
ние 1 показывает, как регуляризованная полугруппа с генератором А  связа
на с задачей Коши: и(-) =  Б(-)£ является решением регуляризованной задачи 
и(ф) =  А  / о  +  Д(£)£, £ Е [0, г ) ,  или регуляризованным решением задачи
(4)-

На базе определения 1 в [15] доказаны свойства семейств операторов, со
пряженных к регуляризованным полугруппам, необходимые для изучения 
стохастических задач.

Т ео р ем а  2 .1 . Пусть А  -  генератор П-регуляризованной полугруппы  {*?(£), 
£ Е [0,г )}  в гильбертовом пространстве Н ,  семейство {!£(£)} является  
сильно непрерывно дифференцируемым и б о т  А  =  Н .  Тогда {£*(£),£ Е [0, г )}  
является Л*-регуляризованной полугруппой с генератором И*; плотно опре
деленным. Если операторы Д(£) являются обратимыми, то Д*(£) обладают 
тем же свойством.

Наряду с общими свойствами /с-конволюционных и 1£-полугрупп, как под слу
чаев регуляризованных полугрупп, они имеют разные спектральные свой
ства, важные для приложений. Генератор любой /с-конволюционной полу
группы имеет резольвенту Л(Х) в некоторой области Л. В случае локальной 
полугруппы резольвента существует в области

А ^ ъГЗ =  {А <Е С | §?А >  а М (7 |А|) +  /3}
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и удовлетворяет оценке

||Я(Л)|| «  С е » " ™ ,  Л е Л " , , „ ,  (5)

где функция М  и параметры се, 7 , (3 зависят от к и т. Обратный результат 
тоже имеет место: оценка (5) обеспечивает существование /с-конволюционной 
полугруппы {$(£),£ Е [0, г)}  с /с,т, зависящими от параметров оценки.

Т е о р е м а  2 .2 . [12, 16] Пусть М {в), в ^  О, -  положительная функция, воз
растающая при 5 —> оо не быстрее, чем вр, р < 1. Предположим, что резоль
вента оператора А  удовлетворяет оценке (5) с некоторыми параметрами 
7 , а, /3. Тогда А  является генератором локальной к-конволюционной полу
группы |$ (£ ) , £ Е 0, с функцией к, преобразование Лапласа которой

удовлетворяет условию |&(А)| =  , 6 >  /3.

В отличие от спектральных свойств /с-конволюционной полугруппы ге
нератор Я-полугруппы в общем случае не обладает резольвентой, он имеет 
лишь Я-резольвенту.

Приведем несколько характерных примеров /с-конволюционных полу
групп, Я-полугрупп и их генераторов, в частности, полугрупп, порожденных 
дифференциальными операторами. Больше примеров и с более подробными 
выкладками рассмотрено в [17, 15].

Пример матрично-дифференциального оператора, который в зависимости  
от параметра т  порождает полугруппы разных классов: класса Со, конво- 
люционных (интегрированных) или П-полугрупп

Пусть т  Е N и {0}. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

д и \{ х ; £) д 2и\{х\ £)
дЬ

ди2(х] £)
д Г

=  I

д х 2 ’
, дти1(х ; £) 

дх™
+

д 2и2(х ; £) 
д х 2

х  Е (6)

с начальными данными щ(х',0) = ф(ж), г«2(ж;0 ) =  & (х), х  € М. Эта задача 
может быть записана в абстрактной форме (4), где
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в пространстве Н  =  (М) х 1/2 (М). Применяя преобразование Фурье, полу
чаем следующую задачу Коши:

' duı(s; £) 
dt

du2(s; £) 
dt

= - s 2 Uı(s;t),

=  sm Sı (s; t) -  s2 u2(s; t),
s G C, t ^  0,

m(s-,0) = 

u 2(s;0) = &{s).

Ее операторы решения ищутся в форме матричной экспоненты: 

u(s;t)  = etA^  ф )  =
е“ **2 0 t ı  ( 4 1 0 Ш

ts m e~ts2 e~ts2
-— e

t sm 1 Ы Ц

Решение исходной задачи получается в виде свертки:

и(х\ t) =  G(x; t) * £(ж) = : £/(£)£, х  G M, t ^  0,

где G(x]t) -  обратное преобразование Фурье от 5 G М, и операторы
решения U (t) действуют из dom U(t) С  H  в Н .

У читывая свойства операторов решения и резольвенты оператора задачи, 
преобразованной по Фурье, а такж е равенство норм ||/ | |  =  | |/ | |  для любого 
/  из Z/2(M), получаем следующие свойства операторов решения Я(£), t >  0. 
При т  ^  0 операторы U(t) ограничены и сильно непрерывны по t >  0. При 
0 ^  т  ^  2 операторы ограничены при t ^  0 и оценки на резольвенту гаран
тируют, что семейство {£/(£),£ ^  0} является полугруппой класса Со’.

( X I - A ) ~ kf <
х к

к G N ,  /  G Я .

При т  >  2 операторы решения имеют в окрестности точки £ =  0 оценки, 
определяющие полугруппу роста а = т / 2 — 1 : ||Я(£)|| ^  (7£1_т//2. Что каса
ется резольвенты, при 2 <  т  ^  4 операторы (АI  — П )-1 , А >  0, ограничены, 
следовательно, определяют резольвенту, а при т  > 4 эти операторы неогра- 
ничены, следовательно, резольвента не существует.

Таким образом, приходим к следующему заключению о порождении опе
ратором системы (6) полугрупп в пространстве 1/2 (М) х 1/2(М): при т  =  0, 1, 2 
оператор П порождает полугруппу класса Со; при т  =  3 ,4 , . . .  -  полу
группу порядка а  =  г а / 2 - 1 и ,  следовательно, Я-полугруппу с оператором 
Я  =  (А/ — Ч )- п , п =  [се] +  1. Кроме того, поскольку при т  — 3 особенность 
операторов £/(£) в точке £ =  0 интегрируема, Ч  порождает 1 раз интегри
рованную (экспоненциально ограниченную) полугруппу и, следовательно, 
/с-конволюционную полугруппу с &(£) =  £; при т  ^  4 операторы [/(£) мо
гут иметь в точке £ =  0 неинтегрируемую особенность, поэтому операторы
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(А/ — А )~ п в общем случае не являю тся степенями резольвенты, в этом случае 
оператор А  не порождает конволюционную (интегрированную) полугруппу, 
только ТУполугруппу.

Пример локальной П-полугруппы ; связанной с задачей Коши для уравне
ния обратной теплопроводности

Пусть Н  =  £ 2(0 ), 0  =  {ж С 1 Д  : 0 <  <  а&, к =  1 , . . . ,  ТУ} . Опреде
лим

А и  =  Д щ  и С б о т  Л :=  Я 2(0 ) П Щ[ (0 ) ,

где оператор Лапласа Д  понимается в смысле распределений. Оператор А  
имеет спектр и собственные функции следующего вида:

М Л )  =  { - Е * У  „  =  П  ( I ) 1/2 ( л . 4 = 1

Обозначим для простоты через {— и {е^}^Л1 упорядоченный набор 
собственных значений и собственных функций А. Оператор А  порождает 
в Ь 2(0 )  полугруппу {и(г) ,  г ^  0} класса Со: Г(£)£ =  Х*Д(£> ек) Ь2{0)е ~ ^ е к. 
Следовательно, £/(£)£, £ С б о т  Л, является решением равномерно коррект
ной однородной задачи (4).

Оператор —А  некорректной задачи Коши для уравнения обратной тепло
проводности является генератором следующих локальных Я-полугрупп (ис
пользуемых для регуляризации некорректных задач Коши [16, 17]):

^ 1Ц )/ =  У  ( / ,  а^ Тек, 52Д  /  =  У  ( / ,  е / Д Щ у  +  е ^ т ) 1ек,

# 1/  =  У ( / , с Д  а^ тек, Я 2/  =  У ( / ,  ек) (7 +  е^кТ) 1ек, п € М, а, 7  >  0.

/ , е ^ е ™ ^ 7  +  е ^ - ;  1
&=1 &=1 

£ Е [0, Т], /  Е 77, с ограниченными и обратимыми операторами

./,е* П 7  +  е " * у _1
/с=1 /с=1

Пример экспоненциально ограниченной конволюционной полугруппы ; связан
ной с корректной задачей Коши для уравнения второго порядка 

Рассмотрим задачу Коши для уравнения второго порядка

Ь)"(г) = Вт(Ь), 0 , IV(0) =  £1, л /(0) =  £2, (7)

в банаховом пространстве У. Предположим, что оператор В  порождает се
мейство косинус- и синус-функций (С(£),8(£), £ Е М} в У, что эквивалентно
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(равномерной) корректности задачи (7). Оператор Лапласа из предыдущего 
примера является генератором такого семейства и может быть взят в ка
честве В .  В силу свойств функций С, Э (см., например, [16]), мы получаем 
решение задачи (7) в форме гг(£) =  С(£)Д +  3(£)<̂ 2, £ ъ £2 £ б о т 5 ,  £ ^  0. 
Заменой переменных

u{t) =
w{t) 
w'(t)

А  = 0
В

рассматриваемая задача сводится к задаче Коши для уравнения первого 
порядка (4) в пространстве X  =  Y  х Y . Операторы решения этой задачи

'c(t) set)'
с Д )  С ( Ц

функции С(-) не дифференцируемы на Y . Тем не менее операторы проинте-

U(t) = , £ ^  0, не определены на всем пространстве X , поскольку

грированного семейства S ( t ) = уже являю тся ограни-/о ${т)(1т 
_С(0 -  /  Б (0

ченными на X .  Используя свойства С, 3-функций, нетрудно проверить, что 
семейство (й Д ), £ ^  0} образует 1 раз интегрированную полугруппу с гене
ратором А  и, следовательно, /с-конволюционную полугруппу с тем же гене
ратором и /с(£) =  £.

Пример конволюционной полугруппы, не являющейся интегрированной  
Рассмотрим дифференциальное уравнение

d u (x ] t ) d 2u (x;t)  .dAu(x]t)
d t д х 2 ^ 1 д х 4 ’

x G K , £ ^  0,

с начальными данными и{х\ 0) =  £(ж). Поставленная задача может быть за-
о2 Т)4

писана в форме (4) с оператором А  =  — ^  + ^ ^ 4 , б о т  Л Е 1/2 (М). Применяя 
преобразование Фурье, получаем задачу Коши

du(s; £) 
dt

=  s2u(s;t) +  is4 u(s;t), s  E C, £ ^  0, ia(s; 0) =  £(s).

Ее решение й (й;£) =
Д ля оператора исходной задачи имеем Бр(А)  =  {А =  52 +  гз4, 5 Е М}, его 

резольвента определена при А 0  вр (А )  и для нее в [12] получена следующая 
оценка: ||7£(А)|| =  Ол-юоС'М/ЭвА). Следовательно, по теореме 2.2 оператор 
А  является генератором /с-конволюционной полугруппы £(£)=[/(£) *&(£), где, 
как и в примере 1, и (£)£ =  Сг(-, £) *£(•) с функцией С, равной преобразованию 
Фурье от \  и функцией /с, для которой /с(А) берется в соответствии
с ростом 7£(А) (теорема 2.2). Здесь свертка С * /  и преобразование Фурье 
берутся в подходящих пространствах обобщенных функций [18].
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3. С то х а сти ч е ск а я  з а д а ч а  К о ш и  в ги л ь б е р то в ы х  п р о с тр а н ст в а х

3.1. Постановка задачи. С^-винеровский и цилиндрический процессы. Сто
хастическая свертка

Пусть (П, Т , Р ) -  вероятностное пространство с заданной фильтрацией 
( л ь  ^  0} и Н, Н \ -  сепарабельные гильбертовы пространства. Рассмотрим 
стохастическую задачу Коши (2), где А  -  генератор регуляризованной полу
группы {£(£),£ С [0,т)} в Н; {\¥{Ц)Ц ^  0} -  Д}-значный (^-винеровский про
цесс относительно заданной фильтрации; В  Е Ь^Нх^Н)  и £ -  ^ -и зм е р и м а я  
Дознанная случайная величина.

По определению для любого и Е 1ч ($1, /Г, Р ; Н) математическое ож и
дание Е[гх] =  и (си) дР(си), для и Е Г 2(П,/Г, Р ; Я7), оператор ковариации
Сои[и\Ь :=  Е [{и — Е[гф 0  (и — Е[гфЯ], й Е Я , где {Ь\ ® :=  Я]_(Я2, Я). По
скольку Сог^гд] является симметричным, неотрицательным и оператором сле
да [7], он не может быть пропорционален единичному. Следовательно, обоб
щение броуновского движения на бесконечномерный случай гильбертовых 
пространств не может иметь закон распределения Л/*(0,£ /). Поэтому вместо 
броуновского движения вводится (3 -винеровский процесс.

О п р ед ел ен и е 3 .1 . Пусть -  линейный симметричный, неотрицатель
ный оператор следа в пространстве Н \,  тогда Н \-значный стохастический  
процесс \У  =  {ГГ(£),£ ^  0} является С ^-винеровским  п р о ц е с с о м ; если 

(ГГ1) ГГ(0) =  0 почти всюду;
(ГГ2) ГГ имеет независимые приращения;
(ГГЗ) закон распределения приращений является нормальным и 

£[Ш(Г)-Ш(>)] =  N (0, (£ — в )0 ) ,  0 <  5 ^  £;
(ГГ4) ГГ имеет непрерывные траектории почти всюду.

(3 -винеровский процесс IV  имеет следующее разложение в пространстве 
Н\\ ГГ(£) =  ^ Т =  1  ̂ ^  0, где (3̂  =  —1=(ГГ,е^) -  независимые бро-

уновские движения и {еу} -  ортонормированный базис в состоящий из 
собственных векторов оператора £*): Qej =  А^е^.

Цилиндрический  (/-винеровский) процесс ГГ определяется формальным 
разложением =• ГГ(£), которое сходится только слабо в Н \  (то
есть ряд Я Е Н\^ сходится в Я2(П;М)). Сильно этот ряд схо
дится в некотором более широком пространстве Н 2 таком, что вложение Н \
в Н 2 является оператором Гильберта-Ш мидта. В частности, в пространстве

1 / 2  (  \  1 /2  
Н 2 =  0,\ П \  с нормой ||/||#2  — ^} )  Для любого оператора
следа при этом ГГ является (31-винеровским процессом в Н 2 .

125



2008 Известия УрГУ №58

В следующем разделе, рассматривая обобщенные решения задачи (1) 
в пространствах стохастических распределений, мы определим цилиндри
ческий процесс и процесс белого шума через ряды, сходящиеся в этих про
странствах.

В настоящем разделе, рассматривая задачу Коши с генератором регуля- 
ризованной полугруппы, мы изучаем существование и единственность сла
бых решений -  строим слабое решение, а такж е вводим понятие и строим 
слабое регуляризованное решение -  существование сильного решения, даже 
при априорном предположении полугруппы класса Со, требует, чтобы либо 
оператор А  был ограниченным, либо В  -  оператором Гильберта-Ш мидта [7].

О п р е д е л е н и е  3.2 . Пусть А  -  генератор регуляризованной полугруппы  
(S '(t), t G [0, t ) } ,  t  > T ;  W  -  Q-eunepoecKuü или цилиндрический процесс 
в Н \. Тогда Н-значный предсказуемый процесс X  =  { X ( t ) , t  G [0, Т]}, я вля 
ется слабым решением задачи (2) ; если

a) fo ||X (s ) ||#  ds <  оо п. в.;
b) для любых у G dom А* п. в. выполняется равенство

(X (t), у)  =  <£, у) +  [ ' ( X ( s ) ,  А * у )  d s  +  ( B W ( t ) ,  у ), t  e  [0, T]; 
J о

процесс X  является слабым R -регуляризованным решением задачи (2); 
если п. в. выполняется равенство

s ) ,A * y ) d s +  f t ( R ( t - s ) B d W ( s ) , y ) .J о

Подобно случаю полугрупп класса Со в конструкции рассматриваемых ре
шений важную роль играет стохастическая свертка, определяемая стохасти
ческим интегралом. Стохастический интеграл Jq Ф(з) d W {s )1 где оператор 
Ф(з) =  Ф(з,а;) G L (i7 ı,i7 ) , определяется при условии

t 00
\\4>(r)\\2HSodr < сю, ||Ф ||я50 := 1|Ф<ЭЦ||2,

3 = 1

где ||Ф ||я5° ~~ норма в пространстве операторов Гильберта-Ш мидта, действу
ющих из Q X̂ H \  в Я . В случае (^-винеровского процесса это условие выпол
няется для Ф(з) Е Г (Я 1,Я ) ,  в случае цилиндрического процесса (Q =  I)  это 
условие означает, что операторы Ф (з): Н \  —> Н  должны быть операторами 
Г ильберта-Ш мидта.

(X(t),y) = (R(t)Ç, у ) +  [  (Х(
J о
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О п р ед ел ен и е 3.3. Пусть  {£(£), £ С [0, г)} -  регуляризованная полугруппа, 
удовлетворяющая условию

[  \\8 ( г ) В \ \ н з о (1г <  0 0 > (8 )л О

тогда процесс ЦТ а  — |  /о — £ С [0, г ) |  называется (регуляри-
зоваппой) с т о х а с т и ч е с к о й  с в е р т к о й .

3.2. Решение стохастической задачи Коши в гильбертовом пространстве 
Т ео р ем а  3 .1 . Пусть А  -  плотно определенный генератор регуляризованной  
полугруппы  {£(£),£ С [0, г)}  в гильбертовом пространстве Н  с условием  (8), 
\ ¥  -  С^-винеровский процесс. Тогда Х(б)  =  £(£)£ +  1Та(£); £ С [О, Т], я вля 
ется слабым регуляризованным решением задачи (2) длл любой Н-зпачпой  
Со-измеримой случайной величины  £. В случае 11-полугрупп это решение 
единственно; в случае к-конволюционных полугрупп решение единственно  
с точностью до Н-зпачпой функции р : к * р =  0.

Д о к а з а т е л ь ст в о . Сначала покажем, что процесс =  {£(£)£, £ С [0,Т]}, 
является слабым С!-регуляризованным решением для соответствующего од
нородного уравнения. Процесс является Соизмеримым, как композиция 
детерминированной функции 5(£)Л, двух переменных (£, К) С [0,Т] х Н  и Со
измеримой случайной величины £; траектории процесса п. в. являю тся непре
рывными по £ С [0, Т], интегрируемыми и предсказуемыми. Пусть у Е б о т  И*, 
тогда имеем

А * у )  < 1 з  =  ^  5(в)е А * У ^  =

= ( а  йз, у ') =  < 5 ( * ) е - а д е ,у > .

Теперь рассмотрим Нфц В силу определения стохастического интеграла через 
предел интегралов от ступенчатых функций нетрудно проверить, что процесс 
W а  является предсказуемым. В силу условия (8) функция

б \ \ 3 ( 1 - 8 ) В \ \ 2с з 0 с18
Л0

непрерывна по £ Е [0, Т], следовательно, интегрируема и

г /Л гг /Л
с18<и= /  (К.

О Ло Ло Ло

127



2008 Известия УрГУ №58

Учитывая непрерывность скалярного произведения и свойства сопряженной 
полугруппы {£*(£),£ Е [0,т)}, указанные в теореме 2.1, имеем

t  /  P S

/О \ J 0
r t  P S

S (s  -  r )B  dW (r) ,  A * y ÿ  ds =  Я {S{s -  r )B  dW (r) ,  A*y) ds =

{B dW (r) ,  S*(s — r)A*y) ds = S*(s -  r)A*y d s ^  =

= ^ B d W ( r ) , j ^  S*{a)A*ydo^j =  j f  { B d W (r ) ,  S* ( t -  r ) y -  R* { t -  r)y) =

= f* {S ( t  — r ) B d W ( r ) ,  y) — f \ R ( t - r ) B d W ( r ) , y ) ,  t e [ 0 ,T } .
J 0 J 0

Это означает, что W  a  ~ слабое ТЯрегуляризованное решение задачи (2) с на
чальным условием =  0. Следовательно, X ( t ) =  S{t)^ + 1Та(£), t С [0,T], 
является слабым i î -регуляризованным решением задачи (2).

Теперь исследуем единственность решения. Подобно доказательству для 
случая полугрупп класса Со [7], используем вспомогательное равенство для 
(Х (£),у), где X  -  слабое ТЯрегуляризованное решение задачи (2) с (  =  0 и 
у(-) G С([0, T]; dom А*). В случае когда А  является генератором регуляризо- 
ванной полугруппы, имеем следующее равенство:

<Х (Д  y(t)) = [ \ x ( s ) ,  у ' (s) + A*y(s )) ds+
J о

+  Io ds { Jo  R ,(S ~ r)jB d W { r ^ + I  (B  d W ŝ^ y ^ -  (9)

Применим равенство (9) к y (s) =  S* (t — s)yo , yo E dom А*. В силу свойств 
сопряженных регуляризованных полугрупп (теорема 2.1) получаем

(X (t), S*(0)yo) = Л в д ,  -  s)yo) ds+
J o

+ Jo d S { I o  R '(s ~ r ï B d W (r ^ S *(t ~ s ï yJ + R (0ï { J  S ( t -  s ) B d W ( s ) , y o ) ^  .

Отсюда, учитывая, что domA* = H, в случае i î -полугрупп (R(t)  =  R  и 
R  -  обратимый оператор) имеем X ( t )  =  f J ( S ( t  — s )B d W ( s ) .  В случае k- 
конволюционных полугрупп (S (0) =  S*(0) =  R (0) =  R*(0) =  0) получаем 
равенство

p t  r t  P S

/  X ( s ) k ( t  — s) ds = /  S ( t  — s) ds /  k{s -  r )B  dW {r),
J 0 J 0 J 0
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которое имеет место для любого решения с нулевым начальным условием, 
в частности для X  =  Отсюда

[  5(£ —,§)б^ (  к (в — г) В  (Г\¥(г) =  
з о з о

и, следовательно, Х (в )  =  — г )В  бШ(г) + 77(5 ), 5 С [О, Т], где р -  решение
уравнения к * р =  0.

З а м е ч а н и е  3 .1 . Учитывая определение математического ожидания и опе
ратора ковариации, получаем следующие характеристики построенного ре- 
гуляризованного решения:

Е[Х(£)] =  Д(*)£, Сои[Х{б)} =  £(*) Сои [£]£*(*) +  [  [5(* -  з )Б ]д [5 (£  -

З а м е ч а н и е  3 .2 . Если в рассматриваемой задаче (2) -  цилиндрический
процесс (определяемый формальным разложением ^ ^ = 1 ^ з ^ ) ез = : ко~
торое слабо сходится в Н \ и сходится сильно в некотором более широ
ком пространстве Н 2), тогда условие (8) существования стохастической 
свертки, оставаясь формально тем же, что и в случае С^-винеровского про
цесса, по сути становится гораздо более жестким. Дело в том, что в опре
делении нормы Гильберта-Ш мидта в случае цилиндрического
процесса уже нет оператора следа (в этом случае =  I ) ,  поэтому опера
торами Гильберта-Ш мидта должны быть либо в  (в), либо В.

Рассмотрим, например, важную для приложений П-полугруппу из 
примера 2 при а  =  п  =  1. Предполагая для простоты В  =  I ,  имеем

[  к(Ь — в) бв (  в  (в — г) В  д \¥ (г)
3 0  3 0

гТ 00
Ъ(31(8)3*(8))<18 = / Е  Н ^ С ^ Н ь г (о Щ

к=1
оо „т 00

=  Е  /  е2̂ 3 1~т^<и =  Е
к=1 к= 1

е2 Цк(*-Т) 

2/^к

ОО

Полученный ряд сходится только при N  =  1, следовательно, и условие (8) 
в этом случае выполняется лиш ь при N  =  1.

З а м е ч а н и е  3 .3 . Если регуляризованная полугруппа в теореме 2.1 является  
П-полугруппой и если дополнительно предположить, что

Г | |Д г ) Д - 1Б | | ^ Д г < о о ,  (10)
30
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тогда процесс 8 (1)ВГ 1̂  + 5(£ — з)П ~1В  сПЗДз), £ Е [0, Т], будет слабым ре
шением задачи (2). Однако в этом случае условие (10) является, конечно; бо
лее ограничительным ; чем  (8), поскольку операторы решения и  (б) =  5(£)Д -1 
неограничены.

В следующем разделе обобщенное решение задачи (1) в пространстве сто
хастических распределений будет построено без условия (10) на Я-полугруппу.

4. С то х а сти ч е ск а я  за д а ч а  К о ш и  в п р о стр а н ств е  ст о х а ст и ч еск и х  

р асп р ед ел ен и й

4.1. Пространства стохастических распределений. Процесс белого шума. 
Преобразование Эрмита. Пространства Иванова 

Рассмотрим вероятностное пространство (йДМ^), (№?)), д), где йДШ^) -
пространство распределений медленного роста на д -  нормализованная 
гауссова мера, удовлетворяющая условию

[  2(Щ  <^>(ЕДМД (11)

Такая мера существует по теореме Минлоса [4]. Пусть Н  -  сепарабельное 
гильбертово пространство с ортонормированным базисом {еД^Д. Обозначим 
пространство Дознанных функций на йДМД с интегрируемым квадратом 
нормы через Ь 2(Б!]Н).

Конструкция пространств Дознанных основных функций § (Я )р, р Е [0,1], 
и пространств Дознанных стохастических распределений § (Я )_ р таких, что

§ (Я Д  С  § (Я )р С  § (Я )0 С  Ь 2(Б'; Я ) С  § ( Я )_0 С  § (Я )_ р С  8 (Я )_ Ь (12)

является первым шагом в теории абстрактных стохастических распределений 
[5, 6]. Д ля того чтобы построить базис в Ь 2(Б/; Н ) 1 используем разложение 
Винера-Ито элементов /  Е Ь 2(Б/;Щ по стохастическим полиномам Эрмита
к Д )  :=  П ё х  КЛ(ш̂ г)), а е 3-.

/ М  =  ш  е  Са  =  ( а ! ) _ 1 ( / , Ь а ) ь 2( 5 ' ; К ) ,

а

где бп {х) =  (—1)пех2/ 2-^--^ ^е- ^2/ 2^ -  полиномы Эрмита, ортогональные с ве

сом е-ж2/2 в 1,2(М), €п(%) =  ^ п 1 ^  -  функции Эрмита, образую-
л 1/4^ / [п — 1)!

щие ортогональный базис в Ь 2(К). В силу свойства меры д стохастические 
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полиномы Эрмита образуют ортогональный базис в постранстве Х ^ ^ М ) :
(Ьа ,Ь /з)Ь2(5/;М) := Е (Ь а Ьз) =  0, если а  ф /?, и ||Ьа | | | 2(5,;К) =  а\ := а г\а2\ . . .  
(см. [4]).

О п р е д е л е н и е  4 .1 . Пространство 8>(Н)р определяется как пространство  
функций  /  из Ь 2(3 ';Н ):

Из этого определения следует цепочка вложений (12).
В силу свойств меры (11) элементы си Е ^ (М ) могут рассматриваться как 

белый шум в пространствах §(М)_р, следовательно, броуновское движение 
{/?(£),£ ^  0} определяется как «первообразная» от си:

где Х[од] ~~ индикаторная функция отрезка [0,£] и {хк}^к  1 -  последователь
ность функций из 5, сходящаяся к Х[0;*] в ^2 (З^М ). Этот предел существует 
в 1/2 (б^М ) и не зависит от выбора последовательности Хк- Нетрудно про
верить, что введенный процесс /?(£) =  (си,Х[од]) обладает всеми свойствами 
броуновского движения ((\У1)-(\У4) в конечномерном случае) и допускает 
следующее разложение:

где £ ^  0, =  ( 0 , . . . ,  0,1, 0 . . . )  Е ^  -  последовательность с единицей на ^'-м
месте.

оо

/ ( ^ )  — ^ Ь с к О ^ )^  Сга Е М, си Е 3 '
ъ—1

таких, что для все натуральных к
оо

ъ—1

§(Д")_р есть пространство всех формальных разложений
оо

ъ—1

таких, что для некоторого натурального д
оо

ъ—1

Д О  =  Д ^ Д  := Д  Х[оД := , Н т  {ш,Хк}
к ^  оо

Д О  =
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В работе [5] подобным образом построена последовательность независи
мых броуновских движений:

,=1 ^  к=1 

в  к (г) =  {  1 0 к  =  ПУ - У

[ о ,  к ф п { г ^ ) ,

со специальным выбором номеров п(гД ). Полученное выражение для /Зф£) 
влечет следующее представление цилиндрического процесса ^  0}:

оо / ооЕ Е  вгк{Ь)ег |
г=1 г=1 к= 1 &=1 \г=1 /
ОО / ^  \ ОО

=  ^  = : ^   ̂вк^)\1£к,
*=1 '  *=1

@к{̂ ) $п(%л),к /  С? (5)
У0

Эти ряды не сходятся в но 1И(£) Е § (Я )_о  для любого £ Е [0, оо),
так как

ОО ОО /  „ Т  \ оо

2>*!)Ц0*11я(2*О"* ^ Е ^ ) , М /  ^ М 2^ ) ( 2 А ; ) - ^ С Е ( 2 А : Г 9 < оо.
&=1 &=1 '  &=1

Я-значны й процесс белого шума {Ш(£),£ ^  0} определяется как формальная 
производная от {ИУ(£),£ ^  0}:

оо оо
Щ €)  :=  ^ « 5 п (у )Щ Д ) е г) Ь £, = к( г )К к е  8 (Я )_ о . (13)

&=1 &=1

Я-значны й (^-винеровский процесс }¥д имеет соответственно разложение 
И^(£) =  ^г^г{^)ег в пространстве 1,2(5 7; Я ).

О п р е д е л е н и е  4 .2 . Д лл стохастических распределений из § (Я )_  1

оо оо

Г=ЕЕ Е бт   ЕЕ йцз1аре1 =: ^
сус,У г=1 сус,У /Зе,У 1 /Зе,У

132



И. В. Мельникова. Стохастическая задача Коши

п р о и з в е д е н и е  В и к а  ^  о С е  § (77)_1 определяется следующим образом:

оо ОС / \

(Е оО ){ш ) := ^2(ГгОСг)(ш)ег = ^  ^ 2  ( X ]  Сга̂ г/З ) Ь7 (ш)ег, Ш <Е Б'.
г= 1  7 г= 1  ус к + /3 = 7  у

П р е о б р а з о в а н и е  Э р м и т а  от И С § (77)_1 определяется рядом

= : Н Р ( г )  = Н[Р]{г),

для г  С См таких ; 'что ряд абсолютно сходится.

Отметим некоторые свойства произведения Вика и преобразования Эр
мита. По определению, пространство §(77) _1 инвариантно относительно про
изведения Вика, более того, если Р  £ §(77)_о, то Р  оЩ(Ь) £ §(77)_о. Произ
ведение Вика обладает свойствами коммутативности, ассоциативности и дис
трибутивности. Д ля детерминированных Т , С  произведение Вика совпадает 
с обычным произведением. Кроме того, для любого Р  £ §(77) _1 существу
ет д >  1 такое, что ряд 7~1Р[г) сходится абсолютно для каждого 2 £ К д, 
где К д :=  [ г  £ См : |^ |  <  (2^)_дг, г £ К} . Обратно, если функция / Д )  =  
=  с^ а : Кд —» Н  ограничена при некотором д >  1, то ф ормальная сум
ма 7Д-) :=  ссМа(') принадлежит §(77)_]_. При этом если Р, (Т £ § (77)_ 1,
то для всех £ таких, что сходятся ряды, определяющие 7Т РД ) и Н О  (г), имеем

= П Р (г )  г ю { г ) .
Теперь введем пространства §(77^ )_^ абстрактных стохастических рас

пределений на пространствах Иванова, в которых и будет построено обоб
щенное решение задачи (1) с белым шумом Ш и оператором А, генератором 
77-полугруппы.

О п р е д е л е н и е  4 .3 . Пусть Р  -  самосопряженный (неограниченный) опера
тор в гильбертовом пространстве Н  с ортонормированным базисом {е&}; 
состоящим из собственных векторов Р , отвечающих собственным значе
ниям  \fiil ^  |д21 ^  •••• Нормированные пространства Н & определяются сле
дующим образом:

к

Нк •= {<£ £ <1отРк, \\tp\lk =  ^ 2 \ \ Р ги\\н}, к =  1 , 2 , ,
г=0

и счетно-нормированное Н ^  := Р| Т7&. П р о с т р а н с т в а  о б о б щ е н н ы х  ф у н к 

ц и й  И в а н о в а  Н % и Н ^  определяются как сопряженные к эт им простран
ствам.
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Пусть р £ [0,1] и R  -  самосопряженный обратимый оператор с плотной  
областью значений в Н , {еД^Х0 " ортонормированный базис его собственных 
векторов и R ~ l eı =  /цед Определим пространство а б с т р а к т н ы х  с т о х а 

с т и ч е с к и х  р а с п р е д е л е н и й  н а  п р о с т р а н с т в а х  И в а н о в а  как § (i7^)_^; 
где пространства Н % определяются оператором Р  =  R ~ x.

4-2. Задача Коши с генератором R -полугруппы и процессом белого шума в 
пространствах абстрактных стохастических распределений

Рассмотрим в пространствах абстрактных стохастических распределений 
задачу (1) с А  -  генератором .R-полугруппы { S ( t ) , t  £ [0, г)}  в Н , с процессом 
белого шума {W (t)}, определенным равенством (13), и оператором В  = I. 
(Здесь В  =  I  можно взять без потери общности, поскольку от В  не требуется 
условий более сильных, чем ограниченность.)

Чтобы построить решение задачи, сначала определим действие операто
ров, ограниченных и неограниченных, на пространствах абстрактных стоха
стических распределений, а затем -  стохастическую свертку в этих простран
ствах.

Положим A F { uü) :=  ^2aej ( A c a )h a (uj) для F  £ d o m : = {F  £ Б ( Н ) - р\ 
ll^ccKİ|2(2N )-ça  <  оо} для некоторого q £ N.

Чтобы ввести стохастическую свертку, напомним определение интегра
лов Петтиса и Хитсуды-Скорохода. Процесс F(t)  : R —> § ( i î ) _ о интегрируем 
по Петтису, если (Т(£),</>) £ L ı (R ,d t)  для любого ф £ S>(H)q. В этом случае 
Ф £ Б ( Н ) - о, определяемый равенством (Ф, </>) =  f R (F(t), ф) dt, ф £ S>(H)о, на
зывается интегралом Петтиса от F: Ф = f R F(t)  dt. Д ля F(t)  : R —> S (iî)_ о та
кого, что произведение Вика F ( t)o W (t )  является интегрируемым по Петтису, 
интеграл Хитсуды-Скорохода есть f R F ( t)S W (t)  :=  f R F ( t)o W (t )d t  £ S(H )-o-  
Теперь пусть Ф(t) -  семейство ограниченных операторов, тогда свертка 4/*W  
определяется следующим образом:

- s ) o W ( s ) d s =  [  Ф(* -  s)W (s)ds  =
J о

ОО /  r t  \ °° r t

=  X  (У  _  s )W k (s )d s j  h £k = Х у  4>(t-s)eid(3i(s).

Стохастическая свертка в рассматриваемом случае -  это свертка S '(-)iî_1 
с W(-). При условии ^ | |5 ( £ ) Д _1||2бй <  оо она определена и принадлежит 
пространству §(Д")_о.

Итак, рассматриваем задачу Коши (1) в пространствах § ( i î )_ ı ,  § ( iî* )_ ı. 
Имеет место следующий результат.

[  Ф( t - s ) S W ( s ) := [  Ф(* 
J о Jo
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Т ео р ем а  4 .1 . Пусть А  -  генератор R -полугруппы {S { t )R  Е [0,т )} ; г  > Т,  
где R  -  самосопряженный оператор в пространстве Н ,  W (£) Е § ( # ) _ ь  

Е dom A _i С  гд пространство определяется оператором Р  =
Тогда задача (1) имеет единственное (предсказуемое, непрерывно-дифферен
цируемое по t)  решение в пространстве § (# * )_  1;

X { t)  = S { t )R ~ 1t +  [  S ( t -  s )R ~ 1SW (s) ,  t e [ 0 ,T ] .  (14)
JO

Д о к а з а т е л ь ст в о . В условиях теоремы оператор i ?-1 действует из Н  в 
и из в § (# * )_  1, следовательно, процесс X ( t ) ,  определяемый равен
ством (14), принадлежит пространству Покажем, что X  является
решением задачи (1). Применим к ней преобразование Эрмита и будем искать 
непрерывно дифференцируемый процесс -  решение задачи

П
d X ( t ) 

dt
(z) = П  A X ( t ) + W ( t )  (г), t E [0,T], H[X(0)\(z)  = Щ {г) .  (15)

С учетом замкнутости оператора А  и связи между дифференцируемостью 
процесса и дифференцируемостью его преобразования Эрмита [5, 6] задача 
(15) принимает вид

вТ А Ш { г )  = А н [ х т г )  + н т ) ] ( г ) ,  I € [0,Г], П[Х(0)](г) = Щ {г) .

Теперь покажем, что существует у такое, что при £ Е К д

S ( t ) R - 1Щ ( г ) +  [  s ) R - 1n[W (s)](г)ds  =
Jo

=  H [S { t)R ~ 1̂ >\(z) +  [  Н[8(ф — в)R ~ 1W (s)](z)ds  = : и(ф, х) =  и(ф)
J о

является решением задачи

и ' ф  =  АиЦ)  +  Н ^ ) ] ,  £ Е [0,Т], и(0) =  Щ .  (16)

В силу определения пространства Н *, для £ Е К д, у >  2, имеем

J 2  <  C J 2 ( 2 k ) - i  < 00,
k=1 k=1

oo oo

2  W R -'W ’̂ z^ W h * <  C Y , k № ~ q < oo.
k=1 Zc=l
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Следовательно, преобразования Эрмита и (£)](г)
определены для 2 Е К д, д >  2. Теперь воспользуемся свойством, что если 
функция Т(£, г ) : [0, Т] х К д —> Н , д >  1, является ограниченной и ее коэф фи
циенты са (£) в разложении Е(£, ;г) =  са {б)га непрерывны по £ Е [0, Т]
для любого а  Е 3 ,  то Е(£, г) является непрерывной £ Е [0, Т] х К 2д. Применив

оо

его к сумме ряда ^  Д _ 1У^(£);г£С заключаем, что она непрерывна на [0, Т] 
к=1

при д >  4. У читывая уже отмеченную связь между дифференцируемостью 
процесса и дифференцируемостью его преобразования Эрмита, получаем, что 
процесс {W(£)} имеет непрерывную производную на [0, Т]. В силу непрерыв
ной дифференцируемости {^^(£)} имеем

М—в /*£ /*£—5
/  5 ( г ) ^ [ д _ 1 ш ( 5 ) ] ( г г =  /  /  5 ( г ) « [ д _1ш ; (8)]<гг<г8, г е [ о , г ] .

«/о Уо . /0

Отсюда, используя для генератора Д-полугруппы равенства (3), находим

[  Аи(з)с1з = 3 ^ )Н [1 1 -1£ \ - Щ +  [  [  3 ( т - з ) Н [ Ц - 1Ш/(з)](1з(1т-Н[\¥^)}
«/о и0

при 2 Е К д, д >  4. Следовательно, =  гл(£, г) =  7"£[Х(£)](Ф), £ Е К д, д >  4, 
является решением задачи (16). (Единственное) решение исходной задачи (1) 
получается из него обратным преобразованием Эрмита:
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X ( t )  = Н ~ 1 [5 (* )« [Д _ 1̂ ](г) +  [  S ( t -  5)7£[i?-1W (5)](z) ds} Е § ( # Г  
L Jo J

; - ь
/о

т. е. определяется равенством (14).

З а м е ч а н и е  4 .1 . Д л я  F  =  ^  са Ьа Е S(i?*)_i обобщенное математпиче- 

ское ожидание определяется равенством  E[F] :=  С(0 ) =  T~LF(Q). Отсюда
E[x(t)] = S № [R ~ 1Z]-
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