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П Р Я М А Я  И О БРА ТН А Я  ТЕО РЕМ Ы  В ТЕО РИ И  
А БС О Л Ю ТН О  С Х О Д Я Щ И Х С Я  Р Я Д О В  Ф У РЬЕ  

Н Е П РЕ РЫ В Н Ы Х  П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х  Ф У Н КЦ И Й

Н. А. Ильясов

1. В ведение и формулировка основных результатов

Пусть С(Т) -  пространство всех непрерывных 27г-периодических функций 
с равномерной нормой ||/ | |  =  тах { |/(ж )| : х  Е ТГ}, Т =  (—7г,7г], сщ(/;5) -
модуль гладкости £-го порядка функции /  Е С( Т) Д  Е N (при i — \ -  модуль 
непрерывности: од(/;<$) =  сс(/;5)), определяемый следующим образом:

Щ Ю )  =  sup Ц д Д ( - )  : h G Ж, \h\ ^  , 6 > О,

где

Д£/М = £ ( - 1  + *6
г/=0

E n(f)  ~ наилучшее равномерное приближение функции /  Е С(Т) тригоно­
метрическими полиномами порядка не выше щ Г2ДО,7г] -  класс функций сс, 
определенных на (0,7г] и удовлетворяющих условиям 0 < ш(5) 4- 0 ((5 4- 0) и 
8~^и{5) 4- (<S t); М 0 -  класс всех числовых последовательностей А =  {АП}^Д, 
удовлетворяющих условию 0 < Ап 4- 0 (п ^ оо).

Для функции /  Е С(Т) с рядом Фурье

 ̂ оо
/(ж) ~  a( f ;  х ) =  -а о ( /)  +  У  (Щ /)  cos А:ж +  bfc( /)  sin кх)  (1)

к=1

обозначим рп(/)  =  X fcln+i(lafe(/)l +  \h( f ) \ ) ,  п  <Е Z+; очевидно, что если 
ро(/) < оо, то pn( f ) 4- 0 при п "4 оо. Кроме того, из условия ро(/) < оо 
следует (по известному из анализа признаку Вейерштрасса) абсолютная и 
равномерная сходимость всюду на Т ряда (1) к функции /  Е С(ТГ), при этом 
EnU)  ^  11/(0 -5 0 (/;О Н  ^  Рп(/), где 5П(/;* )-ч ас тн ая  сумма порядка n Е Z+ 
ряда (1). С другой стороны, если ряд (1) абсолютно сходится всюду на Т, то
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в силу теоремы Лузина-Данжуа (см., например, [1, с. 173]) ро(/) < 00 • Таким 
образом, абсолютная сходимость ряда Фурье (1) функции /  Е С(Т) всюду 
на Т и сходимость неотрицательного числового ряда ро(/) равносильны, в 
силу чего рп(/)? ^  Е М, мы называем величиной, характеризующей скорость 
абсолютной сходимости ряда (1) на Т.

В этой статье сформулированы так называемые прямая и обратная тео­
ремы в теории абсолютно сходящихся рядов Фурье (ТАСРФ) по тригономет­
рической системе для случая непрерывных периодических функций, относя­
щиеся к классическому аспекту этой теории -  изучению взаимосвязей между 
степенью гладкости заданной функции и скоростью абсолютной сходимости 
ее ряда Фурье, а также приведены утверждения о точности полученных ре­
зультатов на соответствующих классах функций, определяемых мажоранта­
ми рассматриваемых характеристик.

Прямой теоремой в ТАСРФ мы называем всякое утверждение, позволяю­
щее по известным структурным (либо конструктивным) свойствам заданных 
функций из некоторого класса делать заключение о скорости абсолютной 
сходимости их рядов Фурье по соответствующей системе разложения, т. е. 
в рассматриваемом случае судить о скорости сходимости к нулю числовой 
последовательности {рп( / ) } ^ =1. Ясно, что подобные утверждения относят­
ся к дескриптивной части ТАСРФ, так как содержат также заключения об 
абсолютной сходимости рядов Фурье рассматриваемых функций.

Обратной теоремой в ТАСРФ мы называем всякое утверждение, позволя­
ющее по известной скорости абсолютной сходимости на заданном множестве 
ряда Фурье функции из некоторого класса (т. е. в данном случае по извест­
ной скорости рп(/)  0 (п —>• оо)) делать заключение о ее структурных (либо
конструктивных) свойствах.

Первые результаты в этом направлении, по-видимому, получены Лорен- 
цом [2] (см. также [1, с. 209-210]), доказавшим, в частности, следующие тео­
ремы.

Т еорем а 1 ([2, с. 137]). Пусть /  Е С(Т) и а; (/;<$) =  0(5 а ) ; 8 Е (0,л]; где 
а  Е (1/2,1]. Тогда ро(/) < оо и рп(/)  =  0 (п _ ^ _1/ 2̂ ); п Е N.

Т еорем а 2 ([2, с. 140-141]). Пусть /  Е С(Т) и рп(Л — 0 ( п ~ а)> п С М, где 
а  Е (0,1]. Тогда при 0 < а < 1 со(/;6) =  0(6 а ); 6 Е (0,7г]; и при а — 1 
а;(/;<£) =  0{5\п{'ке/8)), 8 Е (0,7г].

Нами получены следующие результаты.

Т еорем а 3 (прямая). Пусть /  Е С(Т), /  Е N ^ сходится ряд
оо

(2 )
п —1
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либо эквивалентный ему ряд

оо

1/2^ ( / ; т г / п ) < (з)
п —1

тогда po(f)  < 0 0  и справедливы оценки:

1) Ро(Л ^  Сг Е п =1 n - ^ E ^ i f )  ^  С2(£) х п - ^ Щ / ^ / п ) ;

2) Pn(f )  +

3) Щ / )  ^ с 4(£ )Е i p=n -\-1 I7 1/2ue(f-,Tr/v), П G N.

Здесь и далее (7^, к Е М, -  положительные абсолютные постоянные, а 
С/с(^), к Е М, -  положительные постоянные, зависящие лишь от указанного в 
скобках параметра £

Т еорем а 4 (обратная). Пусть /  Е (7(ТГ);  ̂ Е N ^ Ро(/) < о с / тогда справед­
лива оценка

Первые результаты об абсолютной сходимости рядов Фурье непрерывных 
периодических функций в терминах поведения их последовательности наи­
лучших приближений и модулей непрерывности были получены значительно 
раньше в работах Фредгольма [3], Бернштейна [4, 5] и Саса [6]. Бернштейном 
[4, 5] в случае I — 1 была доказана справедливость импликации (см. также 
[1, с. 608; 7, теорема (3.1) на с. 384]):

Позднее было обнаружено (см. например [8, с. 152-153; 9, с. 253; 10, с. 369]), 
что (5) является частным случаем следующего утверждения (которое получа­
ется из предложения, установленного Фредгольмом [3]; см. также [7, теорема 
(3.10) на с. 387]):

/  Е С(Т), cu(f;S) — 0 ( Sa ), а  Е (0,1] = >  +  \ K( f ) f )  < 00

при всех /3 > 2/(2<л +  1) (<^=> а > 1//3 —1/2 = >  а > 1/2 при /3 =  1). Последний 
результат был также установлен Сасом [6] (см. [1, с. 647], ). В общем случае

п

n  G N. (4)

/  G С(Т), co(f; S) = 0 (6 а), a  G (1/2,1] =► p0(f)  < оо. (5)

ОО
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справедливость импликации (3) = >  Po(f) < оо установлена Бернштейном 
[11] (см. также [7, с. 384-385; 1, с. 608]) при £ =  1, Стечкиным [12] при £ Е N, 
а импликация (2) = >  po(f) < оо доказана Бернштейном [11] (см. также [1, 
с. 608-613]).

Для заданных £ Е N, ш Е Г2ДО,7г] и г =  {sn} Е Mq обозначим 

Н % \  =  { /  £  С (Т )  : Щ /;< 5 )  ^  и ( 6 ) , 6  £  (0,тг]>,

Е[е]  =  { /  Е С (Т )  : £ „ _ i ( / )  ^ £ n , « €  N}.

Т еорем а  5. Пусть £ Е N, о; Е ПД0,7г] и б  G М щ  тогда

1) ео/ш сходится ряд XmLi ^ _1^2^ (л /п ) ;

оо

sup{/?n( /)  : /  G Я *р]} х  ^  v~1/2cü(tt/ v), п  £ N; (6)
' ' z /= n+ l

2) ео/ш сходится ряд ^ _1^2£п и последовательность е — { е п} Е Мо 
удовлетворяет условию: rßen t  (п t /  для некоторого ß  > 0, т о

оо

su p { M /)  : /  е Я[е]} ж ^  га-1/2^  га £ N. (7)
z/= n+ l

Соотношение ип х  обозначает существование постоянных 0 < Ci ^  Сф
О

зависящих лишь от указанного параметра £, что ^  ип ^  C2Vn, п Е N.
Условие сходимости ряда в пункте 1 теоремы 5 необходимо и достаточ­

но для того, чтобы р о (/)  < 00 Для каждой функции /  Е С(Т) с сщ(/;5) =  
=  О (а; (<$)), 5 Е (0 ,7г] (в частности, для каждой /  Е Я^[о;]). Достаточность сле­
дует из импликации (3) = >  po(f) < 00  в теореме 3. Необходимость доказана 
Бернштейном и Стечкиным. Бернштейном -  в работе [4] при £ =  1, ca(6) =  6а , 
а  Е (0,1/2] (см. также [1, с. 623-624] и [7, теорема (3.10) на с. 387]); в работе 
[11] при £ =  1 и функции оо Е fii(0,7r], удовлетворяющей дополнительным 
условиям: существует число ß  Е (0,1) такое, что S~^oj(S) ^ и 5_ (1_^о;(5) 4- 
при S "4 (позднее в авторских комментариях к [13, с. 590] им было отмечено, 
что первое из этих условий является излишним). Стечкиным -  в работе [14] 
при £ — 1 (см. также [1, с. 625-628]); в работе [12, следствие 4.2 на с. 237] при 
любом £ Е N в случае произвольных и  Е Г2ДО,7г] (см. также пункт 2 леммы 3 
в разделе 3).

Условие сходимости ряда в пункте 2 теоремы 5 необходимо и достаточ­
но для того, чтобы р о (/)  < 00 Для каждой функции /  Е С(Т) такой, что
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E n~ ı ( f ) =  0{еп)1 п E N (в частности, для каждой /  Е Е[е]). Достаточность 
следует из импликации (2) =>  ро(/) < 00 в теореме 3, а необходимость дока­
зана Бернштейном [11] (подробное доказательство приведено в [1, с. 618-620]; 
см. также пункт 2 леммы 1 в разделе 3).

С ледстви е 1. Пусть i  E N; a  E R; тогда

1) ео/ш а  Е (1 /2Д] гд а;(5) =  5Д Е (0,7г]; т о

sup{pn(f )  : /  G н % } }  ж n G N;
(ЦД

2) еа/ш а  > 1/2 и еп — п ~а ; п E N, т о

sup{pn(/)  : /  G Я[е]} -  п~^а~1/2\  п  Е N.
(а)

Пункт 1 следствия 1 в случае f =  1 и а  Е (0,1) фактически получен в 
работе Лоренца [2]. Действительно, оценка сверху имеет место в силу теоре­
мы 1. С другой стороны, в [2] на с. 139 отмечено, что для действительной ча­
сти тригонометрического ряда егп1ппп~(а+1/ 2̂ егпх (г -  мнимая единица,
а  Е К), который в случае а  >  0 равномерно сходится на периоде Т к функции 
(ра Е С(Т), причем сД П е^д 5) =  0{5а) при а  Е (0,1), S Е (0,я] (см. [7, с. 317- 
321, 387; 15, с. 119-122, 140]), справедлива оценка pn(Re(pa) ^  СДа)п~^а~1/2\  
п E N, а  > 1/2.

С ледстви е 2. Д ля  того чтобы ряд Фурье каждой функции /  E С(Т) с 
^ ( / ; ^ )  = 0(сс(5)); S Е (0 ,7г]; абсолютно сходился всюду на Т со скоростью 
Pn( f ) =  0 ( \ п), п —» оо; где из Е Г2Д0,7г]; А =  {АП}^Л1 E Mq, необходимо и 
достаточно выполнение условия

оо
У " v~ xl2oj(bjv) =  0( Хп), п € N. (8)

г/=п+1

Ниже приведены примеры функций а; Е Пх(0;7г] и последовательностей 
А Е Мо, удовлетворяющих условию (8). Отметим, что достаточно ограни­
читься рассмотрением случая I — 1, так как переход к случаю I  > 1 легко 
осуществляется с помощью следующего утверждения: если для некоторых 
из Е ПДО; 7г] и А Е Мо имеет место (8), то функция (pı(ö) =  сз(6)1 Е Г2̂ (0; 7г] и 
справедлива оценка

оо
У "  jv)  — 0(оз(7г/пУ~1Хп)у п  Е N.

г/=п+1
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Условию (8) при I  =  1 удовлетворяют

ы{$) =  6а , а  Е (1/2,1], И Л = 

о;(5) =  8а 1п(е7г/<$), а  Е (1/2,1], и Л =  1п(еп)};

и(8) — 8а/\п(етг/8)7 а  Е (1/2,1), и Л =  {п- ^ - 1/2^/1п(еп)}.

Кроме того, следует отметить, что если со (8) =  (51/2/  1п(етг/<5), то соотношение 
(8) не выполняется ни для какой последовательности Л Е Мо, так как в этом 
случае ряд в левой части (8) расходится со скоростью 1п(1п(еп)) (п —»■ оо). 

Для заданной последовательности Л =  {Лп} ^ =1 Е Мо обозначим

А[Х] =  { /  Е С(Т) : Р п - Л Л  ^  Ап , п  Е М}.

Заметим, что для всякой последовательности А Е Мо существует функ­
ция /(*;А) Е С(Т)  такая, что рп_ Д /)  — АП5 ^  Е N. Действительно, в силу 
известной теоремы Пэли (см., например, [1, теорема 1 на с. 277]) в качестве 
/(•;А) подходит четная непрерывная функция с ап(/)  — \ п — Апщ , п Е N. 
Отсюда, в частности, следует, что условие 0 < Ап |  0 (п |  оо) полностью 
характеризует порядок убывания последовательности {рп_ 1(/)}^8=1 для лю­
бой функции /  Е С(Т)  с ро(Л < оо. Отметим, что указанная функция /(•; А) 
ранее применялась Стечкиным в [16, с. 52].

Т еорем а 6. Пусть I  Е М, А Е Мо; тогда
п

8 и р Щ ( / ;7 г /п ) : /ё ^ [ А ] } х  Д у / Д ,  п 6 N. (9)
^=1

С ледстви е 3 . Пусть I  Е М, о  Е (О Д ]; тогда

1) ео/ш Хп — (тг/п)а ; п Е М,  и 5 Е (0 , 7г]; т о

в и р Щ (/;£) : /  £ Л[Л]} х  Ц ", а  е  (0 ,0 ; бе \п(тге/6), а  = £};
(е,а)

2) если Лга =  (тг/пУ, п ё Н ,  « $ 6 (0 ,7г], то

в и р Щ Д Ю )  : /  6 ДА]} ж сД
\Ч

Пункт 1 следствия 3 в случае I  — 1 фактически установлен в ра­
боте Лоренца [2]. Действительно, оценка сверху имеет место в силу тео­
ремы 2 . С другой стороны, в [2] на с. 141 отмечено, что для функции
/ ( ж) =  ^ Г 1=1 п~(а+1  ̂ятпх  с рп- \ ( Л  — 0 {п ~ а)'> п  £ ПРИ а  ^ (ОД) имоет 
место оценка со (/;<$) ^  С Д аД Д  6 Е (0 , 7г]. Кроме того, в [2] на с. 142 пока­
зано, что для функции (р(х) — ^~к со$^кх  с рп_Д(д) =  0 (п -1 ), п Е М,
справедлива оценка со (/;<$) ^  С^8\п{тте/8)  ̂ 8 Е (0 , 7г].
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2. Доказательства теорем 3 и 4

Доказательство теоремы 3. Прежде всего отметим, что эквивалентность 
рядов (2) и (3) при I — 1 установлена Стечкиным [17, теорема 1, с. 225- 
226] (см. также [1, с. 612-613]) с помощью известных неравенств -  прямой и 
обратной теорем теории приближений периодических непрерывных функций 
(см., например, [18, теорема 1 на с. 136; 19, теорема 1 на с. 226, теорема 8 на 
с. 234):

п

Сд(£)~^Еп—\ ( /)  ^  Lue(f]ir/n)  ^  Сю(Е)п~е (10)
v=l

Действительно, в силу неравенств (10) имеем
оо оо

^ 2 n ~ 1/2E n- i ( f )  ^  C9( £ ) ^ 2 n ~ 1/2uJi(f;Tr/n) ^
п = 1 п = 1

оо п<: С9(1Що̂) У>“(т/2) У>£-Щ-1(/) =
п —1 и—\
оо оо

=  Сд(£)Сю(£) Ĵ 2 , v t~l E p- i ( f )  у ^ га“ ^ +1/2) ^
V—1 п —и

оо
^ С ,п ( * ) У > ~ 1/2Д»,-1(/).

и=1
В доказательстве левой оценки в пункте 1 теоремы 3 используется следующее 
неравенство, полученное Стечкиным в [20, с. 178, теорема 1 в случае р — 2, 
/3 — 1; 17, с. 229, теорема 3) для случая функций /  Е L2(T):

оо
Ро(/) Г 12 =  2/л/З, (11)

п=1

где Ьр(Т), р Е [1, оо) -  пространство всех измеримых 27г-периодических функ- 
ций с нормой | | / | |р =  (vr_1 / y  \ f{x)\p dx)l !p < оо, S „ _ i( / ) 2 =  || /  -  Sn_ i ( / ) | |2 -  
наилучшее квадратическое приближение порядка п — 1 Е функции 
/  Е L2(T). Обозначим через Tn( f ) тригонометрический полином наилучшего 
равномерного приближения функции /  Е С'(Т) порядка п Е Z+ ; тогда

E n t f h  <  II/ -  Л ( / ) | | 2 ^  л/2 II/ -  Гп( / ) | |  =  л / 2 В Д ) ,

откуда E n( f ) 2 ^  л/2E n(f),  п Е Z+.  Применяя последнее неравенство в оценке
(11), получим левую оценку в пункте 1:

оо оо
Po(f) ^  С12^ - 1/2Еп-г{Г)2 ^  V2Cu n~1/2En- i ( f ) .

п = 1 п = 1
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Правая оценка в пункте 1 теоремы 3 имеет место в силу левого неравен­
ства в (10).

Положим дп(Л  =  /  -  5 „ ( /) , п £ К ;  имеем ||5п( / ) | |2 =  Е п( Л 2 ^  
Кроме того, ясно, что справедливы неравенства

Е и- 1 (дпЬ  ^ \\дп(Л\\2 =  Е п ( Л 2 , г'еК;
Еи(дп )2 ^  - М / Ь  + М М / ) Ь  =  М /Ь >  п е N.

В силу этих неравенств из оценки (11) получим

Р п ( Л  =  Ро(дп ) =  Р о Ц  -  М Я )  ^  С 12 У ^  V 1/2Е 1/_ 1(дп) 2 =

п

= с 12 у > - 1/2е,
-1У=1

^  С12 С13п 1/2Е П. 1( Л 2 + У ]  и - ^ Е у - М )

1У=1

оо
Ч'-ЦЗ’п)2 +  и~1/2Е,

1Р=п-\-1 
оо

1У - 1 [Уп 2 <

ь'=п-\-1

откуда (п Е

Рп(Л ^  <М4 п 1/ 2Е п. 1( Л 2 +  £  " ~ 1/2Е и - 1 ( Л <
1Р=п-\-1

( 12)

Применяя в (12) установленное выше неравенство Е п(ф)2 ^  л/2Е п(ф)1 п Е 2Д, 
получаем оценку в пункте 2 теоремы 3.

Докажем оценку в пункте 3. Применяя левое неравенство из (10) в оценке 
из пункта 2, получим

Рп(Л ^  Сз п 112Е п. г( Л +  £
ь'=п-\-1

<

^  С3Г 9С) п 1/2ше(/-,1т/п) + £  г/ 1/2Щ /;7г/г/)
г/=п+1

£

оо
С зО Д ) (2 '+1/2 +  1) У^ М М С М / Г ) ,

г/=п+1
так как

оо
У ] ^

г/=п+1

2п 2п

( / ; = ) >  Е , - ^ ( / Л ) , а д ( / ; | . )  Е
г/=п+1 г/=п+1
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Теорема 3 доказана.

Оценка (12) другим способом ранее получена автором в ([21, с. 144, левая 
оценка в пункте 2 теоремы 1 при р — 2]) как следствие неравенства (см. там 
же оценку в пункте 2 леммы 1 при р — 2 на с. 145; 0 < Е М, к Е М)

оо /  ОС \  1 /2  ОО /  ОС \  1 /2

5 2  < п 1/2 ( У ] «М  + г/_1/2 ( Д  У ) , п е Н ,
/с=п+1 \/с=п+1 /  \/с=г/+1 /

1 /о
в котором надо положить и& =  (а Д /)2 +  5 Д /)2) , к Е N.

Д о к азател ьство  теорем ы  4. Обозначим Д р ^ -Д /)  =  Рг/-1( / ) —р Д /) , ^ Е N. 
В силу известных свойств модулей гладкости (см., например, [19, с. 223-225]), 
учитывая рп(/)  4- 0 при п оо, имеем

о/Д/;тг/п) -  Sn (f)]7r/n) +Ul ( Sn(f)]7r/n) ^

^ 2 * | | / - S ^ / ) | |  W n - * | |5 W ( / ) | |  ^
oo n

£  ( |a „ ( /) | +  |M /) I )  +  i r V ' ^ / ( | a „ ( / ) l  +  |6 „ (/) |)
/ /= n + l v = l

//=1
n

^  2W / )  +  У п  T y ^  A p t / - i ( / )  1 =
v = l  [ i= l
n n

откуда

так как

= 2£рп(л+ кгп ii у; у 1 у; â _i(/) =
[ i= l v= n

n n
= 2 lPn{f) ~ ir£n~l tpn( f ) ^ i / ~ l +'K£n~li ^ p l~lpß- i ( f ) ,

[1=1 [ i= l

U£(f ;v/n)  ^  Сь{1)п У̂̂Д 1pß- i ( f ) ,  Cb(£)=tire,
[i=l

n
n~e£pn(f )  У ^ У -1 ^  n~ t£pn{f)£~1nt =  Pnij),

[1 = 1
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и, следовательно,

П

2 еР п ( Л  ~  к еп ~ е£ р п ( Л  ^ / / _ 1  ^  2 ер п ( Л  ~  к £Р п ( Л  <  О-
д =1

Теорема 4 доказана

3. Функции, используемые для оценок снизу

Нам понадобятся следующие вспомогательные леммы.

Л емма 1. Д ля  всякой последовательности г — {еп} Е Мо существует 
функция д(-',е) Е С(Т); обладающая следующими свойствами:

1) Е п—х^д) ^  С\§ЕП) п Е N5

2) Ро(д)  < оо 4=^ Т ^ = 1  п ~1/2£п < оо;

3) если ряд в правой части 2) сходится; то

оо

У ] у ~ х! 2£ р  ^  0*16 ( /Д у )  +  п 1 / 2£ п + 1 ̂  , га 6  N.
и —п Х  1

Доказательство. Положим (см., например, [12, с. 227-228, 242; 1, с. 619- 
620])

ОО

д ( х \ е )  =  У ]  2 ~ к / 2 ( £ 2к -  £ 2к+1 )£2к _ 1 { х ) ,  х  е  Е ,  

к = 1

где для полиномов

2к — 1 2к — 1
1>2к- Л х ) ~  с° 8(^ж +  2 -АТ 2) =  Ие ехр(г(^ж +  2~кн2))

и=2к~̂  и=2к~̂

имеют место оценки (см., например, [12, с. 225; 1, с. 622]) |р2*-1|| ^ Сп2к/2, 
к Е М, С\7 -  абсолютная постоянная. В силу этих оценок получим

оо

1 Ы к Е 2_1/2(£2. <̂ 2 ^ + 1 ) ||^ 2 ^ _ 1 1| ^
к=1

оо

^  Г ]_7 У^Х£2к — 62^+1) — 64762 ^  64761 < оо 
к=1
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и, следовательно, д(' ,в) Е С(Т). Далее, для каждого п Е N найдется такое 
число ш Е М ,  ч т о  2т ~ 1 ^  п < 2т; отсюда, учитывая свойства Е п(ф) (п '!') и 
еп 4- 0 (п ^ оо), имеем

Е п - 1  (д)  ^  Е 2ш-1_ 1 (д) ^  ||#(•; г) — 3 2т-1_1(д; *)|| =
оо оо

— 62^+1 — 1 — 62^+1) ||^2^_11| ^
к —т к —т

оо
^  С17 (e2fc — £2fc+0 — C'i7£2m ^  С п £ п,

к=т

откуда Е п-\(д)  ^  Су?гп, п Е М, т. е. имеет место 1).
Докажем 2). Если ряд в правой части 2) сходится, то в силу 1) и теоремы 3 

Ро(д)  < °° 5 причем

Ро( д ) ^  C i  y ^ n  1/2E n _ i( 5 f )  ^  C i C i ö  У ^ п  1/2£ п .

п = 1 п = 1

Для доказательства обратной импликации нам понадобится предварительная 
оценка сверху ряда в правой части 2) (очевидно, в предположении его сходи­
мости, что в дальнейшем будет гарантировано условием ро(д) < оо). Имеем 
(Со =  (1 -  2 - Г 2)-1  > 1)

ОО ОО 2k + l_i ОО

,-1 /2 . =  'Г '  V  „-1/2,
Е " “ 1/2^  =  Е  Е  " - 1/2£ » « Е £2 * 2 - ‘ /2 (2 ‘ + 1 - 2 ‘ ) =  Е 2 ‘ /2 £2. =
п = 1 к = 0 п —2к к=О к=О

=  £1 +  У ^  2 к / 2 £ 2к =  £ i  +  С о  y ^ ( 2 fe/2 -  2 {к 1 ) /2 ) е 2*= =

/с=1 к = 1
оо оо

= £1 + Го ( ] Г  2fe/2£2i; -  2fe/2£2i;+i) =
к= 1 /с=0
оо

=  £1 +  Го (У ^ 2fe/2 (£2fc -  £2fc+!) -  £2)  = 
к = 1

оо оо
— О н  — C q £ 2 )  +  С о  2 к / 2 ( г 2к — e 2k + i )  ^  £ 1  +  С о  2 к / 2 ( е 2к — е 2к+Д .

/с=1 к= 1

Применяя полученную оценку, тождество cos (а +  /?) =  cos а  • cos /? — sin а  • sin /?
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и неравенство 1 =  cos2 а  +  sin2 а  ^  |cosa| +  |s ina |, имеем

1/2£п ^  Л  +  Со 2k^2(s2k — s 2k+ı)
п=1 /с=1

2fe- l
— £ı +  2 1С о ^ ^ 2  к^2(е2к — s2k+ı) 1 ^

/с=1 i/ = 2 fc- 1

оо 2к-1
^  £ı +  2 1С о ^ ^ 2  к^2(е2к — e2k+ı)

/с=1 zy=2fc“ 1

^  £\ +  2 1СоРо(р) < ОС-

сое
2 к + sm

2 к
<

Доказательство 3). Предварительно оценим (га Е М)

оо оо 2/г+1 — 1 оо

Е ^1/2̂  = Е Е ""1/2̂  « Е ^  =
2 к+1 —

У ' е„  =
г/=2т +1 /с=га+1 ^=2^ /с=т+1

оо /  оо оо
=  С о  у ;  (2^/2 -  г * * - 1) / 2^ *  = С о  У  2к/ 2£ 2к -  у ;  2к!2£2к

к=т-\-1 \/с=га+1 к=т /

=  Со |  2к/2(е2к — е2к+1) — 2 ш/ 2£2т +1 |  ^
\/с=т+1 /

оо оо 2̂  — 1
^  Со 2к!2{е2к — £2к+1) =  Со2-1 у ^  2~к!2(£2к — £2к+\) У^ 1 ^

/с=т+1 к=т+1 /у=2/г_1
^  Со2 1Д2т  —1 (р) •

Для произвольного п Е N найдется число га Е N такое, что 2т ~1 ^  п < 2т ; 
отсюда

оо 4п—1 оо
У ] Р~1/2£и =  У^ г/_1/2£1/ +  ^  Р~1/2£и ^

с = п + 1 с = п + 1 г/=4 п

^  e n + i ( n  +  1)  1/,2( з г а _ 1 ) +  £  j/  1/ 2£ г / ^

zy=4-2m—1
^  ra_1//23raeJl+1 +  (1 -  2~1!2)~12~1 р2т_1(д) ^

^  3ra1/2en+1 +  (1 -  2~1/2)~12~1рп(д) ^

^ ( ( 1  — 2  Г 2 ) 12  1 +  3 ) ( р п ( д )  +  n 1/,2e n _|_ı).

Лемма 1 доказана. 
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Л ем м а  2. Пусть t  Е N; для каждой функции и  Е Г2ДО,7г] существует по­
следовательность е — {еп} такая; что:

1) 0 < £п ^  uj{jг/n ), п Е N, бп 4- 0 при п  t  схэ;

2) « - ' Г й Л , ; - ! * / « ) ;
\Ч

3) Е “=1 n-v>M*/n)  g  Е “=1 « - 1/2£»;

4) ео/ш ряд в левой части 3) сходится, то
оо оо

У" j v)  X 1У~1/ 2£1, +  п 1/ 2а;(7г/п), n Е N.
г=п+1 ^  г=п+1

Д о к азательство . Построение последовательности 6 =  {бп}, удовлетворя­
ющей условиям 1) и 2), ведется по схеме Стечкина [14, лемма 2 , с. 92-95] 
(см. также [1, с. 625-628]), развитой Гейтом в [22 , лемма 1]. Эта последо­
вательность определяется следующим образом. Поскольку ш Е Г2ДО,7г], то 
6~1со(6) 4- (5 t)? откуда п1оо(тт/п) t  (^ t)- Если п1оо(тт/п) — 0(1) при п —» схэ, 
то положим 6П =  п _ 1о;(7г/п). Если же п^и(тг/п) ^ оо при п схэ, то положим 
61 =  сДтг), 6П =  и(тг/пк+1) при п к < п ^  n^+i, где щ  =  1,

п /^+i =  min{m Е N : т £и(тт/т) > 2£п коо(тг/пк)}, к Е N.

В силу того что ттЛДя/п) t  оо (n t  схэ), такой номер пк+\ всегда существует, 
причем п к+ 1 > 2гг^. Соотношения 3) и 4) доказываются с помощью 1) и 2):

оо оо п
9~^£ь

п—1 п=1 п=1 г=1
Ё ”  1/2ш(7г/га) ^  С18(^) У^га 1/2 * у ^  Д  С

ОО ОО оо
Съ(1)  Ё  Ё  и_( +̂1/2) < Г19(^) Ё  *

г=1 n —v v —\
_1/2е •

Е Е ^1/2-,E'‘,_N =
г=п+1 г=п+1 д=1

оо ✓ п V
=  Е ■'-1/2-'(E/'N + Е /^»1 =

г=п+1 Д=1 д=п+1
оо п оо оо

= Е •'-1/2- 'Е ^ +  Е Е ""1/2"'*
г=п+1 д=1 д=п+1

п ос оо

xn‘/2-'E /_1£,+ Е c-1N«»1,V»/»)+ Е
д=1 д=п+1 д=п+1
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Лемма 2 доказана.

Л ем м а  3. Пусть £ Е N и о/ Е Г2ДО,7г]; существует функция /о(*;о/) Е С (Т); 
обладающая следующими свойствами:

1) аЦ /оЮ  ^  С20(£)ш(ё), 5 е (0 ,7г]/

2) М /о )  < оо <*=>• '52 ™=1 п ~1/2ш(к/п)  < оо;
3) ео/ш ряд в правой части 2) сходится, то

оо
у ;  и~1/2ш(тт/и) ^  С21 (/)(/?„(/о) +  п 1/2и(тг/п)), п е N.

с = п + 1

Д о к азательство . Положим /о(*;о/) =  р(*;г), где £ =  {£п} _ последователь­
ность, соответствующая согласно лемме 2 заданной функции о/ Е ПДО, 7г], а 
функция д(' \в) определена в лемме 1. В силу 1) леммы 1, правого неравенства 
в (10) и 2) леммы 2 имеем

п

М / о Щ ” ) ^  С 1о(Щ -£у > '- Щ - 1 ( / о )  ^
1 /= 1

п

^  С'ю(/)С'15га-  ̂У ^ ^  С22{£)ш(тг/п);
и=1

итак, справедливо неравенство о/Д/о; 7г/п) ^  С22(Д^(тг/п), п Е М, и, следо­
вательно, сщ(/оД) ^  2^(у22Д)сД5), 5 Е (0,7г], т. е. имеет место 1). Далее, 2) 
является следствием 2) леммы 1 и 3) леммы 2:

оо оо
У \ ~ 1/2и(тг/п) < оо «=> У Д -1/2^  < оо «=> р0(д) =  р0(/о) < оо,
п=1 п=1

а 3) вытекает из 4) леммы 2, 3) леммы 1 и 1) леммы 2:

оо /  ос \
У ]  г/_1/,2ш(я‘/г^) ^  С2з (£) ( £  г/_1/,2е^ +  п 1/,2ш(7г/га) |  ^

с=п+1 \г/=п+1 /
^  Сш{£){Сш{рп{д) + п 1/2£п+1) +  п 1/2о;(7г/п)) ^

^  С21(£)(рп(1о) +  п 1/2со(тг/п)), п е N.

Лемма 3 доказана.

Л ем м а  4. Пусть £ Е N // о/ Е ПД0;7г]. Тогда существует последователь­
ность функций {Дп(*; С С'(Т) такая; лгао
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1 )  сие(фп-,6) Ф С24 (£)и(ё), 6 £ ( 0 , 7 Г ] ,  п  £  Н ;

2) Рп { Фп )  ^  п 112и { ж / п ) ,  п  £ N.

Доказательство. Нам понадобится следующее утверждение, которое при­
ведено в работе Стечкина [12, лемма 2 на с. 225], а также в [1, лемма 2 на 
с. 622]: пусть а — 1 либо а  =  2, я Е тогда

У^ exp(ai{yx +  s l v 2)) О((о +  D 1/2)

равномерно относительно m , п  и ж G [0,27т]. Положим

фп (х;ш)  =  п ~ 1̂ 2ш('к/п)т2п(х) ,  п  £ N,

где для полиномов
2 п

Т2п(х) =  £  cos(vx + v2/(2п))
iy=О

в силу (13) имеют место оценки (х  Е [0, 2тг])

\т2 п ( х ) \  =
2 п

Re ехр(г(^ж +  (2п) l v2))
v = О

<
2 п

У " ехр(г(глг +  (2п) V 2))
z/=0

^  С̂25 ‘ (2П)1/2,

Су25 -  абсолютная постоянная, откуда

||т2п|| ^  С2ъ ■ (2га)1/2, п 6 N.

Имеем

I lV ’n l l  =  | | Г 2 „ | |  ^  П~112и)(ж/п)С2Ь • ( 2 п)1!2 =
=  21//2С25Ц7г/п) ^  21//2С250;(7г), П 6 N,

откуда
^  21//2С,25^(7г) <  00, 

т. е. {фп} С С(Т); кроме того, очевидно, что \\фп \\ 0 при п оо.

sup \\грп \
nE N

(13)
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Докажем 1). Для любого 6 Е (0,7г] и фиксированного п Е N возможны 
два случая: 8 < я /п  либо 8 ^  л /п . При 8 < л /п  в силу 8~^и{8) (5 Д  имеем

Д)2п <^ е ( Ф п ; 8 ) ^ 8 1 = 8 1п 1/ 2ш(тг/п)

^  ё1п ~ 1/ 2ш(1г / п ) ( 2 п ) е \\т2п\\ ^  2еС2б21̂ 28еп 1со(7г/п) ^  

< 2^ 2С 2^ш {8) ,

а при 8 ^  л /п  в силу и (8) ^ ((5 'I') получим

сое+п'Л) ^  2  ̂ ||^п|| =  2£п ~ 112ш{'к/п) ||т2„|| ^

^  2е+ 1/ 2С 2ьи}(1г/п) ф 2£+112С 2ьш{8).

Следовательно, при каждом п Е М,

Ш1(фп\8) ^ С г Д Д Щ  5 е (0,7г].

Теперь докажем 2). Так как

ФП(Х]Ш) =  П~1/2ш(тт/п)т2п(х) =
2 п

> Ы п ) Т ,—  п 1/2о;(
1У=0

2 \ / 7/2 \

COS ^Ж  • c o s  ( —  ) — s i n  1УХ • s i n  ( —  I , ,2n J \2n J J
TO

2 n
рЛФп) = n i/2u(ir/n)  у ;

( v 2 \ • f 1/2 \cos — + sın —
w \ 2 n )

11=71 +  1

откуда, в силу оценки 1 ^  |cosp| +  |sin г/1, у E R, имеем

2 п
Рп(Фп) ^  п _ 1/ 2о;(7г/п) 1 =  ?тД2и/(7г/п), n  Е N.

с = п + 1

Лемма 4 доказана.

Л ем м а  5. Пусть £ E N, р Е С (Т); р±(ж) =  (1/2)(р(ж) ± р ( —ж)) и

оо
д(х) ~  (1 / 2)а 0О) +  (ап (р) cos пж +  bn (д) sin пж),

п = 1

где ап(р) ^  0, 6п(р) ^  0. Тогда справедливы оценки (п E N)

Г  Т+?=паЛу) ^  С2б(£)ие(д+;тг/п) ^  С26(£)и)е(д;^/п);
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2) п kYZ=i "каЛд) ^ С27(£)ше(д+-,тг/п) ^ С27{£)ше(д;тг/п),
где к =  I  + (1 — (—1)^)/2  = { £ , £ -  четное; £ + 1 , 1 -  нечетное};

3) п~к ^ 1 =1НкЪи(д) ^  C2S(£)ui(g-;ir/n)  ^  C28(£)uJi(g;Tr/n),
где к = £ + (1 +  (—1)^)/2  = {£ + 1, £ -  четное; £, £ -  нечетное}.

Лемма 5 в несколько иной формулировке приведена в [23] (см. неравенства 
(22)-(24) на с.72). Ранее неравенство 1) и неравенство 2) при четном I  для 
симметрических модулей гладкости другим способом доказаны в [24, с. 84- 
85], (см. также [25]).

Л ем м а  6 . Пусть I Е N; для всякой последовательности А =  {An} Е Mq 
существует функция $(•; А) Е С(Т) такая,что:

!) ро(д) < 00, Pn-i(g) =  2Ап, п G N;

2) n ~l Y Z = i l/l~l ^i' ^  С29(£)и£(д;к/п).

Д о к азательство . Положим ДАП =  An —An+i, га G N (см. например [23, с. 73; 
16, с. 52]),

ОО
д(х; А) =  AAn(cos пх  +  sin п х ) , х  Е М.

п=1
Очевидно, ро(д) — 2 ^ = i  =  2Ai < оо; следовательно, g(*;A) Е С(Т)

и pn_i(g) =  2 Y ^ L n  =  п Е N, т. е. имеет место 1).
Докажем 2). Учитывая, что

Apn-i(g)  — Pn-i(g) ~ Рп(д) — 1ап($)| +  |^п($)| =  2ДАП, п е N, 

имеем (ро(д) < ос рп(д) 4-0 (п t  ос))
п п оо

X X ' V - i O )  =  У 1/1-1 У  АРл- iO )  =
Z2=l i/= 1 д=г/

п п п оо
= Х У _ 1 У  A^ - i O )  +  y ^ _1 У  A /^ - iO )  =

Z2=l yti = Z2 Z2=l Д = П+1
П  Ц  П

=  У  Арл- i О) Д  ^ _1 +  рп(д) У  ^ _1 ^
(1=1 Z2=l Z2=l
п

^  У  /^ A/V-i(sO + « W sO  =
f!=l

оо n
=  г /  Д ^ - iO )  +  У  Vl ^ p v - 1  (д),

и=п-\-1 и=1
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откуда, в силу равенства в 1) этой леммы и неравенств 1), 2) при четном Д
3) при нечетном I  леммы 5, получим [I Е М)

п

2п  ̂ Д  1\ у — п  ̂ Д  1р1У_ 1(д) ^  2 ДА^ +  2п  ̂У~̂  ДЛА^ ^
с=1 с=1 с=п+1 с=1
^  2 С 2 6 ( Д и / Д р + ; 7 г / п )  +  2 С з о ( Д а / Д < р ;  л / п ) 2 ( С 2б ( Д  +  С 3о ( Д  Д Д р ;  т г / п ) ,

где <р =  р+ и СзоД) =  СДД) при четном Д <р =  и СдоД) =  СдзД) при 
нечетном £  Лемма 6 доказана.

4. Доказательства теорем 5, 6 и следствий 1, 2, 3

Доказательство пункта 1 теоремы 5. Оценка сверху в (6). Пусть I Е N 
и о/ Е ЦД0 , 7г]; для любой функции /  Е Я^[а/] имеем

оо оо
' ^ 2 п~1/2Ш£(/;тг/ п) ^  ^  п ~ 1/2ш(тг/п) < оо,
п=1 п=1

откуда в силу теоремы 3 ро(/) < °° и
оо оо

Р п (Л ^ С а (£ )  ^  1У~1/2ше(/;тг/и) ^  С Д )  У^ р~1/2ш(тг/р), п  £ N.
с=п+1 с=п+1

Оценка снизу в (6). Рассмотрим функцию С,2о(^)_ 1/о(*; Д  С Я^[о/], где /о 
определена в лемме 3 (С2о(£) -  постоянная в пункте 1 этой леммы) и после­
довательность функций {С2а£)~1/Фп{'] С Я^[о/], где фп определены в
лемме 4 (СДД) ~ постоянная в пункте 1 этой леммы). В силу 3) леммы 3 и 
2) леммы 4 имеем (при условии 4г_ 1/2о;(л/п) < оо ро(/о) < °°5 см-
пункт 2 леммы 3)

оо
У^ У~Х12ш{ж+ )  ^  С21(£)(Рп(1о) + п1/2ш{ж/ п)) ^

с = п + 1

^  С,21(^)(Рп(/о) +Рп(Дп)) ^
^  С21(Д(С2о(Д +  СДД)) 8ир{рп(/)  : /  Е яДо/]}.

Доказательство пункта 2 теоремы 5. Оценка сверху в (7). Пусть £ Е Мо; 
для любой функции /  Е Е\е] имеем

оо оо
У ^ п _ 1/2^;га_ 1('у) ^  ^ п - 1/2£и < ^
п = 1 п=1
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откуда в силу теоремы 3 ро(/) < 00 и

оо

Р п ( Л  ^ С з ( п 1/ 2 Е п _ 1 ( / ) +  У ]  и - ^ Е ^ и ) )  ^
1У=п+1

оо оо

< Ш п ^ в п  + £  „ - ‘/Ч О  < Сз(2<’+ 1/2 + 1} £
и = п + 1 г/=п+1

так как в силу условия п^еп ^ (п '4) для некоторого /3 Е (0, оо) имеем

оо 2 п
У  Р~1̂ £р  ^  У ]  Н~112£р ^  е2га(2п )_1/'2п _  2 - 1/2п 1/2£2?1 _  

г/=п+1 г/=п+1
=  2 - 1/2-/Зга1/2-/3(2п)/3£2п ^  2 - 1/2- ^ п 1/2- ^ ^ £п =

=  2- ^ + 1/2)п1/2еп.

Оценка снизу в (7). Рассмотрим функцию С{51^(*;г) Е £ [̂в], где д опреде­
лена в лемме 1 (С15 -  постоянная в пункте 1 этой леммы). В силу 3) леммы 1 
имеем (при условии п,_1/2£п < сю <(=> ро(й) < °°5 см- пункт 2 леммы 1)

оо

УУ у ~ 112£„ ^  С 1 в ( рп (д) +  п 1/2еп+1), п <Е N.
1'= п + 1

Привлекая условие п^еп (п |) ,  оценим сверху п 11‘2гп+1. Имеем (см. доказа­
тельство пункта 3 леммы 1)

га1/2еп+1 ^  п 1/,2еп =  га1/2_^п/3еп ^  п 1/'2_/3(5п)/3е5П =  5/3га1/2е5п ^
5п оо

^  5/З+ 1/ 2 £  ^ - 172^ ^ 5/3+1/2 £  „ - 1/2^  ^
г/=4п+1 г/=4п+1

« 5')+1/ 2(1 _ 2 - 1/2)- 12 - 1л Ы .

Учитывая последнюю оценку, получим

оо

у  га_1 /2£1/ ^  С 1б(рп (д) +  5^+1/2С 02 _ У „ 0 ) )  =
г/=п+1

=  С16(1 +  5/3+1/'2С'02 _1)/зп О ) ^  С з ^ Д С + б З и р - ^ Д / )  : /  6  Д е ] } .

Теорема 5 доказана.
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Зам еч ан и е  1. Если функция и (8) Е Г2ДО,7г] удовлетворяет (Бе)-условию 
Стечкина {см., например, [26, §2]): существует число 7  Е (ОД) такое, что 
8~^~^ш(8)  4- Д  Д ; т° существует индивидуальная функция <р(*;о/) Е 7Д[и/]; 
доставляющая оценку снизу в формуле (6) пункта 1 теоремы 5.

Д о к азательство . Пусть — (2^Сз2Д ,7 ))_ 1р(ж;г), где последователь­
ность £ =  Е Мо, #(•;£) -  функция, рассмотренная в лем­
ме 1, С3Д Д 7 ) _ постоянная, которая будет определена ниже. Учитывая, что 
8~^и{8) 4- {8 40 => п^сД я/п) "4 (п 4Д где /3 — I — 7 , (3 Е (ОД), в силу правого 
неравенства в (10) и 1 ) леммы 1 имеем

п п
Ш£(д;тг/п) ф У г Л Щ - Ю )  ^  С ю Д С Д т Д  У  /  у) =

г/=1 ^ = 1
п

=  С'ю(/)С'15П_^У ^г/^_/3_1г//3а;(7г/г/) ^
^=1

П

^  Сю(£)С15п~£+13ш(тг/п) У ;  ^
1/=1

^  С\о(£)С\5П~£+/3ш(тг/п)Сзз(£ -  /3)пг~Р =  Сз2(£,7 + Ы / п ) ,

откуда
ил(<р-,6) = (2еСз2{£,'у))~1̂ е{д-,8) ^ ы (8 ) ,  8 е  (0 , 7т].

С другой стороны, в силу 3) леммы 1 при £п =  ш(тг/п), п Е М, имеем

оо

У  р~1/2ш{ж/р) ^  С1б(рп(д) + п 1/2ш(тг/п)),
11=71 +1

откуда (см. доказательство оценки снизу в пункте 2 теоремы 5)

оо

У  г'_ 1/ 2Д 7г/г') ^  С1б(рп(д) + £>/3+1̂ 2Со2~1 Рп(д)) ^
С=П + 1

^  (7 3 1 ^ )2 ^ 3 2 ^ ,7 )  зир{р„(/) : /  £ Я ^ ] } .

Д о к азател ьство  теорем ы  6 . Оценка сверху в (9): если £ Е N и А Е Мо, то 
для каждой функции /  Е Л [А] ( = >  ро(/) ^  А1 < оо) в силу неравенства (4) 
теоремы 4 имеем

п п
о/Д /;тг/п) ^  С5Д )п _^ У ^ ^ _ 1р я -1 ( /)  ^  Съ{1)п~г ^ 2 н г~1\ у, п Е N.

1 1 = 1  1 1 = 1
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Оценку снизу в (9) доставляет функция 2 1̂ (*,А) Е ^4[А], рассмотренная в 
лемме 6 . В силу 2) этой леммы получим

п

п ^ ^ р ^ Х »  ^  С2д(£)сое(д;тг/п) ^  2С2д(£) вирЩ }/; тг/п) : /  6 ДА]}.
р = 1

Теорема 6 доказана.

Доказательство следствия 1. Если ш(8) =  8а , а  Е (1/2, С], и еп — п ~а , 
а  > 1/2, то соответствующие ряды в пунктах 1 и 2 теоремы 5 сходятся и 
утверждения 1 и 2 следствия 1 непосредственно следуют из теоремы 5 в силу 
известных оценок (а > 1/ 2, п Е М)

оо
(а -  1/2)~1(п +  ЩС““ 1/2) <; Е  1У~(а+1/2) ^  {а -  1 /2 ) -1п ~ (а- 1/2\

1У=п-\-1

Доказательство следствия 2. Достаточность. Если выполняется усло­
вие (8), то, очевидно, ряд в пункте 1 теоремы 5 сходится; следовательно, для 
каждой функции /  Е С(Т) с сщ(/Д) =  0(о;(Д), 8 Е (0 , 7г], также сходится 
ряд (3). Отсюда в силу теоремы 3 ро(/) < оо и

оо
р л л  ^  с 4(£) е  г/_1/2щ / Щ г/) =

1У=п-\-1

( оо

Е  г/_1/2^ ( я' / г/)

1У=п-\-1

Необходимость. Рассмотрим функцию /о(*;о;) из леммы 3 и последова­
тельность функций о;)}^8=1 из леммы 4. В силу 1) леммы 3 /о Е (7(ТГ)
и сщ(/оД) =  0(о;(Д), Е (0 ,7т], а в силу 1) леммы 4 Е С(Т) и
ш(фпг,8) =  О (о; ((5)), Е (0 ,7г], п Е М, причем согласно условиям следствия 2
имеем рп(/о) =  0(АП) (=>► р0(/о) < ос) и рДт/Д) =  0(АП), п Е N. Отсюда
в силу 2) и 3) леммы 3 и 2) леммы 4 получим

оо
Е  р~1/2со(тг/ р) ^  С г Д Х /Д /о )  +  п 1/2ш(тг/п)) ^

г/=п+1

^  С ^ Д Х О Щ ) + рп(^п)) =  2С21(£)0(Хп) = 0(Хп), п е  N.

Следствие 2 доказано.

j  = 0 (A n), n  Е N.
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Доказательство следствия 3. Утверждение 1 следствия 3 непосредствен­
но следует из соотношения (9) теоремы 6 в силу известных оценок

п
С34 Д — а) • п~а ^  п~£ Д - а -1  ^  (7з5 Д — а) • п ~а , а < £]

и = 1 
п

п~£ 1п(п +  1) ^  п -  ̂ ^  п -  ̂1п(еп), а = £,
и=1

с учетом следующего замечания: для 5 Е (0, л] найдется п Е N такое, что 
л /(п  +  1) < д  ^  л /п  и

2“Д /Д /; л /п ) ^  щ Д /Д ) ^  о/Д/; л /п ), 2~а {тт/п)а ^  5а ^  (л /п Д ,

(Д 1п(ел/5) ^  (л /пД  1п(е(п +  1)) =  (л /п Д (1 +  1п(п +  1)) ^  3(л/пД  1п(п +  1), 

п _Дп(еп) ^  (2 /л )Д л /(п  +  1)Д 1п(ел/5) ^  (2 /лД(Д 1п(ел/5).

Докажем утверждение 2. Если Ап =  (л/пД , п Е М, то для каждой функ­
ции /  Е 4[А] в силу неравенства (4) имеем

п

( /; 7г/гг) ^  С5( / + 1) -п _(£+1) У  г /У _ х (/)  ^
1 1 = 1

п

^  С5 Д +  1) • п _ ^ + 1̂ л  ̂ 1 =  С5 Д +  1) • л^п- ,̂ п Е М ,
и=1

откуда сщ+Д/Д) ^  2^С5Д +  1) • Д ,  д Е (0, л ].

Оценку снизу доставляет функция 2_ 1р(*; А) Е Д[А], рассмотренная в лем­
ме 6 . В силу 2) этой леммы имеем (п Е М)

п п

С29Д +  1) • сщ+1 Д; л /п ) ^  п - ^ 1) ^ 2  У1 К  =  п _ ^ +1^ ^ 1  =  л^п- ,̂
я = 1  1 1 = 1

откуда

Д ^  2^+1С29 Д +  1) • Щ+1Д; <£) ^  2 +̂2С29 Д +  1) • 8ир{сщ+Д /; 8)  : /  Е Д[А]}.

Следствие 3 доказано.
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