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О М Н О Ж Е С Т В А Х  ТО Ч Е К  Н Е П РЕ РЫ В Н О С Т И  
М Н О ГО ЗН А ЧН О Й  М Е Т РИ Ч Е С К О Й  П РО Е К Ц И И  

В П Р О С Т РА Н С Т В Е  C(Q)

В этой работе приводятся подробные доказательства некоторых резуль
татов, опубликованных в [1, 2].

1. Основные понятия и определения

Пусть М , N  -  непустые множества в линейном нормированном простран
стве X , х  G I ,  у  G I ,  L  -  замкнутое подпространство в X .  Мы используем 
обозначения:

sp М  -  линейная оболочка М  ; 

х у  =  ||ж — у ||; d( x , М )  =  х М  =  in f{ху  : у  G М};  

р(М,  N )  =  inf {ху  : х  G М,  у  G N }; d(M , N ) =  supjxTV : ж G М }; 

D( M,  N )  =  max TV), d(A, M )} ; Рм х  =  {у G М  : ху  = х М} ;

V =  {х е  X  : \\х\\ < 1}; S' =  {ж G I  : ||ж|| =  1};

^  =  { / е Т :  / Ь )  =  О V* G L}; = { / е Т :  | |/ | |  =  1}

S x / l = {G е X / L  : ||G|| =  1}, ||G|| =  d(0,G);

x a  > x , если сеть С X  слабо сходится к х  G X.

Допуская вольность, мы обозначаем через G и элемент фактор-пространства 
Х / L,  ж соответствующий ему параллельный сдвиг подпространства L  в X.

Многозначное отображение Рм : х  -А Рм х  называется метрической про
екцией X  на М . Множество М  называется множ еством существования 
{Р-компактным, чебышевским ) , если V x G l  Рм % ^  ® {Рм% /  0  и ком
пактно, Рм х  одноточечно). Пусть М  -  множество существования в X , x  G X . 
М етрическая проекция Рм называется полунепрерывной сверху (полунепре
рывной снизу ) в точке х , если из условий Рм х С W , W  открыто в X ,  х п —ï х  
следует, что Рм %п 61 W  для всех п, начиная с некоторого номера (из условий 
у G Рм %, х п -А х  следует d(y , Рм %п) 0)- Рм называется Н-полунепрерывной  
сверху (Н-полунепрерывной снизу, Н-непрерывной, р-непрерывной) в точ
ке ж, если из условия х п -А ж следует d(PMx n , Рм х)  -А 0 (соответственно
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ё(Р м х, Рм х п) 0, Р ( Р м х , Р м х п) 0, р(Рм х, Рм х п) 0). М етрическая 
проекция Рм называется непрерывной в точке ж, если она полунепрерывна 
сверху и полунепрерывна снизу в этой точке.

Д ля М  будем рассматривать множества Я пн.св, Я пн.сн, Я ,  Я Н-пн.св, 
Л/'п-п'и.си,- Я н , Яр, всех точек ж 6 X, в которых Р м соответственно полу- 
непрерывна сверху, полунепрерывна снизу, непрерывна, ^-полунепреры вна 
сверху, ^-полунепреры вна снизу, ^-непреры вна, р-непрерывна. Будем рас
сматривать также множество X  = {х  Е X  : Рм х  компактно}. Известны (см., 
например, [3]) следующие соотношения:

Если М  -  подпространство в X , то М Н-пн.св П ̂  =  Мпн.св> М н П ̂  =  М . Д ля 
чебышевского М  все рассматриваемые множества точек непрерывности Рм 
совпадают.

Пусть (5 -  бикомпактное хаусдорфово пространство, С(С}) -  банахо
во пространство всех вещественных непрерывных на функций с нормой 
||ж|| =  8ир{|ж(</)| : у Е С((3)* -  пространство мер Радона ц:

(ж,ц) :=  / xd.ii М х Е С ^ ) ]

И  =  |ц|(д) =  г;аг(р, <2); -  носитель меры ц Е С(<2)*; 5+ := 5^+,
^  := Где Л  -  = м, Л  + м" =1 а* I-

Мы будем изучать перечисленные выше множества точек непрерывно
сти метрической проекции Рм в случае, когда X  =  С ((5), М  =  Т -  под
пространство в С((2) и 1 < cod im L  < +оо. Всюду в дальнейшем (если нет 
особых разъяснений) подпространство Ь -  множество существования в С((5), 
1 < cod im L  < +оо. Такие подпространства существуют в любом С(С^), и их 
характеризацию дает следующая теорема А [4].

Т е о р е м а  А (А. Л. Гаркави). Д л я  того чтобы подпространство Ь  С 0(6^), 
1 < cod im L  < +оо было множ еством существования, необходимо и доста- 
точно; чтобы выполнялись следующие условия:

в) мера Д ' абсолютно непрерывна относительно Д  на множ естве  йД 
V //, Д ' Е Т Д
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Пусть { р \ , . . . ,  р п} -  базис в Ь 1- и С̂ ь =  иГ=1 Множество С̂ ь называет
ся приведенным бикомпактом  подпространства Ь  [1] и, очевидно, не зависит 
от выбора базиса в Т Д  Заметим также, что для любого р  Е Ь 1- вц  С С̂ ь 
и в силу свойств «а», «б» теоремы А множества 5+ , 5 “ , являю т
ся открыто-замкнутыми относительно С̂ ь . С каждой мерой р  Е Ь 1- будем 
связывать функцию Е С ((^ь) :

1, д Е ,

^ ( я )  =  \  Я €
, 0, д е Я ^ .

Число г[ц] =  с И т Ь где = {и Е Ь 1- : й), С Д Д , называется рангом
меры р  [2].

Обозначим:

^  = П { ж_1(1)ПСь : ж € Рс 0}, = Щ Ц Щ Щ П С ь  : Ж € Рс 0},

^ = У П ^ “ . где <?€ 8 с(0 )/ь-

Множество Рс непусто, так как для любой ненулевой меры р  Е раз
деляющей С и У (по теореме Эйдельгайта такие меры всегда существуют), 
очевидно, С Д Д  Справедливо и обратное: если для некоторой ненулевой 
меры р  Е Ь 1- С Ра ,  то р  разделяет (7 и V. Множества Рс и Ра бы
ли введены в [1]. Они совпадают с соответствующими множествами Рр и РД  
введенными Л. П. Власовым в [5], и в дальнейшем будут играть важную роль. 
Их основные свойства приведены в [6] (см. леммы 2, 5, следствие 2).

Д ля (7 Е 5,С(д)/ь будем рассматривать функцию а с Е С (Д Д : суДд) =  1 
для Е а с(я)  =  — 1 Для д Е Рс . Через ц[(Д] будем обозначать значение 
меры р  Е на элементе О Е в с ^ / ь  (мы отождествляем Ь 1- с ( С ( 0 ) / Ь)*).

В [6, теорема 1] (см. также [2, теорема 1]) установлены равенства

^Н-ПН.СН — ^ПН.СН — Л/"р, ^Н-ПН.Св — А/"я, Мпн.св =  А/*.

Поэтому достаточно изучать множества Л Д  Л/я, Л/". Заметим также, что, 
ввиду равенства Л/" =  Л/я П иногда достаточно знать только свойства мно
жеств Мр, Л/я, /С. Мы будем пользоваться характеристикой множеств Л Д  
Л/я [6, теоремы 2, 3], а также характеристикой множества К  [5, теорема 2], 
полученной Л. П. Власовым.

2. Дескриптивны е свойства множеств М , Л/я? ЛД /С

Теорема 1. Пусть подпространство Ь -  множ ество существования в 
С {О), 1 < сосИтЬ < +оо. Тогда справедливы следующие утверж дения:
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1) множ ества М \ Ь ,  М н \  Мр \  Ь открыты в слабой топологии С((д);
2) множ ества М , М #, М р слабо замкнут ы в М н =  М р и м нож е

ство Мр \  М н нигде не плотно в С((д);
3) множ ество К слабо замкнут о в С(С£).

Доказательство. 1) Предположим, что множество Мр \  Ь  не является от
крытым в слабой топологии С(С^). Тогда, очевидно, существует такая сеть
{Ха}аеА  С С'(С), ЧТО

х а  > х, х е Л [ р \ Ь ,  х а 0  Яр  V а  е  А.  (1 )

Так как со М т Ь  < +оо, то х а = х а + Ь —> х  = х  + I, в С(С2)/Ь и можно 
выбрать такую последовательность { а п} С А,  что х Пп —» х  и Оп -А О в 
С { 0 ) / Ь ,  где (7„ =  || (п =  1 ,2 , . . . ) ,  С =  Д р ц -  Теперь, в силу (1 )
и [6 , лемма 4], найдется такая последовательность {х:п \, что х п £ Р0пв (п =  
=  1 , 2 , . . . )  и \\хп -  а а \\С{рв ) -А- 0 , откуда, так как х п \р0п = а Сп (п  =  1 , 2 , . . . )  
и по [6 , лемма 5] Рвп С \ /п  > Л/-, имеем

V п > М  • (2)

Из (2) непосредственно следует, что если С удовлетворяет условию (/г) (см. [6, 
теорема 2]) (соответственно удовлетворяет условию 3 или 4 из [6, теорема 3]), 
то такому же условию удовлетворяют и С п при п  > N 1 . В силу (1) и [6, 
теорема 2] теперь имеем х ап Е Мр\ Ь  Vп  > Л/1, что противоречит (1). Значит, 
множество Мр \  Ь  открыто в слабой топологии С(С^). Множества М н \1  и 
М \ Ь  также открыты в слабой топологии Это непосредственно следует
из приведенных только что рассуждений с использованием в них теоремы 3 
вместо теоремы 2 из [6].

2) Покажем, например, что множество М р слабо замкнуто в Обозна
чим через [Мр] замыкание Мр в слабой топологии Ясно, что М р С [Мр\ .
Пусть х  Е [Мр] . Тогда существует такая сеть { х а}аел  С Мр, что х а   ̂ х.  Так
как сосИтЬ < +оо, то х а = х а + Ь х  = х  + Ь в С(СЦ)1 Ь  и, следовательно, 
найдется такая сеть {уа }аеА С что уа Е х а +  Ь  Vа  Е А  и уа -А х.
Но х а +  Ь  С Мр У а  Е Я, поэтому х  Е М р и М р =  [Мр]. Точно так же до
казывается слабая замкнутость множеств М н и М.  Покажем, что М р =  М н - 
Д ля этого достаточно установить включение Мр \  Ь  С М н - Пусть ж о £ Л/*р \  Т, 
жо =  жо +  Т, Со =  жо/ц^о|| £ 3 С(<э)/ь- По теореме 2 из [6] Со удовлетворяет 
условию (/г), и так как множество Мр\ Ь  открыто в С((5), то существует такое 
число £ > 0, что все С Е БС(<э)/ь с 11С — Со 11 < £ также удовлетворяют условию 
{К). По известной теореме М азура [7] существует такая, состоящая из точек 
гладкости 5,С(д)/ь, последовательность {Сп}, что С п —)► Со и ||С П — Со|| < в
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для всех п. В силу [6, следствие 2] зрбтп С М н  Дл я  всех п  и, очевидно, най
дется такая последовательность {уп}, что уп Е ||5д||Сл Уп  и уп —>► жо, т. е. 
ж о Е М н - Равенство М р =  Л/"# доказано. Из него следует включение

Мр\Мн с Мн \ Мн с (Мн \  Ь) \  (Мн \  Ь ),
и так как Л/"# \  Т открыто, получаем, что множество МР\М Н нигде не плотно 
в С (С5). Утверждение 2 доказано полностью.

3) Рассмотрим сеть { х а }аел  С К, с х а  > х  и покажем, что х  Е К. Можно
считать, что х  ^  Ь  и С К \ Ь .  Так как сосИтЬ < +оо, то

х а = х а + Ь  -д х  = х  + Ь  в С (0 ) /Ь

и можно выбрать такую последовательность {<тп} С А , что

^ ^  =  Ж/||ж || в

По лемме 5 из [6] РСп С У п  > ТУ, откуда, в силу критерия множества К  
[5, теорема 2], непосредственно получаем х  Е К. Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Яз доказательства теоремы 1 следует, что все ее ут вер
ж дения останутся справедливыми; ео/ш в них слабую топологию С((5) за- 
менитъ на еще более слабую топологию  тщ которая порождается в С  (О) 
преднормой ||ж||ьт =  с1(х ,Ь) . Эта преднорма уж е применялась в исследова
ниях по непрерывности метрической проекции (см. [8, 9]).

3. Нетривиальность множеств М ,  М н ? Мр

В этой части мы покажем, что множества Л/", Л/"#, Мр могут быть три
виальными, т. е. совпадать с подпространством Ь. Следующая теорема дает 
критерий нетривиальности этих множеств.

Теорема 2. Пусть подпространство Ь -  множ ество существования в 
С (О),  1 < сосИтЬ < +оо. Рассмотрим следующие утверж дения:
1) Я р \  Ь ф 0 ;
2) Я н \ Ь ф 0 ;
3) З р  е  I /1 : г\р\ =  1;
4) Я \ Ь ф 0 ;
5) 3 р  € Ь 1- : г[р\ =  1 и множ ество С^\ Бр конечно.
Тогда 1) 2) 3), 4) 5). В частности, утверж дения 1-3 выполняются,
если сущ ествует мера р  €Е Ь 1- \  {0} с мет ризуемым носителем Б р.
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Доказательство. Эквивалентность 1 и 2 следует из теоремы 1. Импликации
3) => 2) и 5) => 4) непосредственно вытекают из [6, следствие 3] (в доказа
тельстве второй используется также критерий множества N  [6, теорема 3]).

2) => 3). Пусть xq Е М н \ L ,  xq = xq +  Z, Gq =  ^ o / | | j 0|| G SC(Q)/L. Так как 
Gq С AfH\ L  и множество Л/*#\Z  открыто в C(Q)  (теорема 1), то, в силу теоре
мы М азура [7], найдется такая точка гладкости G единичной сферы S C(q)/li 
что G С М н \  L. Теперь по [6, следствие 2] существует такая мера /7 из ZA, 
что S ^ =  Fq и r[jl\ =  1. Импликация 2) => 3) доказана. Импликация 4) => 5) 
доказывается совершенно аналогично. При этом используются открытость в 
C(Q)  множества A f \ L  (теорема 1) и критерий множества N  [6, теорема 3].

Пусть мера р  Е L 1- \  {в}  имеет метризуемый носитель S /1. Поскольку 
cod im L  < Too, очевидно, найдется такая мера р  Е ZA \  {#}, что S-p С S ^ 
и Sjy =  Sjj Ми Е Lj= \  {в}.  Рассмотрим в пространстве С (S-ц) подпростран
ство L-jj с аннулятором L ^ .  Подпространство L-jj (cod im Ljj =  г[р]) является 
чебышевским в С (S-p), так как для него легко проверяются все условия кри
терия А .Л .Г аркави  [4, теорема III]. Предположим, что г[р] > 2. Тогда, так 
как бикомпакт Sjj метризуем, в силу известного результата А. JI. Гаркави [10, 
теорема II], получаем, что Sjz =  Z, где I  -  множество всех изолированных 
точек Sjj. Пусть qo Е I  и -  линейно независимые меры из Lj=. Тогда,
очевидно, v = V2(qo)v\ -  vi{qo)v2 £ L±  \  0  и u(q0) = 0, т. е. q0 € S-p \  S v , 
что противоречит определению меры р. Значит, r[p\ =  1 и, следовательно, 
выполняются утверждения 1-3. Теорема 2 доказана.

Следствие 1. Пусть Q -  бикомпакт без изолированных точек; L -  Р -ком
пактное подпространство в C(Q) ,  1 < cod im L  < +оо. Тогда подпростран
ство L  чебышевское, и , если cod im L  > 2, то N  =  Z.

Доказательство. Из критерия Р-компактного подпространства [11, теоре
ма 1] следует, что S^  =  Q V р  Е ZA \  {0} и, следовательно, по критерию 
A. JI. Гаркави [4, теорема III] Z -  чебышевское подпространство в C(Q).  Если 
codim L  > 2, то ясно, что не существует меры р  Е ZA с г [д] =  1 и по теореме 2 
Л/" =  Z. Следствие 1 доказано.

Приведем один весьма общий способ построения бикомпактов Q, для ко
торых C(Q)  содержит чебышевские подпространства любой конечной кораз
мерности т  > 2 с тривиальным множеством точек непрерывности метриче
ской проекции.

Пусть Z00(*S, Е, А) -  банахово пространство вещественных функций, су
щественно ограниченных на пространстве (S, Е,А),  с неотрицательной а- 
конечной мерой А, не имеющей атомов, и существует А-интегрируемая функ-
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ция ср Е £ 00(5, X, А), не равная постоянной ни на каком множестве положи
тельной меры. Рассмотрим для любого натурального числа т  > 2 подпро
странство Ь т С ЕоДД Х,А), определяемое уравнениями

А .Л .Г аркави  [10] показал, что подпространство L m (codim L m =  т ) явля
ется чебышевским. С другой стороны, известно (см., например, [12]), что в 
нашем случае Zoo (S', Х,А) изометрически изоморфно некоторому простран
ству C (Q ), где бикомпакт Q не имеет изолированных точек. По следствию 1 
в Zoo(S, Х,А) любое P -компактное подпространство L  (1 < codim L  < + 00) 
является чебышевским и если codim L  > 2, то N  =  Р. В качестве L 00(S , X, А) 
можно взять, например, классические лебеговские пространства Роо[0, 1] и
Р о о ( - 0 0 , + О о ) .

4. П одпространства с р-непрерывной метрической проекцией

В 1968 г. П. Д. Моррис [13] доказал, что метрическая проекция Рь на под
пространство существования L  С C(Q)  не может быть непрерывной, если 
бикомпакт Q бесконечен, 2 < codim L  < +00 и множество Рьх  конечномерно 
У х  Е C(Q).  В. И. Андреев [14] и независимо от него Е. В. Ошман [11] пока
зали, что результат Морриса верен и без предположения о конечномерности 
множества PLx. Кроме того, в [И] был получен критерий подпространства су
ществования L  С C (Q ) (codim L  =  1) с непрерывной метрической проекцией. 
Далее, в [1, 15] был опубликован критерий подпространства существования 
L  С C(Q)  (1 < codim L  < + 00) с ^-непреры вной метрической проекцией. С 
его помощью легко строить такие подпространства заданной коразмерности 
в любом C(Q).  В этой части мы получим критерий подпространства суще
ствования L  (1 < codim L  < + 00) с Мр =  C(Q).

Пусть замкнутое подпространство L  С C(Q)  (1 < codim L  < + 00) удо
влетворяет условиям «а», «б» теоремы A. L -компонентой  точки q Е Q L [2] 
называется множество

Ясно, что множество Ф(д) замкнуто в (3, содержит связную компоненту точки 
я в С̂ ь и \ /щ ,<?2 Е (2ь либо Ф(щ) =  Ф((й)? либо Ф (щ )П ф (<Ы =  Будем на
зывать Ф(д) существенной Ь-компонентой, если |д|(Ф(д)) ф 0 для некоторой

ф («?) =  П  { t € Q l ■ Oi^t) = о Щ )} .

меры ji E Zr1.
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Л емма 1. Пусть замкнутое подпространство Е С сосПтЕ Е [1,оо);
удовлетворяет условиям «а», «б», теоремы А и Ф -  существенная Е-компо- 
нента. Тогда существует ненулевая мера дф Е С((^) ■ % ,= 5+  < если Ф
открыто в то =  Ф) и для каждой меры р  Е Ь 1- такое число АДФ); 
что р ( Е ) =  \ц(Ф)рф(Е)  для любого борелевского множ ества Е  С Ф. Если  
Е -  множ ество существования в С  {О), то содержит не более счетного 
числа различных сущ ественных Е-компонент и У р  Е Ь 1- включения  Ф С 5+ , 
Ф С 7 Ф С С2ь\ вц, соответственно равносильны неравенствам

А/х(Ф) > 0, А/Х(Ф) < О, А/Х(Ф) =  0.

Доказательство. Из определения Т-компоненты следует, что V р  Е /А  ли
бо Ф С 5+ , либо Ф С 5 “ , либо Ф С С)ь \  вц. Отсюда, повторяя дослов
но рассуждения теоремы 3 из [15], получаем, что сужения на Ф любых мер 
д, V Е Ь 1- знакопостоянны и линейно зависимы. Так как Ф -  существенная 
Т-компонента, то найдется такая мера р  Е /А , что Ф С 5+  и р (Ф) > 0. Д ля 
любого борелевского множества Е  С (3 положим рф(Е)  =  р(Е(~}Ф). Ясно, что 
мера рф искомая. Если теперь Е -  множество существования в С ((()), то из 
условия «в» теоремы А получаем, что мера V Е Ь 1- имеет ненулевое сужение 
на Ф тогда и только тогда, когда Ф С Я -  Отсюда непосредственно следует 
последнее утверждение леммы, а так как существует мера V Е Ь 1- с в и =  С^ь 

[15, лемма 2] и различные Т-компоненты не пересекаются, то С)ь может содер
ж ать не более счетного числа различных существенных Т-компонент. Лемма 
доказана.

П редлож ение 1. Пусть Е -  подпространство существования в С  (О), т  =  
=  сосПтЕ Е [1, оо); Ф -  существенная Е-компонента. Тогда найдутся такие 
меры  д ', р" Е /А , что Ф =  и г[рг] =  т  — 1, г[рп] =  т . Обратно,
если множ ество (£Д \  ^ /х О П ^ ' не пусто для некоторых мер д ', р" Е Е ^  с 
г[р'] — т  — 1, г[р"] =  га, то оно являет ся существенной Е-компонентой.

Если Е -  Р-компактное (чебышевское) подпространство и т  > 2, то 
каждая существенная Е-компонента состоит из конечного числа изолиро
ванных в (5 точек (состоит не более чем из т  — 1 изолированных в С) точек).

Доказательство. Не наруш ая общности, можно считать т  > 2. Пусть 
д ', р" Е 1А, г\р'] =  га — 1, г\р"] =  га, Е  =  Д 0  и {дь  . . . , р т- 1 }
есть базис подпространства в С /А . Тогда, очевидно, {д1, . . . ,  Д т - ь Д 77} 
есть базис в 1А и, следовательно, Уд Е сужения на Е  мер д, д77 знако
постоянны и линейно зависимы. Отсюда, так как множество Е  не пусто и 
открыто в непосредственно получаем, что оно является существенной
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Z-компонентой. Обратно, пусть Ф -  существенная Z-компонента. Положим 
Ьф =  {ц Е ZA : р(р)  =  0}, где р(р)  =  АДФ) V/i Е ZA. Из теоремы А следует, 
что Ьф -  аннулятор некоторого подпространства существования Ьф С C(Q),  
причем codim Ьф =  dim  Ьф =  т  — 1, так как по лемме 1 р -  ненулевой линей
ный функционал на ZA. В силу [15, лемма 2] найдутся такие меры jJ Е Ьф и 
/А Е ZA, что SA =  Q lф и  SA' =  Q l- Тогда г[//] =  т  — 1, г[/Р] =  т  и можно 
считать, что Ф С S^„. Таким образом, Ф С (QL \  S llr)f>\S^„ и, в силу первой 
части доказательства, получаем равенство Ф =  (Q L \

Остальные утверждения предложения 1 непосредственно следуют из по
лученной характеристики существенных Z-компонент и критерия Р-компакт- 
ного (чебышевского) подпространства [11, теорема 1] (Г , теорема III]).

Л емма 2. Пусть L  -  замкнутое подпространство в C(Q) ,  codim L  Е [1, оо). 
Тогда, для того чтобы L  было множ еством существования и Q L разби
валось на конечное число L -компонент, необходимо и достаточно, что
бы существовали такие замкнутые попарно непересекающиеся множ ества  
{Fi , . . .  , Fm } и меры p Fl, . . . , p Fm С C{Q)*, что

ГП
Q l  U ^1  ̂ 1, . . . ,  т , L  С sp\^fip1 , . . . ,  р prn j".

i—1

В этом случае V fi Е L 1- имеем

rn rn
T =  ^   ̂A^/i^, \p\ =  ^   ̂ | l / i ^ , =  (J{F* : Â  A

г=1 г=1

5+  =  Ц |Щ  = Аг > 0}, S~  = | J  Ц* : Аг < 0}.

Если подпространство L  удовлетворяет условиям «а», «б» теоремы А и Q L 
разбивается на конечное число L -компонент, то L  -  множ ество существо
вания.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 4 в [15]. При этом 
вместо [15, теорема 3] используется лемма 1.

Замечание 2. 1) Множ ества F i , . . . , F m не являю т ся, вообще говоря, 
L -компонентами, но любая L -компонента составляется из них.

2) Если L  -  множ ество существования, codim L  =  1 и р  Е ZA \  {в},  то 
Ql  =  =  S '+flS '“ ; =  L 1- С sp , p~} ,  m. e. Q L разбивается
не более чем на две Ь-компоненты.

99



2005 Известия УрГУ № 38

Т е о р е м а  3. Пусть замкнутое подпространство L  в C (Q ) являет ся м но
ж еством существования и cod im L  Е [1, оо). Тогда следующие утверж дения 
эквивалентны:

1) Мр = C(Q);
2) Q l разбивается на конечное число L -компонент;
3) L 1- -  полиэдральное подпространство в C(Q)*;
4) фактор-пространство C ( Q ) / L  полиэдрально.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения 3 и 4 эквивалентны, так как пространство 
(C ( Q ) / L )* изометрически изоморфно подпространству L 1- С C(Q)*.

4) => 1) Пусть L -  подпространство существования в линейном норми
рованном пространстве X , 1 < cod im L  < +оо и фактор-пространство X / L  
полиэдрально. Покажем, что метрическая проекция Рь i ï -полунепрерывна 
снизу (тем более р-непрерывна) в каждой точке х  Е X .

Пусть {G  Е X / L  : ||G|| < 1} =  П f e F  i G ^  X / L  : f ( G ) < ^  гДе F  ~ к0" 
нечное подмножество 5 ьт , {Gn} С S x/Ll Go Е S X/ l и л  Go- В силу [15, 
теорема 1] достаточно установить, что d( Goр|У, Gnf^V)  —ï 0. Найдем такое 
число £ > 0, что

{ С  G X / L  : ||G -  С 01| <  е} С f |  {G <Е X / L  : f ( G ) <  1} , (3)
feF0

где Fo =  { /  E F  : f ( G o ) < l } .  Не наруш ая общности, можно считать, что 
0 < \\Gn — Go|| < £ (п = 1, 2, . . . ) .  Положим

Gn — Go +  £ (Gn — Go) /\\G n — Go II, n = 1, 2, . . . .

Из (3) следует, что /  (G^)  < 1 для всех /  Е Tq и для любого п, а так как 
f  (Gn) < 1 Для всех /  Е F  и для любого п, то для всех f  е  F  \  Fq получаем

f ( G + )  = l + | |Gwl Go|| ( / ( С п ) ~ 1 ) < 1 ,  n =  1 , 2 , . . .  .

Таким образом, очевидно, { б Д }  С S X/ l и  с  п о м о щ ь ю  неравенства, установ
ленного Н. В. Невесенко в [16, предложение 1], нетрудно получить следующую 
оценку, справедливую для всех п:

Д С о П Г  Gnr \ V ) < £ - l \ \ G n - G 0 \ \d{G0f]V,  С + Г И  < 2е- 1||С п -  С 0||.

Импликация 4) => 1) доказана.
1) => 2) Покажем, что множество функций =  Q L} конечно. Дей

ствительно, пусть -  последовательность попарно различных функций
с й Д  =  Q l Vn и Gn =  х п +  L, где Е И, жп |д ь =  a ^ n Vn. Тогда
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{б?п} С Б с ^ / ь ч  — Б^п V77-, и так как сосИтЬ < +оо, то можно счи
тать, что ч  С, С Е БС(<э)/ь- По лемме 5 из [6] С̂ ь =  РСп С Рс V?т, > ТУ, 
следовательно, Рс =  С}ь . В силу равенства Мр =  С(С}) и [6, лемма 4] теперь 
получаем, что а Рп =4 на откуда а Рп = а а V п > N 1 , что противоречит
попарной различности функций { с ^ Д . Пусть

{«/г : ^  =  ф Ц  = { а ^  : г =  1, . . . ,  то} , Я £ С?ь ,
ГП

р = П е : аМ  = аМ )  ■
1=1

Ясно, что множество Р  открыто-замкнуто в Ф(#) С Р  и V /7 Е с
либо Р  С либо ^  С 5 ^ .  Далее, в силу равенства Л/*р =  С((3 ) и

[15, лемма 4], имеем

У ц е ь - 1 з-цеь-*-: в11 = <Эь, с (4)
Значит, любая мера ц Е Ь 1- знакопостоянна на I 1 и, в силу [5, предложе
ние 7], любые меры ц, ^ Е ТД линейно зависимы на Т1. Так как множество 
Т1 открыто в и меры ц, /7 из (4) знакопостоянны и линейно зависимы на 
нем, то \ /ц  Е очевидно, либо Т1 С либо Т1 С *5“ , либо Т1 С \
Из определения Т-компоненты теперь получаем, что Т1 С Ф(д), т. е. Т1 =  Ф(д). 
Таким образом, мы показали, что каж дая Т-компонента является пересече
нием некоторых множеств из конечного семейства {Б^. : г =  1, . . . , т } .  Сле
довательно, С̂ ь разбивается на конечное число Т-компонент и импликация
1) => 2) доказана.

2) => 3). В силу леммы 2 существуют такие попарно непересекающиеся 
множества {Т \ : г =  1 , . . .  ,77т} и меры : г =  1 , . . . ,  ттт,} С С((^)*, что

гп

Яь =  и ^ » ,  Ь-1 С 8 р { ц Р1, . . . , Ц Рт} ,
i=1

Б Б  пр. 11/ ^  II С  ̂ 5̂ • • • 5г г~.г г

И для любой меры Ц =  С Ь 1-
гп

м  =  ы ю )  =  £ м .
1=1

Таким образом, подпространство ТД С С((2)* изометрически изоморфно 
некоторому подпространству полиэдрального пространства

гп

=  {ж =  (А]_,. . . ,  Аш) : Е М, г =  1 , . . . ,  ттт,} с нормой ||ж|| =  |Аф
г= 1
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Импликация 2) => 3), а вместе с ней и теорема 3 доказаны.

Доказанная теорема 3 и лемма 2 дают простой способ построения в любом 
C ( Q ) подпространств существования конечной коразмерности с Дш олуне- 
прерывной снизу метрической проекцией.

Следующая теорема фактически была нами получена при доказательстве 
импликации 4) => 1) в теореме 3.

Т е о р е м а  4. Пусть L  -  подпространство существования в линейном нор
мированном пространстве Х ; 1 < cod im L  < + оо ; и фактор-пространство 
Х /L  или , что то же самое, подпространство L 1- С X *  полиэдрально. Тогда 
метрическая проекция PL Н-полунепрерывна снизу.
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