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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У РА ВН Е Н И Й  С ЗА П А ЗД Ы В А Н И Е М *

1. Постановка задачи

Рассматривается скалярное нелинейное дифференциальное уравнение с 
запаздыванием

=  /(®(*),®(* -  г)), (1.1)

где /  -  триж ды непрерывно дифференцируемая функция в открытом прямо
угольнике (—а \ ,а \)  х (—а2, а 2) ( щ ,а2 > 0); /(0 ,0 )  =  0. Ставится задача: най
ти условия существования антисимметрического решения ж(£ +  2т) =  — ж(£), 
£ Е К, т > 0, дифференциального уравнения с запаздыванием (1.1) и исследо
вать его на устойчивость. Указанный круг вопросов изучался в работах [1-3] 
для уравнения (1.1), функция /  которого не зависит от первого аргумента. 
Быстро осциллирующие периодические решения уравнения (1.1) изучались 
в работе [4].

2. Сущ ествование периодических решений

При выполнении усл ови я /(яд , ж2) =  —/ ( —ям, —т 2), ат/ Е (—a j , a j ) , j  =  1,2, 
задача нахождения антисимметрического решения уравнения (1.1) сводится 
к проблеме нахождения решения краевой задачи для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений

^  =  / ( ® 1 , - ® 2 ) ,  =  / ( ® 2 , ® 1 ) ,  (2-1)  

жДО) =  -ж 2(т), ж2(0) =  жДт). (2.2)

Связь между решением (т1, т 2)т  краевой задачи (2.1)—(2.2) и антисимметри- 
ческим решением х  уравнения (1.1) определяется формулами ж(£) =  тц(£), 
£ Е [0, т], ж(£) =  т 2(£ -  т), £ Е [т, 2т].

* Работа выполнена в рамках программы поддержки фундаментальных исследований 
Президиума РАН «Математические методы в нелинейной динамике».
©  Ю. Ф. Долгий, С. Н. Нидченко, 2005
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Вопрос существования решения краевой задачи (2.1)—(2.2) будем рассмат
ривать при выполнении условия

где Е (—а ^ а Д ;  j  =  1,2. Условие (2.3) позволяет записать систему (2.1) в 
канонической форме:

Н(Х1,Х2) = -  / ( ж 2 , Щ в + /  х^ е 1 = 1,2.  (2.5)

Системы (2.1) и (2.4) введены на отрезке времени [0, т]. Пользуясь авто
номностью этих систем, продолжим их на всю временную ось. Эти системы 
имеют первый интеграл

который на фазовой плоскости определяет семейство интегральных кривых. 
Замкнутым кривым отвечают периодические решения. Пусть функция /  чет
на по первому аргументу и триж ды непрерывно дифференцируема в области 
(—а\^а \)  х (—а2Щ2)- Тогда она допускает представление

Д ля а > 0 существует такое С > 0, при котором интегральные кривые
(2.6), отвечающие значениям параметра 0 < С  < (7, замкнутые. Им соответ
ствуют периодические решения (тц(£,/ Д , Ж2(С /Д)Т> £ Е М, с периодом Т ( /Д ,  
удовлетворяющие начальным условиям жДО,/Д =  0, Ж2 (0 , /Д  =  ц, интеграль
ные постоянные которых С = Н ( О,/Д <  С  при ц Е ( —ц ,/Д .

д } { х , у )
дх  х  = х \

У =  -Ж2

+  д } { х , у )
дх  X = Х2 

у = X1
(2.3)

9Д ’(Ж1,Ж2) С&2 9Д ’(Ж1,Ж2) (2.4)
(И дх2 ’ ей

в которой функция Н  определяется формулой

./о Уо

Н { х \ , х 2) = С = сопз1, Е (—а ц а Д , )  =  1,2, (2 .6)

/(ж !,ж 2) =  - а ж 2 +  Щ ж 2 +  с Д  +  о ((Д  +  ж2) 2); X j € ( —aj ,aj ) ,   ̂ =  1,2, (2.7)

которому отвечает представление функции

51



2005 Известия УрГУ № 38

Теорема 2.1. Пусть четная по первому аргумент у и нечетная по вто
рому аргумент у функция /  трижды непрерывно дифференцируема в обла
сти (—а ^ а Д  х (—а2; 02), удовлетворяет условию  (2.3) и ее производная 
5 /(0 , 0)/ д х 2 отрицательна. Тогда каждому корню  ц* Е (0,Д) уравнения

Т М = 4 т ,  ц е  (О,® (2.8)

отвечает единственное антисимметрическое решение х* дифференциаль
ного уравнения с запаздыванием ; определяемое формулой ж*(£) =  тД С ц*), 
£ Е М..

Доказательство. Покажем, что решение (тдД, ц*), тД С/^*))Т , £ Е М, систе
мы (2.1) удовлетворяет краевым условиям (2.2). Из определения функции Н  
следует, что она является четной по первому и второму аргументам. Следо
вательно, интегральная кривая с параметром С = Н (0,ц*) на фазовой плос
кости симметрична относительно координатных осей х \  и Х2 - У  этой кривой 
есть еще ось симметрии х \  =  Х2 - Действительно, решая систему уравнений

д Н ( х  ь ж2) , ,  . д Н (  х г , х 2) , ,  .
 0 ^ - ------  =  / ( ж  1 , - Х 2 ) ,     =  - /(Ж 2 ,Ж 1 ),

получим
рх2 РХ1

Н ( х 1 , х 2) =  /  f ( x ı , - s ) d s -  / f (0, s )ds ,  х <Е ( - а ^ а Д  j  =  1,2-
30 30

Сравнивая этот результат с представлением (2.5), находим Н ( х \ , Х 2) =  
=  Н ( х2, ^ 1), х  Е (—а ^ а Д , /  =  1,2, что доказывает наличие указанной сим
метрии. Времена движения по участкам интегральной кривой, расположен
ной в разных квадрантах, равны Т (ц*)/4  =  т. При 0 < ц < ц  интегральные 
кривые системы (2.1) замкнуты. При малых положительных значениях пара
метра ц  движение по интегральной кривой происходит по часовой стрелке. В 
силу непрерывности направление движения по интегральной кривой сохраня
ется при всех 0 < ц < ц.  Следовательно, выполняются условия х \ (т, ц*) =  ц*, 
Х2 Д , ц*) =  0, т. е. краевые условия (2.2). На отрезке времени [0,2т] система 
(2.1) инвариантна относительно замены: £ —>► 2т — £, х \  —>► яд, Х2 —̂ — #2- 
Следовательно, для рассматриваемого движения имеют место тождества

х\(2т -  £ ,ц*) =  т Д С ц * ) ,  т 2(2т  -  £ ,ц*) =  - т 2(£ ,ц*), £ Е [ 0 ,  2т]. (2.9)

На отрезке времени [0, т] система (2.1) инвариантна относительно замены 
£ —)► т — £, ад —)► Ж2 , Ж2 —̂  Ж1 . Следовательно, для рассматриваемого движения 
имеют место тождества

т Д т  -  £ , ц * )  =  т 2 ( £ , ц * ) ,  т 2 ( т  -  £ , ц *)  =  Т 1 ( £ , ц * ) ,  £ е [ 0 , т ]. ( 2 . 1 0 )
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Используя тождества (2.9) и (2.10), находим

ж*(£) =  x 2(t -  r,/i* ) =  x i ( 2 r  -  i,/i*) =  x \ (i,/i*) при t  E [т, 2t ].

Система (2.1) инвариантна относительно замены t т + t, х \  —х\ ,  
х 2 —х 2. Следовательно, имеют место тождества: x i{2r  + t, р*) =  —х \ (£,ц*), 
х 2(2т +  £,ц *)  =  —ж2(£,ц*) при t  Е [0,2т]. Доказательство теоремы завершено.

Замечание 2.1. 77з результ ат ов теоремы 2.1 следует, что x*(t — г)  =  
=  —ж2(£,ц*) при t Е М.

У читывая представление (2.7) функции / ,  систему (2.1) преобразуем к виду

=  а т 2 -  5ж2ж2 -  с^2 +  о ((ж? +  ^2) 2),

=  — атц +  6Т 1Т2 +  сж^ +  о ((ж2 +  ж |) 2). (2.11 )

При нахождении для малых значений р  периодических решений ( х \ (СдО, 
ж2(£,ц))т , £ Е М, системы (2.11) и их периодов Т(р)  можно воспользоваться 
методом Ляпунова. Относительно аргумента р  компоненты периодического 
решения являю тся нечетными функциями, а период -  четной функцией. Де
лая в системе (2.11) замену: t  =  T(p)s/ (2t t ) ,  y j ( s ) =  X j ( T ( p ) s / ( 2т)), j  =  1,2, 
получим

r 2̂  = аУ2 -  Ъу\у2 -  су\ +  o((yl  +  y l ) I ) ,

¥ ^ ) ~ d s  = ~ ayi +  +  Су* +  +  2̂ ' 12^

Искомому периодическому решению (х \ (£, ц), ж2(£, ц ))т , t Е М, системы
(2.11) отвечает 27г-периодическое решение

(2/1(5, Д , y2(s ,/ i) )T =  ( x i (T(y) s / (2 i r ) , y ) ,  X2(T(y) s / (2i r ) , y ) )T , sG K ,

системы (2.12).

Теорема 2.2. Пусть выполняются условия теоремы 2.1. Тогда при малы х  
значениях р период Т  и компоненты периодического решения системы  (2.12) 
определяются асимпт отическими формулами

т,  ̂ тг(5 +  Зс) 9 . 9ч
=  ~а ------ 2 ~а?— ^ +

y i ( s ,p )  =  / is in s  +  о(ц2),

y2(s, р) = р  COS 5 +  o(/i2), 5 Е М.
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Доказательство. Согласно методу Ляпунова [5, с. 443] период и компонен
ты периодического решения системы (2.12) ищем в виде асимптотических 
разложений:

9тг

yi(s,/J,) = / is in s  + у \ц ъ +  о (Д ),

У2Ц  Л  =  y c o s s  +  yf Д  +  o (y3), s e t

Здесь 27г-периодические функции y\  являю тся компонентами решения си
стемы дифференциальных уравнений

d y ? о Ъ . 9 с я
— —  =  +  ^ 2  COS 5  s m  5 COS 5  COS 5 ,
as a a

dyf 3 7 . 6  . 2 . c ■ 3—— =  —y 1 — ri2 sm s H—  sm s cos s H—  sm 5.
as a a

Из условий существования периодических решений [5, с. 109] этой системы
находим /г2 =  (b +  Зс)/4а.

3. Бифуркационная постановка
в задаче устойчивости периодического реш ения

Предполагая выполненными условия теоремы 2.1, рассмотрим вопрос об 
устойчивости периодического решения х* дифференциального уравнения с 
запаздыванием (1.1). Запишем для этого решения уравнение возмущенного 
движения

=  f ( x *(t) + y ( t ) , x *(t ~  т) +У(* ~  т )) “  f ( x * ( t ) , x* ( t  -  т ) ) .  (3.1)

Уравнение линейного приближения для уравнения (3.1) имеет вид

dy(t) =  df(x*(t),x*(t -  т)) df(x*(t),x*(t ~ г)) _
dt dxi У{ } дх2 { }'

Это уравнение можно переписать в эквивалентной форме

dy(t) d f ( x 1( t , y * ) , - x 2(t,n*)) d f ( x i ( t , n * ) , - x 2( t,y*)) /  1 \
~ л  =  m  +  а й  Ч ‘  - 1 ™ ) -

Рассмотрим однопараметрическое семейство линейных дифференциальных 
уравнений с запаздыванием

dy(t) _  d f ( x i ( t , n ) , - x 2(t,fi)) t d f ( x i ( t , n ) , - x 2(t,fi)) /0 оЧ
dt ~  дХ1 У( )+  д х 2 VV  О Л
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где у  Е (—/7,/7). Уравнение (3.2) совпадает с уравнением (3.3) при у  =  ц*. За
дачу исследования устойчивости уравнения (3.2) заменим более общей зада
чей изучения устойчивости однопараметрического семейства уравнений (3.3). 
При решении последней задачи будут использованы бифуркационные методы 
исследования устойчивости.

Из результатов, полученных в ходе доказательства теоремы 2.1, следует, 
что Xj(t +  T (/i) /2 ,/i)  =  —X j(t,/i), t  E M, ц E (-Д , /7), j  =  1,2. Тогда функции

= 9№ l ( t £ R_  ̂g . = l j 2 _ (34)

периодически зависят от t с периодом Т (ц )/2 . Также из теоремы 2.1 следует, 
что

Xi ( - t , n )  =  -xi (T( f j , ) / 2 -  t , n)  =  -Xi ( t , t i )

И

x 2( - i ,  л  =  - x 2( T(n) / 2 - t , n )  =  x 2{t ,n),

t G [0, T(/i,)/2], 11, € (—/2, Д). Тогда ai является нечетной, a 0,-2 четной функ-
цией аргумента t.

Функции X j(t,/i), t  Е М, ц Е (—/7,/7), j  =  1,2, являю тся нечетными ф унк
циями аргумента ц. Поэтому функции a j, j  =  1,2, являю тся четными ф унк
циями аргумента ц.

Используя обозначения (3.4), перепишем уравнение (3.3):

+  «2^  Л у (* -  ф ( Л ) ,  М € (“ Л  Л - (3-5)

Изучим устойчивость этого уравнения при малых значениях ц. Проведя 
в (3.5) замену: £ =  T(/i)«s/(27r), у (T(/j,)s / (2п))  =  z(s), получим

27Г oh(s) ^  ^  /  7Г\
T jp )~ d s ~  =  + а 2( з , / ф ( $  -  (3.6)

Здесь aj(«s,/i) =  aj(T(/i)«s/(27r),ц), «s Е М, у  Е (—/7,/7), j  =  1,2. Функции а^, 
j  =  1,2, являю тся 27г-периодическими функциями аргумента «s и четными 
функциями аргумента ц. У читывая представление (2.7) функции /  и теоре
му 2.2, для функций a j, j  =  1,2, находим асимптотические формулы

a i ( s ,ц) =  — 2 5 s in sc o ss у 2 +  о(ц2), 

a2(s, ц) =  —a +  (6sin2 s +  3ccos2 s) y 2 +  o(/i2).

55



2005 Известия УрГУ № 38

Учитывая эти асимптотические представления и асимптотические представ
ления периода Т  из теоремы 2.2, преобразуем уравнение (3.6) к квазигармо- 
нической форме

При /1 =  0 уравнение (3.7) имеет двухкратный характеристический показа
тель А =  г. Используя метод Д-разбиения [6, с. 124], можно показать, что 
остальные характеристические показатели этого уравнения имеют отрица
тельные действительные части. Будем изучать ситуацию, когда двухкрат
ный характеристический показатель при возрастании ц распадается на два 
характеристических показателя. В дальнейшем будет показано, что один из 
них будет равен г. Д ля нахождения зависимости второго характеристиче
ского показателя от ц при малых значениях этого аргумента воспользуемся 
методикой работы [7].

Теорема 3.1. Пусть выполняются условия теоремы 2.1 и сРТ(0)/о!ц2 ф 0. 
Тогда уравнение (3.5) устойчиво для малы х полож ит ельных значений пара
метра р при (Р Т(0)/о!ц2 > 0 и неустойчиво при д2Т {0)/о!ц2 < 0.

Доказательство. Искомому характеристическому показателю А(ц) (А(0) =  
=  г) отвечает решение Флоке Д з ,ц )  =  /Д, где и -  7г-периодическая
функция аргумента 5, удовлетворяющая уравнению

Следуя работе [7], характеристический показатель и периодическое решение 
уравнения (3.8) будем искать в форме асимптотических разложений

Подставляя эти разложения в (3.8), находим дифференциальные уравнения 
с запаздыванием

дв V а ) \  \ а  а

(3.7)

дв V а / V V а а

(3.8)

А(Д =  г + Л2Д  +  о (Д ),

Щ , Д  =  и0(в) +  Щ Щ 2 +  о (Д ). (3.9)

(3.10)
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du2(s) 
ds

(3.11)

7г-периодическими решениями которых являю тся коэффициенты разложения 
(3.9). Искомое 7г-периодическое решение уравнения (3.10) имеет вид щ  =

Условия существования периодических решений [8] этого дифференциально
го уравнения с запаздыванием имеют вид

лученная система линейных алгебраических уравнений имеет нетривиальное 
решение, определяется формулой

Устойчивость и неустойчивость уравнений (3.5) и (3.6) при малых значениях 
ц определяется знаком действительной части характеристического показате
ля (3.12). Теорема доказана.

Продолжим изучение устойчивости уравнения (3.5). В дальнейшем бу
дем рассматривать неотрицательные значения параметра ц Е [0,Д). Устой
чивость уравнения (3.5) будем описывать в функциональном пространстве 
состояний [9, с. 151]. Она зависит от расположения спектра оператора мо- 
нодромии [10], действующего в пространстве С[—Т ( ц ) /2,0] и определяемого

=  со +  с_1в 2г8, где постоянные со и с - \  одновременно в нуль не обращаются. 
С учетом полученного решения переписываем уравнение (3.11)

Поскольку 6 +  Зс =  (a2/7r)(rf2T(0)/rf/i2) ^  0, то ненулевое А2 , при котором по-

а d2T{ 0)

(3.12)
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формулой ( Я Д ( Д  =  у (Т (Д /2  +  Д  Д ,  $ е  [ - Т ( Д /2 ,0], где у ( Т ( Д /2 +  Д  -
отрезок решения дифференциального уравнения (3.5) с начальной функцией 
ср Е С [—Т ( ц ) / 2 ,  0]. Задачу нахождения ненулевых собственных чисел р Е С 
оператора монодромии можно заменить задачей нахождения ненулевых соб
ственных чисел £ Е С (р =  —г ~ 2) краевой задачи для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений [11]

/яГ = а г (~ ф ~  + '&̂ Уг ~

Щ Д Д ( Д
V 4 + ?,м)у2,

ш ( -  ^ р )  =  - ^ ( 0 ) ,  у2 ( -  ^ р )  =«У1(0).

Справедливы равенства

Xj(T(|л)/2 + ■д,|J,) = - ж Д Д Д , ;  =  1,2, 

Ж 1(Т(Д/4 +  ф Д  =  ж2( - Д Д  =  ж2( Д Д ,  
ж2( Т (Д /  4 + Д Д  =  ж Д - Д Д  =  - ж Д Д Д ,

где $ Е [—Т (ц )/4 , 0], р  Е [0,Д). Учитывая (3.4), находим

(3.13)

(3.14)

щ д З Д -ж Д Д  Д ,ж 2(Д Д )
“ Ч - Г  +  М =

Л 1  ( 1 М  +  „ )  =  „  €

V 4 / отд

Из условия (2.3) следует, что

Ч Д ,0 У € [ 0 ,д .

а 1 (Т (Д /2  +  Д  Д  +  а Д Ц Д Д  +  Д  Д  =  0,

где 1? £ [—Т ( Д /2 ,0 ] , /л € [0, Д .  Введя обозначение у = ( у у2)т , систему (3.13) 
и краевые условия запишем в векторной форме:

Ч ^ Я Д Д Д  +  * Я 2(Д Д )у , 

у ( _  =  г '7у^ ’ * £ С '

(3.15)

(3.16)

Здесь 

7  =
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и  /о Ч _  (  - а 2(Т(/х)/4 +  # ,Д  О \  . .
о - а 2( Г Ы /2  +  « ,„ )  ) •  (317>

$ Е [—Т (д )/2 , 0], д Е [0, Д). Значения матричных функций Н \ и Н.2 являю тся 
симметричными матрицами. Будем предполагать, что функция /  удовлетво
ряет условию

<Э/(ж1,ж2) ^  п  ^  ,  ч . _  1  0  1 С ч< 0, Е ( CLj^CLj)̂  J — 1,2. (3.18)

При выполнении этого условия, учитывая (3.4), находим а2(Дд) < 0 при 
£ Е М, ц Е [0, Д). Следовательно, значения матричной функции Н 2 являю тся 
определенно положительными матрицами.

Введем нормированную фундаментальную матрицу

У (# ,/ / ,2) =  \\уц{-8 ,ц ,г)\\\,

где У( —Т (ц )/4 , ц, 2:) =  / 2, $ Е [—Т (ц )/4 , 0], 2: Е С, ц Е [0, Д), системы обыкно
венных дифференциальных уравнений (3.15). Так как матрица коэффициен
тов системы (3.15) имеет нулевой след, то <4е1 У (#, ц, 2:) =  1, т? Е [—Т (ц )/4 , 0],
2: Е С, д Е [0, Д). Собственные числа £ Е С краевой задачи (3.15)—(3.16)
являю тся корнями характеристического уравнения

<4е1 (/2 — ^ У  (0, ц, 2;)) =  0, 2; Е С, ц Е [0, Д).

Преобразуем это уравнение к виду

г 2 — 2 +  1 =  0, 2 :Е С , ц Е  [0,Д), (3.19)

где

=  ^(У12(0,Ал,г) -  3/21(0,/^ * )) , 2; Е С, ц Е [0 ,Д ) . (3.20)

Нашей дальнейшей задачей является изучение движений по комплексной 
плоскости корней характеристического уравнения (3.19) при изменении па
раметра д.

4. И сследование бифуркаций
корней характеристического уравнения

Справедливо тождество

^  =  / ( ж Д ,  Д , ж ф  -  “ 4^ ^ ) ) ’  ̂ е  м, // е  [0, Д .
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Д ифференцируя его по t, получим

_  «ЭДжД, Д  ж Д  -  Т (ц )/4 ,ц ))  с Ь Д , Д  
дТ2 дх \  сИ

+ д / ( х 1 & ц ) , Х 1 ^  -  Г (ц ) /4 ,ц ))  (1хг^ -  Г (ц ) /4 ,ц )  =  
дх2 сИ

=  д /(ж 1(£,ц), - х 2( ^ р ) )  б х ^ . р )  <9/ (ж 1(£,ц), - х 2( ^ р ) )  бЬД* -  Г (ц ) /4 ,ц )
сИ дх2 сИ ’

где £ Е К, р  Е [0, Д). Следовательно, функция у(£,ц) =  оЬДД ц)/о!£, где £ Е М, 
р  Е [0, Д), является решением уравнения (3.3). Из тождества

Ж1(Т (ц)/2 +  ф ц )  =  - Ж1(ф ц ) , 1?Е  [ - Г Ы Д 0 ] ,  ^ е [ 0 , Д ) ,

следует тождество

у (Т (р ) /2  + д ,р )  = - у ( д , р ) ,  0 Е  [ - а д / 2 , 0 ] ,  р  Е [0,Д).

Тогда оператор монодромии и  имеет собственное число р =  —1, а крае
вая задача (3.15)—(3.16) -  собственные числа £ =  ± 1. Отсюда следует, что 
И(=Ь1,ц) =  ±1, р  Е [0, Д). Используя симметрии системы дифференциаль
ных уравнений (3.15), можно показать, что У ( —г , р)  =  — У(г , р ) ,  £ Е С, 
р  Е [0, Д). Тогда корни характеристического уравнения (3.19) расположены 
на комплексной плоскости симметрично относительно мнимой оси. Следо
вательно, при изучении движений корней характеристического уравнения по 
комплексной плоскости при изменении параметра р  можно ограничиться рас
смотрением правой полуплоскости.

Собственное число р =  — 1 оператора монодромии является мультипли
катором уравнения (3.6), которому отвечает характеристический показатель 
А =  г этого уравнения.

Л емма 4.1. Пусть выполняются условия теоремы 2.1. Тогда для малых  
положительных значений р характеристическое уравнение  (3.19) не имеет 
корней (имеет два корня ) в области {г  : \г\ < 1,г  Е С}; если оРТ(О)/ б р 2 >  0 
(соответственно сРТ(0)/др2 < 0).

Доказательство. Все характеристические показатели уравнения (3.6), от
личные от г и (3.12), имеют отрицательные действительные части при малых 
значениях р. Характеристическому показателю А =  г отвечают корни £ =  ±1 
характеристического уравнения (3.19). Характеристическим показателям с 
отрицательной действительной частью отвечают корни характеристическо
го уравнения по модулю больше единицы. Характеристическому показате
лю (3.12) уравнения (3.6) отвечает собственное число оператора монодромии
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р(р) =  =  —1 +  (а7ф 2/(4 +  7r2))d 2T (0 ) /d p 2 +  о(ц2). Этому собственному
числу оператора монодромии отвечают два корня уравнения (3.19)

1̂,2 М  =  ± ( - р ( ц ) Л  =  ± ( l  +  (атгц2 /  (8 +  27r2))d2T(0)/d/i2 +  о(ц2)).

Откуда следует справедливость утверждения леммы.

Л емма 4.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.1 и условие (3.18). Тогда 
на комплексной плоскости переход через единичную окруж ность \z\ =  1 
корней характеристического уравнения  (3.19) возмож ен только в точках  
z = zL1 при значениях параметра /д удовлетворяющих уравнению

=  0, ц е [ 0 ,Д ) .  (4.1)

Доказательство. Краевая задача для системы обыкновенных дифференци
альных уравнений

у ( ~ ~ 4~^) =  zJ y ( ° 1̂1 =  z 6 С’ ^  G
является самосопряженной [12, с. 175]. Следовательно, собственные числа А 
этой задачи вещественны. Тогда в момент перехода через единичную окруж 
ность в правой полуплоскости собственное число краевой задачи (3.15)—(3.16) 
становится вещественным и равным 1. Это означает, что в момент перехода 
через единичную окружность корень z = 1 характеристического уравнения 
(3.19) становится кратным, а условие (4.1) является необходимым и доста
точным условием его кратности. Лемма доказана.

Уравнение (4.1) определяет бифуркационные значения параметра ц, при 
которых корни характеристического уравнения пересекают единичную окруж 
ность. Д ля анализа этих бифуркаций требуется знать поведение функции V  
в малой окрестности значения z = 1. Фундаментальную матрицу Y  системы 
(3.15) задаем асимптотическим разложением

У(ф /1 , z) =  У°(ф ц) +  У 1 (i?, n)z  +  У2(ф Ii)z2 +  o(z2),

П м )-,0 , z =  z — 1, z , z  <E C, fj, E [0, Д), (4.2)

в котором матричные коэффициенты являю тся решениями матричных диф 
ференциальных уравнений с заданными начальными значениями:

J ^  =  (Я 1(ф ц )  +  Я 2(ф ц ))У ° , у о ф ^ М , ц ) = / 2, (4.3)
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^ -  = (Н 1(# ,1 г )+ Н 2(# ,1г))¥1 + Н 2(О,1г)¥0, = 0 ,  (4.4)

^  = (Н 1( 0 ,» ) + Н 2(0,1л) ) ¥ 2 + Н 2(#,1л) ¥ 1, У2( - ^ , ц )  = 0 .  (4.5)

Асимптотическому разложению (4.2) отвечает асимптотическое разложение 
функции

р )  =  1 +  ТД ( р ) %  +  ТД ( ц ) 5 2  +  о ( 5 2), Е С, р  Е [0, ц ) ,  (4-6)

в котором функции ТА и ТА определяются формулами

Ч ( Л  =  ^ ( у Д М )  У21 (°!у))> 7 =  Г 2, М е  [0,Д). (4.7)

Здесь использованы обозначения: Д Д Д  =  Ну^ Д Ф //)11̂ , у =  0 ,1 ,2 ,
< ? е [ - т М /4 ,о ] ,м е [ о ,Д ) .

Л емма 4.3. Пусть выполнены условия леммы  4.2. Тогда имеет место фор
м ула

¥ « т и )  =  (  1 - Л 0-"»/4) ^  ! +  (/("• т ) Щ р  \  (48)
( - 1  +  ( / ( М . 0 ) / 4 ) ! 2 М  ( / 2 (й , 0 ) / ( 4 / ( 0  , - м ) ) ) т Д ’

где р  Е [0, Д).

Доказательство. Запишем систему в вариациях для периодического реше
ния (тц(£, ц), Ж2(£ ,ц))т , £ Е М, р  Е [0, Д), системы дифференциальных урав
нений (2.1)

дух д / ( х х (£,ц), - х 2(ф,р)) д / ( х х (£,ц), - х 2(ф,р))
д£ ^  5^2

Ф/2 5 / ( ж 2(£,ц),Ж1(£,ц)) <9/(ж2(£,ц),Ж1(£,ц)) пх
лГ =  а й  91 + --------------------------------------------<4 9)

Система (4.9) имеет два линейно независимых решения

(дж]_(£, ц)/<9£, 9ж1(£, ц)/<9£)т  и (д тД Д  р ) / др ,  д х \ (£, ц ) /с ф )т ,

£ Е М, р  Е [0, Д). С помощью этих решений строим нормированную ф унда
ментальную матрицу У (У (0,ц) =  1 2 , р  Е [0, Д)) системы (4.9)

™ г ^ / ( о . - л ) ( ^ - / ( / < . о ) » е м )  ^  

' ’Щ а / л о . Щ ^ - д , . , » ) ^ )  ^ 1 ’ (410)
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где £ Е К, ц  Е [О, Д). Проведя в системе (4.9) замену переменных

I = Ц Д / 4 +  0, Д ( Д  =  У1 (Т (Д /4  +  0), у2(Д  =  у2( Т ( Д /4 +  0), 

получим систему дифференциальных уравнений

/ | г  =  «1( Д р  +  Д д ) у 1 ~  а2( ~ ^ ~  +  Д д ) у 2,

Лу2
М ~  ° 2 (  2~̂  01 (  2~̂  ^ Д 2' (4-11)

Сравнивая систему (4.11) с (3.13) при £ =  1, находим, что их решения свя
заны преобразованием у =  Ту. Фундаментальная матрица системы диф ф е
ренциальных уравнений (3.13) при г = I совпадает с матрицей У 0. Тогда 
справедлива формула

ч лу°(дд = ^ (

Отсюда находим

у°(о,д =

-,о , ц £ [О, Д .

(  У22( Т ( ц ) / 4 , ц )  - У 21( Т ( ц ) / А , ц )
1 - у 12( Т ( Д /4 ,Д  уи ( Т ( Д /4 ,Д

где У Д  Д  =  | \Укт{ 1̂ Д111: t £ Ш, [1 £ [О, Д .  У читывая формулы

т «=т(л)/4 =  / Д Д ) ,
д х 2{Ь,ц)

*=Т(л)/4
=  /(о , Д ,

З а д Д  Д
<9ц

пЛ т (Д  Зж2д д  
г=т(ц )/4 Ц Д Л  ф  » д(Л =  - 1- т  л * М

г=т(р)/4 4 Л  Д  ’
имеем

/Т ( Д  \  / 2Д ,0 )  Щ Д  /Т ( Д  л 1 Т (Д
=  4 / ( 0 , - Д  Д  ’ =  1 -  4 / ( л 0) Д Ц ’

д )  =  -1 -  Д 2 Д Д ,  д )  =  м е  [0, Д ,

и завершаем доказательство леммы.

Значения параметра у  Е [0, Д), удовлетворяющие уравнению (4.1), будем 
называть бифуркационными.

Л емма 4.4. Пусть выполнены условия леммы  4.2. Тогда бифуркационные 
значения параметра у  Е [0, Д) и только они удовлетворяют уравнению

дТ(/1)
дц

=  0, у £ [0, Д . (4.12)
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Находим решение матричного уравнения (4.4)

У Ч < М  =  Г  ¥ 0( # ^ ) ( У 0(в ,1л ) ) - ^ тН 2 ( з ^ ) ¥ 0(8 , 1л)<1з,
J-T(^ı)/4

где д Е [—Т (ц )/4 , 0], р  Е [0, Д). Используя свойство фундаментальной матри
цы канонической системы [12, с. 103]

У 0ТЦ  (л)ЛГ°(з, Л  =  7, 5 € [ -  ^ р , о ] ,  м € [0 ,Д ,

имеем

У 1^ , / / )  =  У ° Д ,Д 7 Т /  У о т (5, Д Я 2(5,Д У ° (5, / /Д 5, (4.13)
4 - Т ( д ) / 4

где д Е [—Т (ц )/4 , 0], р  Е [0,Д). Из (4.13) находим У 1(0,ц) =  У °(0 , ц) 7 т 1)(ц), 
р  Е [0,Д), где значения матричной функции 14 являю тся симметрическими 
определенно положительными матрицами. У читывая (4.6)-(4.8) и представ
ление В  (р) =  НФсгаН̂ , р  £ [0,Д), находим

+  2<^12Д)/Д, 0 )/(0 , Л  +  < Ы Д /2(0, Л ) , м € [ОД). (4.14)

Выражение в скобках принимает положительные значения, что завершает 
доказательство леммы.

Бифуркационное значение параметра цо £ [0, Д) назовем некритическим, 
если дРТ(р^) /  др2 7̂  0.

Л е м м а  4 .5 . Пусть выполнены условия леммы  4.2. Тогда при возрастании 
параметра р в малой окрестности некритического полож ительного бифур
кационного значения ро корень характеристического уравнения  (3.19) пере
ходит на комплексной плоскости из внешности  (внут ренност и) единично
го круга во внутренность  (внеш ност ь) единичного круга через точку г  =  1; 
ео/ш с12Т(рф )/др2 < 0 (соответственно если с12Т(рф )/др2 > 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о . В малой окрестности точки г = 1 положим £ =  1 +  г  и 
преобразуем характеристическое уравнение (3.19)

В ( г ,р )  =  (1 - 2 4 Д ц )  - 2 У 2(ц))2г-2У 1(ц ) +  о(2г) =  0. (4.15)
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Достаточным условием разрешимости уравнения (4.15) в окрестности точки 
(Д ц) =  (0, ^о), где цо -  некритическое бифуркационное значение парамет
ра, является требование 8 0 (0 , ц о )/д г  =  1 — 24^(^о) ф 0. Покажем, что оно 
выполняется. Находим решение матричного уравнения (4.5)

Д  <?,//) =  У ° Д ,  Д 7 Т Г  У о т (5, Д # 2(5, Д У Д ,  Д с Д
 ̂—Т(и)/4:

У
/ - Т ( Д / 4

где

ц Е [0,Д). Отсюда, учитывая формулу (4.13), находим

у 2(о,л = у°(о,ДЛВД, и е [0,Д,

/ и ги
С Д Д Л  / С(51, Д б ^ Д в ,

-Т(л)/4 ^-Т(л)/4

С Д Д  =  У 0Т( 5 , Д Я 2( 5 , Д У 0( 5 , Д ,  в € [ - Т ( Д /4,0] ,  М € [ 0 Д ) .

Значения матричной функции (7 -  симметрические определенно положитель
ные матрицы. У читывая (4.7) и вводя представление К (^ )  =  ||А;^(ц)||^, 
ц Е [0, Д), имеем

2У2( Д  =  У п ( 0 , Д /г п ( Д  +  Д 2(0, Д Д 1 Д )  +

+  У21О, Д / г Д Д  +  2/22(0,Д/С22(Д , М € [ОД).

Отсюда, учитывая представления матриц У °(0 ,ц ), К (^ )  и матрицы С(в, ц) =  
=  ||са;Ш(5 ,^)||? , 5 Е [ -Т (ц ) /4 ,0 ] , ц Е [0,Д), находим

г0/ и
С22(^,А*о) /  С ц ( в 1 , ^ о ) ^ 1 Й 5  +

-Т(М )/4 J-T(^ıo) /4:
/ 0 гв г 0

С12(й,А*о) /  с Д з ъ М о Д й Д з  -  /  С ц ( в , ^ о )  X
-Т(ло)/4 J-T(^ıo) /4:  J-T(^ıo) /4:

X [  С 2 2 (5 1 ,М о Д зД з  =  [  - г ( (  [  С12 ( в 1 ,М о ) ^ 1 )  “
^ - Т ( л о ) /4  ^ - Т ( л о ) /4  Ч У ^ - Т ( л о ) /4  У

-  С ц ( в 1 , / / 0)сг31 /  С22(в1,А*о)^1 Д 5  =
J - T ( ^ 0̂) / 4 J - T ( ^  ̂о)/4 '

=  (  [  6 1 2 ( 5 1 , ^ 0 ) ^ 1 )  -  [  6 1 1 ( 5 1 , ^ 0 ) ^ 1  [  6 2 2 ( 5 1 , ^ 0 ) ^ 5 1 .
X■ J - T ( | л 0) / 4  '  J - T ( ^ ı 0) / 4  ^ - Т ( л  о)/4
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Из определенной положительности матрицы С (̂5ъ следует,
что сШ(0, ц о )/д г  =  1 — 2Т^(цо) > 0.

Решение уравнения (4.15) определяется асимптотической формулой

2Д сПДмо) ,
* = 1 - т ы  ф  + о ( ' , ) '

При возрастании ц  корень характеристического уравнения переходит на 
комплексной плоскости из внешности единичного круга во внутренность еди
ничного круга (из внутренности единичного круга во внешность единично
го круга) через точку г = 1, если д\ 1 (/но)/б/а < 0 (соответственно если 
<№1(11 о)/(1/1 < 0). У читывая формулу (4.14), находим

^ 1 ( ^ 0 )  _  1 -(с/ц(/ио)/2(0, /^о) +  2сг12(м о)/(/А ),0)/(0 ,//о ) +йц  8/ ( 0, цо)

+  с Щ Щ Д О , Щ )2/п ч Д2Т ( м )
бц2

Из (3.18) следует, что /(0 ,ц о ) < 0. Выражение в скобках положительно и 
знак производной сД /Д /щ )/^  совпадает со знаком производной б2Т (цф )/бц2.

Т е о р е м а  4 .1 . Пусть выполнены условия леммы  4.2 гд все бифуркационные 
значения параметра некритические. Тогда для значения параметра ц  Е (0, Д); 
отличного от бифуркационного, в области {г : \г\ < 1, г  е  С} нет корней 
(■имеется два корня) характеристического уравнения  (3.19), если б Т (ц ) /б ц  > 
> 0 (соответственно если б Т (ц ) /б ц  < 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим для определенности случай б2Т (0 ) /б ц 2 > 0. 
Обозначим через наименьшее положительное бифуркационное значение 
параметра. Если положительных бифуркационных значений нет, то ц \  =  ц. 
Тогда, используя результаты теоремы 2.2, получим

б Т (ц ) /б ц  =  (б2Т (0 ) /б ц 2)ц  +  о(ц) > 0

для ц  Е (0,Цо)- При этих значениях параметра, согласно лемме 4.4, не про
исходит изменения количества корней характеристического уравнения (3.19) 
внутри единичного круга. Из леммы 4.1 следует, что при малых значениях 
ц  внутри единичного круга отсутствуют корни характеристического уравне
ния. Тогда их нет внутри единичного круга для любого 0 < ц < Следо
вательно, теорема доказана, если 0 < ц < Если процесс продолжается, 
то имеем б2Т ( ц \ ) / бц2 < 0 и на следующем интервале (//д,Цд) производная 
б Т (ц ) /б ц  < 0. Здесь Цд -  наименьшее превосходящее бифуркационное зна
чение или ц. Согласно лемме 4.5 при переходе ц  через ц \  внутрь единичного
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круга заходят два корня характеристического уравнения и их количество там 
не меняется при р \ < р < р д. Если р  Е (/ig,/ig), то теорема доказана. Если 
процесс продолжается, то имеем d2T (p fy  /  dp2 > 0 и на следующем интервале 
(/io,/i(j) производная d T (p )/d p  > 0. Здесь -  наименьшее превосходящее /ig 
бифуркационное значение или р. Согласно лемме 4.5 при переходе р  через /ig 
два корня характеристического уравнения из внутренней области единичного 
круга переходят во внешнюю область. Тогда при /ig < р  < Цд во внутренней 
области единичного круга отсутствуют корни характеристического уравне
ния. Если р  Е (/ig,/ig), то теорема доказана. В противном случае необходимо 
повторить рассуждения. Случай о!2Т (0 )/ dp2 < 0 анализируется аналогично.

5. У сто й ч и в о с ть  п е р и о д и ч е с к и х  р е ш е н и й

Полученные в разд. 4 результаты используем для нахождения условий 
устойчивости построенного в разд. 2 антисимметрического периодического 
решения ж* дифференциального уравнения с запаздыванием (1.1).

Т е о р е м а  5.1. Пусть четная по первому и нечетная по второму аргумен
т у функция  /  трижды непрерывно дифференцируема в области (—a i ,a i )  х 
х (—a2, a 2); ее производная d f ( x  1 ^X2)/ д х 2 отрицательна в указанной обла
сти, выполняется условие (2.3); все бифуркационные значения параметра 
являю т ся некритическими и корни д* уравнения (2.8) не являю т ся бифур
кационными значениями параметра. Тогда периодическое решение дифферен
циального уравнения с запаздыванием  (1.1), отвечающее корню  д*; устой
чиво, если d T (p* )/dp  > 0, и неустойчиво, если dT (p* )/dp  < 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если d T (p* )/dp  < 0, то, согласно теореме 4.1, при д =  д* 
два корня характеристического уравнения (3.19) по модулю меньше едини
цы. Следовательно, оператор монодромии дифференциального уравнения с 
запаздыванием (3.2) имеет собственное число р по модулю больше едини
цы. По теореме о неустойчивости [7] нулевого решения дифференциального 
уравнения с запаздыванием (3.1) периодическое решение ж* неустойчиво. Ес
ли dT (p* )/dp  > 0, то, согласно теореме 4.1, при д =  д* характеристическое 
уравнение (3.19) имеет два корня z = ±  1, остальные корни этого уравнения 
имеют модули больше единицы. Следовательно, оператор монодромии диф 
ференциального уравнения с запаздыванием (3.2) имеет собственное число 
р =  — 1, остальные собственные числа этого оператора имеют модули меньше 
единицы. Покажем, что собственное число р =  — 1 простое. Используя харак
теристическое уравнение (3.19), запишем уравнение, определяющее ненулевое 
собственное число оператора монодромии при ц =  ц*

Ъ{р) = р~2 -  щ  + 1, р ф о, р € с.
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Учитывая нечетность функции V  по первому аргументу, для функции \ J —р- 1 , 
р /  0, р G С, полагаем \ f~ p ~ 1 =  1 при р =  —1. Находим dD ( — l) /d p  =  
=  —d V ( l,p * ) /d z  Ф 0, так как ц* не является бифуркационным значением па
раметра. Выполнены условия аналога теоремы Андронова-Витта для систем 
с последействием [13, с. 233]. Поэтому периодическое решение ж* устойчиво.
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