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Лекция 1. 
Введение 
в теорию нейронных сетей.



Теория нейронных сетей представляет собой не только
математический аппарат, предназначенный для решения
задач, но и набор методов, не имеющих строгого
математического доказательства. Эти методы получены путем 
формализации наблюдений нейрофизиологов за живыми 
нервными системами. Обоснование работоспособности этих 
методов заключается в следующем принципе.

Если это работает у естественных нейронных 
сетей, то можно попытаться применить это 
для искусственных нейронных сетей.



Применяя методы нейронных сетей и другие интеллектуальные 
алгоритмы, следует исходить из следующего принципа 
естественной целесообразности.

Если нам известен хорошо работающий 
математический метод для решения этой
задачи, то следует применить именно его, если 
же мы не знаем эффективного 
математического метода для решения этой 
задачи, то можно применить эвристический 
метод, основанный на нейробиологических 
знаниях.



В качестве иллюстрации того, что как следует пользоваться 
принципом естественной целесообразности рассмотрим 
несколько примеров конкретных задач.



Задача 1. Известны длина x и ширина y прямоугольника.  
Найти площадь прямоугольника.



Еще в начальной школе нас учат нейросетевому алгоритму 
быстрого решения этой задачи, основанному на таблице 
умножения... по крайней мере, до 9 на 9.

С другой стороны, нас учат и чисто математическим 
методам, например, умножению столбиком.

Большинство людей постепенно расширяют область 
применимости таблицы умножения.

Например, следует ли умножать столбиком 3 на11?

Кроме того, многие люди постепенно расширяют спектр 
математических методов для решения этой задачи.
Например, метод, основанный на китайской теореме об 
остатках.



В задаче 1 мы сталкиваемся с двумя нейросетевыми
алгоритмами.

Первый из них – таблица умножения, второй – решатель, 
определяющий выбор метода нахождения площади в каждом 
конкретном случае.



Задача для вычислительно эксперимента 1.
Ограничиваясь таблицей умножения, умножением 
столбиком и китайской теоремой об остатках, решить задачу 
нахождения площади.



Задача 2. Известны длина x и ширина y прямоугольника. 
Верно ли, что его площадь меньше числа z?



Очевидно, что для задачи 2 можно использовать тот же метод, 
что и для задачи 1, и последующее сравнение.
Но представляется более эффективным использование 
решателя, который бы отбраковывал очевидно плохие числа z.

Вопрос 1. Какие именно критерии использовать для решателя 
в задаче 2?



Задача 3. Известны длина x и ширина y прямоугольника. 
Верно ли, что его площадь равна числу z?



В задаче 3 решатель может быть усовершенствован. 

Вопрос 2. Какие именно критерии использовать для 
усовершенствования решателя в задаче 3?



Лекция 2. 
Основы нейробиологии.



Естественный нейрон
Элементом клеточной структуры мозга является нервная 
клетка – нейрон. 

Нейрон в своем строении имеет много общих черт с другими 
клетками: 

тело нейрона окружено плазматической мембраной, 
внутри которой находится цитоплазма, 

ядро и другие составляющие клетки. 

Однако нервная клетка существенно отличается от других 
клеток по своему функциональному назначению. 



Нейрон по своему функциональному назначению можно 
рассматривать как устройство для обработки и передачи 
информации. 

Информация переносится в виде импульсов нервной 
активности, имеющих электрохимическую природу.



Нейроны крайне разнообразны по форме, которая зависит 
от их местонахождения в нервной системе и особенностей 
функционирования.

На сегодняшний день нейрофизиологами выделено около 
50 различных типов нейронов, которые функционируют 
разными способами и не являются взаимозаменяемыми.



Мы рассмотрим лишь весьма упрощенную схему 
функционирования нейронов.

Они выполняют три основные функции:

прием; 

преобразование; 

передачу. 

Таким образом, каждая нервная клетка является 
полноценным сетевым устройством. 



Рассмотрим в общих чертах устройство и принципы 
работы нервной клетки. 

В нейроне можно выделить четыре основные части:

дендриты;

сома;

аксон;

синапсы.



Сома – это тело клетки размером от 3 до 100 микрон, 
снабженное множеством коротких разветвлённых 
отростков и одним длинным отростком.

Короткие отростки – дендриты, длинный – аксон. На конце 
аксона располагается еще одно семейство коротких 
разветвлённых отростков, называемых синапсами.

Длина аксонов обычно заметно превосходит размеры 
дендритов, в отдельных случаях достигая десятков 
сантиметров и даже метров. 
Гигантский аксон кальмара имеет толщину около 
миллиметра. 

Именно наблюдение за аксоном кальмара послужило 
выяснению механизма передачи нервных импульсов между 
нейронами.



Каждая нервная клетка может находиться в двух основных 
состояниях: 

обычном; 

возбуждённом. 

В возбуждённом состоянии клетка генерирует 
электрический импульс величиной около 100 мВ и 
длительностью 1 мс, который проходит по аксону до 
синапсов. Синапс при приходе импульса выделяет 
вещество, способствующее проникновению 
положительных зарядов внутрь соседней клетки. 



Синапсы имеют разную способность концентрировать 
вещество, способствующее проникновению положительных 
зарядов внутрь соседней клетки. При этом некоторые даже 
препятствуют его выделению – они называются 
тормозящими. 

Если суммарный заряд, попавший в клетку, превосходит 
некоторый порог, клетка возбуждается и генерирует 
импульс, который распространяется по аксону
и доходит до синапсов, что способствует возбуждению 
следующих клеток. 



После возбуждения клетки наступает перерыв – период 
релаксации. Некоторое время клетка не способна 
генерировать новые импульсы. 

Благодаря этому клетки работают по тактам. Поэтому их 
можно рассматривать как  дискретно функционирующие 
автоматы. 

Сеть таких автоматов передаёт направленную волну 
импульсов.



Естественные нейронные сети

Взаимодействующие между собой посредством передачи 
через отростки возбуждений нейроны формируют 
нейронные сети. 



Скорость распространения нервного импульса составляет 
приблизительно 100 м/с, что в миллион раз меньше 
скорости распространения электрического сигнала в 
медной проволоке. 

Тем не менее, сложные задачи распознавания человек 
решает за десятые доли секунды. 

Это означает, что нейровычисления требуют порядка
100 последовательных тактов и выполняются с большой 
степенью параллелизма.



Кора головного мозга человека содержит порядка 100 000 000 000
нейронов, и каждый нейрон связан с 1000 – 10 000 других 
нейронов. Это обеспечивает высокую взаимозаменяемость 
нервных клеток и надежность нервной системы в целом. Отказ 
даже существенной доли нейронов не нарушает нормального хода 
распространения нервного импульса.  

Установлено, что в головном мозге совокупность нейронов 
в объеме масштаба 1 куб. мм формирует относительно 
независимую локальную сеть, несущую определенную 
функциональную нагрузку.



Обычно выделяют три основные типа нейронных сетей, 
отличающихся структурой и назначением. 

Иерархические сети.

Локальные сети.

Дивергентные сети с одним входом.

Иерархические нейронные сети часто встречаются в 
сенсорных и двигательных путях. Информация в таких 
сетях передается в процессе последовательного перехода от 
одного уровня иерархии к другому. 



Нейроны образуют два характерных типа соединений –
конвергентные, когда большое число нейронов одного 
уровня контактирует с меньшим числом нейронов 
следующего уровня, и дивергентные, в которых контакты 
устанавливаются со все большим числом клеток 
последующих слоев иерархии. 

Сочетание конвергентных и дивергентных соединений 
обеспечивает многократное дублирование информационных 
путей, что является решающим фактором надежности 
нейронной сети. 
При гибели части клеток, сохранившиеся нейроны 
оказываются в состоянии поддерживать функционирование 
сети. 



Локальные нейронные сети формируются нейронами с 
ограниченными сферами влияния. 
Нейроны локальных сетей производят переработку 
информации в пределах одного уровня иерархии. 
При этом функционально локальная сеть представляет 
собой относительно изолированную тормозящую 
или возбуждающую структуру. 

Дивергентные сети с одним входом являются частным 
случаем иерархических. На первом уровне иерархии 
располагается один нейрон, называемый командным.
Командный нейрон может оказывать влияние 
сразу на множество нейронов. Поэтому сети с одним 
входом выступают согласующим элементом в сложном 
сочетании нейросетевых систем всех типов. 



Обучение естественных 
нейронных сетей

Структура основных типов нейронных сетей генетически 
предопределена. 

Исследования в области сравнительной нейроанатомии 
говорят о том, что по фундаментальному плану строения мозг 
очень мало изменился в процессе эволюции. 

Генетическая предопределенность имеет место также и в 
отношении свойств отдельных нейронов. 



Изменчивость на клеточном уровне проявляется в 
пластичности синаптических контактов. 

Характер метаболической активности нейрона и свойства 
проницаемости синаптической мембраны могут меняться в 
ответ на длительную активизацию или торможение нейрона. 

Синаптический контакт «тренируется» в ответ на условия 
функционирования. 



Изменчивость на уровне сети связана со спецификой нейронов.

Нервная ткань практически лишена характерной для других 
типов тканей способности к регенерации путем деления клеток. 
Однако нейроны демонстрируют способность к формированию 
новых отростков и новых синаптических контактов. 



Ряд экспериментов с преднамеренным повреждением нервных 
путей указывает, что развитие нейронных ответвлений 
сопровождается конкуренцией за обладание синаптическими
участками. 

Это свойство в целом обеспечивает устойчивость 
функционирования нейронный сетей при относительной 
ненадежности их отдельных частей – нейронов. 



Специфическая изменчивость нейронных сетей и свойств 
отдельных нейронов лежит в основе их способности к 
обучению – адаптации к условиям функционирования –
при неизменности в целом их морфологической структуры. 
Следует заметить, однако, что рассмотрение изменчивости и 
обучаемости малых групп нейронов не позволяет в целом 
ответить на вопросы об обучаемости на уровне высших форм 
психической деятельности, связанных с интеллектом, 
абстрактным мышлением, речью. 
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Ìîäåëè íåéðîíîâ

Ìîäåëü íåéðîíà ÌàêÊàëëîêà � Ïèòñà
Ôóíêöèè àêòèâàöèè íåéðîíà ÌàêÊàëëîêà � Ïèòñà
Ìîäåëü íåéðîíà Ïàäå
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Ìîäåëü íåéðîíà ÌàêÊàëëîêà � Ïèòñà

Ìîäåëü íåéðîíà ÌàêÊàëëîêà � Ïèòñà áûëà ïðåäëîæåíà â 1943ã.
(ñì. [1], [2]). Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè íåéðîí ñ÷èòàåòñÿ áèíàðíûì
ýëåìåíòîì.
Âõîäíîé ñèãíàë, ïîñòóïàþùèé ñ j-îãî óçëà (â ðîëè óçëà ìîæåò

âûñòóïàòü âûõîä äðóãîãî íåéðîíà èëè íà÷àëüíûé âõîä) îáîçíà-
÷àåòñÿ xj. Âñåãî ó íåéðîíà ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå n âõîäíûõ
ñèãíàëîâ, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî

{xj | j ∈ {1, 2, . . . , n}}.

Êðîìå òîãî, íà âõîä íåéðîíà ïîñòóïàåò ñèãíàë ñ òàê íàçûâàåìîãî
ïîëÿðèçàòîðà. Â îòëè÷èå îò äðóãèõ âõîäíûõ ñèãíàëîâ, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ïåðåìåííûìè âåëè÷èíàìè, ñèãíàë, ïîñòóïàþùèé ñ ïîëÿ-
ðèçàòîðà âñåãäà ðàâåí 1. Ïîëÿðèçàòîð ñ÷èòàåòñÿ óçëîì ñ íîìåðîì
0.
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Âñå âõîäíûå ñèãíàëû óìíîæàþòñÿ íà ÷èñëà wij, ãäå j � íîìåð
âõîäíîãî óçëà, à i � íîìåð ñàìîãî íåéðîíà.
Òàêîì îáðàçîì, íà t-îì øàãå ðàáîòû ñóììàòîð îáðàçóåò ñèãíàë

ui =

n∑
j=0

wijxj(t),

ãäå x0(t) âñåãäà ðàâíÿåòñÿ 1.
Â êà÷åñòâå àêòèâàöèîííîé ôóíêöèè â íåéðîíå ÌàêÊàëëîêà �

Ïèòñà èñïîëüçóåòñÿ ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

f (u) =
{

1, u > 0
0, u ≤ 0
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Ôóíêöèè àêòèâàöèè íåéðîíà ÌàêÊàëëîêà � Ïèòñà

Ìîäåëü ÌàêÊàëëîêà � Ïèòñà ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé
ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ âõîäîâ è âûõîäîâ, è ïðîèçâîëüíûõ
ôóíêöèé àêòèâàöèè. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå
ôóíêöèè àêòèâàöèè.
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Ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà.

f (x) =
{

1, x ≥ 0
0, x < 0
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Ñèãìîèäíàÿ ôóíêöèÿ.

f (x) =
1

1 + 1
ex

.
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Ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ.

f (x) =
2

1 + 1
e2x

− 1.
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Ðàöèîíàëüíàÿ ñèãìîèäíàÿ ôóíêöèÿ.

f (x) =
x

1 + |x|
.



9/15

�

�

�

�

�

�

	

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

f (x) = ln(x +
√

x2 + 1).
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Ãàóññîâñêàÿ ôóíêöèÿ.

f (x) = e−
x2

2 .
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Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.
f (x) = x.
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Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

f (x) =


1, x ≥ 1

2
|x|, 1

2 > x > −1
2

0, x ≤ −1
2
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Áèïîëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.

f (x) =

{
1, x > 0
0, x = 0
−1, x < 0
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Ìîäåëü íåéðîíà Ïàäå

Íåéðîí Ïàäå âñåãäà èìååò òîëüêî äâà âõîäà. Ó íåãî íåò ñóììà-
òîðà. Ñîîòâåòñòâåííî â êà÷åñòâå íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ
èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ:

f (x1, x2) =
x1

x2
.
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Лекция 4. 
Методы 
обучения отдельного нейрона.



Персептрон Розенблатта

В 1957 году Розенблатт предложил эвристический алгоритм 
обучения нейрона, основанный на принципах, 
подсмотренных в нейрофизиологии. 



Экспериментально было обнаружено, что при синхронном 
возбуждении двух связанных нервных клеток синаптическая
связь между ними усиливается. Чем чаще синапс угадывает 
правильный ответ, тем сильнее становится связь. 

Своеобразная тренировка связи приводит к постепенному 
запоминанию информации. Если же синапс начинает часто 
ошибаться или вообще перестаёт использоваться, связь
ослабевает, информация начинается забываться. Таким 
образом, память реализуется в синапсах. В математической 
модели нейрона роль памяти играет вектор синаптических
весов.



Правило Розенблатта нетрудно формализовать. Как
признаки, так и ответы будем полагать бинарными. 

Перед началом обучения вектор весов некоторым способом 
инициализируется, например, заполняется нулевыми или 
случайными значениями. Затем обучающие объекты по 
очереди подаются на вход модели МакКаллока–Питтса. 
Выданные ответы сравниваются с правильными. Если 
полученный ответ совпадает с предполагаемым, то вектор 
весов не изменяется. Если полученный ответ равен 0 и 
предполагаемый ответ равен 1, то вектор весов 
увеличивается. Если полученный ответ равен 1 и
предполагаемый ответ равен 0, то вектор весов уменьшается.



Увеличивать имеет смысл только те веса, которые
соответствуют ненулевым компонентам, так как изменение 
других компонент не повлияет на результат. Соответственно 
ненулевые веса должны изменяться пропорционально их 
значению, а значит, и вкладу в получаемый ответ.



Правило Хэбба





1 Вычислительные возможности нейронов
Рассмотрим вычислительные возможности одного нейрона в самом общем
случае. Пусть F(m, k) - множество кусочно-постоянных функций, которые
имеют не более m разрывов, а мощность области значений не более k, при-
чем m, k ∈ N ∪ ℵ0. ω-пороговым нейроном назовем нейрон с функцией ак-
тивации f ∈ F(m, k). Покажем, что вычислительные возможности таких
нейронов весьма высоки – в частности, они реализуют любую функцию, за-
данную на не более, чем счетном множестве. Позже мы покажем, как свести
ω-пороговый нейрон к нейросети, состоящей из персептронов.

Теорема 1.1. Пусть L ⊂ Rn, L – не более, чем счетно. Пусть на L задана
функция g, а A = g(L). Тогда существует ω-пороговый нейрон с функцией
активации из F(|L|, |A|), реализующий эту функцию.

Доказательство. Рассмотрим вектор A ∈ Rn, такой что для любых X, Y ∈
L выполняется A · X 6= A · Y . Такой вектор A наводит линейный порядок
на множестве L – каждому вектору X ∈ L будет поставлено в соответ-
ствие уникальное число A ·X, которое определит линейный порядок, и мы
будем называть его линейно-порожденным. Векторы, наводящие линейно-
порожденный порядок, будем называть разрезающими.

Покажем, что в условиях теоремы разрезающий вектор существует. Опре-
делим Dr,q = {A : A ·Xr = A ·Xq}. Dr,qvдля любых r , q является гипер-
плоскостью в Rn, а значит, имеет меру равную нулю в Rn.

Пусть
D =

⋃
r 6=q

Dr,q

D является объединением счетного числа множеств меры нуль, а значит,
само имеет меру нуль. Отсюда следует, что разность Rn \ D не пуста.

Рассмотрим A ∈ Rn \ D. Поскольку

Rn \ D =
⋂
r 6=q

(Rn \ Dr,q)

то для любых Xq, Xr, A ·Xq 6= A ·Xr.
Теперь определим функцию f(x) как кусочно-постоянную функцию, удо-

влетворяющую уравнениям:

f(A ·X) = g(X)

Очевидно, существует функция из f ∈ F(|L|, |A|), удовлетворяющая это-
му уравнению, что и доказывает утверждение теоремы.

Следует отметить, что условие теоремы является существенным. Так,
функция на шаре в пространстве R2 в общем случае не может быть реали-
зована нейроном с действительными весами, однако может быть распозна-
на нейроном с весами из C и функцией активации, заданной на множестве
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комплекных чисел. Развивая это направление, можно сделать и более общее
утверждение: функция на Rn может быть распознана нейроном с весами из
алгербы Клиффорда порядка n.

Теорема 1.2. Пусть L – конечное подмножество Rn, и g : L → A реали-
зуется нейроном N с функцией активации f из F(m, k), m, k ∈ N. Тогда
существует сеть из m+k персептронов и одного нейрона-сумматора, ко-
торая реализует функцию g.

Доказательство. Построим трехслойную нейросеть. Нейроны первого слоя
обозначим как N1

i (i = 1 . . .m), второго – N2
i (i = 1 . . . k), а в третьем слое

будет единственный нейрон-сумматор.
Пусть f имеет следующий вид:

f(x) =


b1 c0 ≤ x < c1

b2 c1 ≤ x < c2

. . .
bm cm−1 ≤ x < cm

Определим распознающие наборы нейронов первого слоя как (ci;A), где
A - вектор весов нейрона N. В этом случае при подаче любого вектора из L
возбуждаются первые t нейронов первого слоя – важно, что они возбужда-
ются подряд.

Добавим веса между первым и вторым слоем по правилу: связь между
i-ым нейроном первого слоя и j-ым нейроном второго слоя существует, если:

1) При ci−1 ≤ x < ci f(x) = bj

2) При ci−2 ≤ y < ci−1 ≤ x < ci f(x) 6= bj , а f(y) = bj

Такие связи являются «переключателями» – связи первого правила пе-
реносят возбуждение, если при данном x функция нейрона N выходит на
значение bj , а связи второго – если она уходит с bj .

Поскольку нейроны первого слоя возбуждаются подряд, то нейроны вто-
рого слоя должны лишь посчитать четность входных сигналов – в данном
случае это можно сделать с помощью вектора (− 1

2 ,+1,−1,+1,−1, . . .). При
возбуждении нейронов первого слоя подряд такой набор обеспечит сраба-
тывание в случае четности сигналов.

Далее, на последнем слое стоит нейрон-сумматор, соединенный весами
со всеми нейронами второго слоя, причем вес j связи равен bj .

Следствие 1.1. Любая функция, заданная на конечном подмножестве
Rn, может быть реализована сетью из персептронов и сумматоров

Следствие 1.2. Любая функция распознавания конечного подмножества
Rn (т.е. функция, принимающая значения -1 и 1) может быть реализо-
вана персептронной сетью.

Итак, мы показали, что вычислительные возможности одного нейрона
весьма высоки. В частности, любая функция на счетном множестве мо-
жет быть представлена в виде одного нейрона. С другой стороны, в общем

2



случае сложность функции активации для такого представления весьма
велика. Далее мы будем рассматривать нейроны с простыми функциями
активации, и прежде всего персептроны.

Однако, количество разрывов не всегда делает функцию активации вы-
числительно трудной. Например, функция sign (sin ex) имеет бесконечное
число разрывов на своей области определения, не является периодической,
и тем не менее ее вычисление осуществляется быстро. В связи с этим, ин-
терес могут представлять не только функции, реализуемые одним персеп-
троном, но и функции, реализуемые одним нейроном с другими быстро
вычисляемыми функциями активации.

2 Линейно-порожденные порядки

2.1 Определение линейно-порожденного порядка.
Пусть L ⊂ Rn - конечное. Линейно-порожденным порядком (ЛПП), порож-
денным вектором A, будем называть линейный порядок на векторах из L,
такой что X < Y ⇔ A ·X < A · Y . Вектор, наводящий на L линейный по-
рядок, будем называть разрезающим. Также разрезающим будем называть
множество, все векторы которых наводят одинаковый линейный порядок.

Более формальное определение строится следующим образом. Пусть
векторы L пронумерованы, и L = {X1, . . . , Xm}. Тогда перестановка π ∈
S(m) является ЛПП, если существует вектор A такой что A · Xπ(i) < A ·
Xπ(i+1). Из теоремы 1.1 непосредственно вытекает, что на любом не более
чем счетном множестве может быть наведен линейно-порожденный поря-
док.

Также сформулируем теорему о связи между линейно-порожденными
порядками и функциями, которые могут быть реализованы одним нейро-
ном.

Теорема 2.1. Пусть L ⊂ Rn – конечно, g : L → A ⊂ R - произвольная
функция. Пусть существует ЛПП X1, . . . , Xm, порожденный вектором
A, такой что существуют числа i1, . . . , ik, и для любых ip ≤ i ≤ j <
ip+1 справедливо g(Xi) = g(Xj). Тогда существует кусочно-постоянная
функция активации f , имеющая k+1 разрыв, такая, что f(A ·X) ≡ g(X).

Доказательство. Поскольку для любых ip ≤ i ≤ j < ip+1 справедли-
во g(Xi) = g(Xj), можно определить f(x) уравнениями следующего вида:
f(x) = g(Xi) при всех A · xi < x < A · xi+1.

Данная теорема обладает наглядной геометрической интерпретацией.
Семейство гиперплоскостей, перпендикулярных вектору A из условий тео-
ремы, и проходящих через точки Xip

делит L на слои, причем в каждом слое
функция g(X) принимает только одно значение. Соответственно, функция
f определена уже на всем множестве Rn, точно так же делит его на слои,
и в каждом слое является константой.
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Следствие 2.1. Пусть f : L → {−1, 1}. Тогда f может быть реализована
персептроном тогда и только тогда, когда существует ЛПП, для кото-
рого определено m такое, что для всех i ≥ m f(Xi) = 1, i < m f(Xi) = −1.

Геометрическая интерпретация этого факта состоит в том, что одна ги-
перплоскость делит L на две части, и в первой g тождественно равна −1, а
во второй – +1.

2.2 Структура разрезающих множеств
Изучим структуру разрезающих множеств, т.е. множеств, все векторы кото-
рых наводят одинаковый линейный порядок на конечном носителе L ⊂ Rn.

В данном параграфе мы будем пользоваться некоторыми фактами из
конического анализа. Коническим множеством называется множество век-
торов L из Rn, такое что для любых векторов A,B ∈ L и любых неотрица-
тельных чисел λ, µ вектор λA+µB также лежит в L. Выражение λA+µB на-
зывается конической комбинацией векторов A и B. Коническое множество
является неограниченным, то есть для любого числа M найдется вектор A
такой, что ||A|| > M .

Коническое множество однозначно задается своей вершиной V0 и мно-
жеством образующих R1, . . . , Rk. Любой элемент конического множества
может быть представлен в виде X = V0 +λ1R1 + . . .+λmRm, где λ1, . . . , λm

– неотрицательные числа.
Точка множества M называется внутренней если существует ε > 0 та-

кой, что для любого Y из того, что ||X−Y || < ε следует, что Y принадлежит
M . Иными словами, X входит в M вместе со своей окрестностью радиуса
ε. Множество M называется открытым, если все его точки являются внут-
ренними. Замыканием множества M называется наименьшее множество,
содержащее M и все его предельные точки.

Предложение 2.1. Пусть T – множество всех векторов, наводящих
одинаковый ЛПП. Тогда T является открытым коническим множеством.
Замыкание T является коническим множеством с конечным числом об-
разующих и вершиной в точке 0, . . . , 0.

Доказательство. Пусть нам дан какой-то ЛПП, т.е. векторы из L зануме-
рованы как X1, . . . , Xm. Запишем систему неравенств, ассоциированную с
ним:

A ·Xi ≤ A ·Xi+1,i = 0, . . . ,m− 1

Или, что эквивалентно:

A · (Xi −Xi+1) ≤ 0,i = 0, . . . ,m− 1

Полученная система неравенств является системой однородных линей-
ных неравенств. Известно, что решение такой системы является коническим
множеством. Решение соответствующей системы строгих неравенств (т.е.
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системы, полученной заменой знаков ≤ на <) является множество внутрен-
них точек этого конического множества.

Нулевое решение (т.е. вектор (0, . . . , 0)) обращает все неравенства в ра-
венства, поскольку система является однородной. Из выпуклого анализа
известно, что такое решение задает крайнюю точку множества решений,
т.е. его вершину. Конечность числа образующих также известна из выпук-
лого анализа.

Предложение 2.2. Конусы T1 и T2 различных ЛПП не пересекаются.

Доказательство. Пусть имеется пересечение. Тогда точка этого пересече-
ния обязана удовлетворять двум системам строгих линейных неравенств,
ассоциированных с различными ЛПП. Понятно, что для любых двух раз-
личных ЛПП системы неравенств являются противоречивыми, следова-
тельно, такой точки быть не может.

Предложение 2.3. Если некоторая точка B не принадлежит ни одно-
му конусу ЛПП, то B является граничной точкой для некоторого конуса
ЛПП.

Доказательство. Пусть A – некоторый разрезающий вектор. Поскольку
конусов ЛПП для конечного L конечное число (поскольку конечно число
перестановок L), то существует лишь конечное число ε1, . . . , εn, для кото-
рых (εA + B) не является вектором ЛПП. Следовательно, можно выбрать
минимальный из них, пусть это первый, и тогда при любом 0 < ε < ε1

(εA + B) является вектором ЛПП и, кроме того, лежит в одном и том же
конусе T . Тогда очевидно, что B является граничной точкой для конуса
T .

Приведенные предложения позволяют сформулировать следующую тео-
рему.

Теорема 2.2. Для любого конечного носителя L ⊂ Rn, множество век-
торов Rn разбивается на множество непересекающихся конусов ЛПП на
L и их границ.

На основании доказательства Предложения 2.2 может быть разрабо-
тан простейший алгоритм проверки того, является ли X1, . . . , Xm линейно-
порожденным порядком. Для этой проверки необходимо записать систе-
му линейных неравенств, соответствующую последовательности Xi, и ре-
шить ее. Если у нее существует нетривиальное решение (т.е. решение со
внутренней точкой, обращающее все неравенства в строгие неравенства),
то линейно-порожденный порядок существует.

Алгоритмы решения систем линейных неравенств хорошо известны – это
алгоритм Моцкина-Бургера и созданная на его основе схема Черникова.
Эти алгоритмы позволяют найти все образующие множества решений. К
сожалению, в худшем случае эти алгоритмы работают экспоненциальное
время.
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2.3 Количество линейно-порожденных порядков
Естественным является вопрос о количестве линейно-порожденных поряд-
ков на данном множестве L. Ответ на этот вопрос дается одним из фунда-
ментальных результатов в этой области – теоремы Ковера.

Введем некоторые предварительные определения. Будем говорить, что
множество точек из Rn находится в общем положении, если в любой гипер-
плоскости размерности k, k < n, находится не более k +1 точки. Например,
нет трех точек на одной прямой, четырех точек в одной плоскости и так
далее.

Теорема 2.3. (Cover, 1967) Пусть L ⊂ Rn, |L| = m и L находится в
общем положении. Пусть множество различных линейно-порожденных
порядков определяется функцией Q(m,n). Тогда Q(m,n) удовлетворяет
следующими рекуррентными соотношениям:

Q(m + 1, n) = Q(m,n) + mQ(m,n− 1)

Q(m, 1) = 2

Q(2, n) = 2

Удивительным следствием теоремы Ковера является тот факт,ап что
количество ЛПП не зависит от конфигурации L, если L находится в об-
щем положении. Между тем, структура ЛПП может быть принципиально
различной.

Приведем пример различных структур ЛПП. Рассмортим следующие
множества точек. L1 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1.5, 1.5)},
L2 = {(0, 0), (2, 0), (0, 2), (0.5, 0.5)}. Множество L1 представляет собой пря-
моугольный треугольник и одну точку вне его, а множество L2 – прямо-
угольный треугольник и одну точку внутри него. Схематично эти множе-
ства изображены на следующем рисунке.

4
2

1 3

2

4
1 3

Множество L1 Множество L2

Путем перебора можно построить множества всех ЛПП для обоих мно-
жеств. Для L1 это 4231, 4321, 4312, 3412, 3142, 3124, 1324, 1234, 2134, 2143,
2413, 4213. Для L2 это 2431, 2341, 3241, 3421, 3412, 3142, 1342, 1432, 1423,
1243, 2143, 2413. Можно показать, что ни каком переименовании элементов
множества L1, линейно-порожденные порядки L1 не совпадут с порядками
на L2. Таким образом мы видим, что количество ЛПП одинаково на обоих
множествах, но структура этих ЛПП различна.

Теорема Ковера также позволяет применять недетерминированные ал-
горитмы для поиска всех ЛПП на данном множестве. Очевидным спосо-
бом такого поиска является составление систем линейных неравенств для
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всевозможных ЛПП и проверка их на совместность. Понятно, что требует-
ся проверить n! систем неравенств, причем проверка одной системы нера-
венств экспоненциальна в худшем случае. Поэтому такой алгоритм являет-
ся неэффективным.

С другой стороны, по теореме 2.2, лишь граничные точки конусов не
наводят ЛПП. Поэтому из всех точек Rn, лишь множество точек меры нуль
не является разрезающими векторами. Поэтому выбранный наугад вектор с
вероятностью 1 наводит ЛПП. Соответственно, мы можем бросать векторы
наугад в Rn, вычислять ЛПП, им соответствующий, и закончить процедуру
тогда, когда мы соберем нужное число ЛПП. Это число вычисляется по
теореме Ковера.

2.4 Линейно-порожденные порядки на симплексах
Исследование линейно-порожденных порядков имеет важное практическое
применение. Пусть нам известен способ быстрой проверки того, являет-
ся ли последовательность X1, . . . , Xm линейно-порожденным порядком. В
данном констексте «быстрый» означает не более полиномиальный по пере-
менной m и размерности векторов n. Это означает, что экспоненциальный в
худшем случае алгоритм Моцкина-Бургера не подходит. Имея такой алго-
ритм и используя теорему 2.1, можно быстро представить любую заданную
фунцию g одним нейроном с заданным числом разрывов функции актива-
ции либо доказать, что такого представления не существует. Также интерес
представляет полиномиальный алгоритм поиска образующих разрезающего
множества, соответствующего линейно-порожденному порядку.

В общем случае, для произвольных множеств проверка линейной порож-
денности последовательности эквивалентна проверке совместности системы
неравенств и не может быть решена полиномиально. Соответственно, поиск
образующих разрезающего множества эквивалентен решению системы ли-
нейных неравенств. Однако, интерес может представлять та же проверка
на специальных сериях множеств. Например, множество {−1, 1}n является
носителем n-арных булевых функций. Исследование линейно-порожденных
порядков на этом множестве может позволить решать проблемы представ-
ления персептронами булевых функций. Эта проблема имеет самостоятель-
ную ценность.

В данном параграфе мы покажем, каким образом поиск образующих
разрезающего множества может быть реализован без использования ал-
горитма Моцкина-Бургера на примере простых множеств. Мы будем рас-
сматривать симплексные множества. Симплексом в Rn называется n + 1-
элементное множество в общем положении. Изучим некоторые свойства
симплексов, связанные с линейно-порожденными порядками.

Теорема 2.4. Любой порядок на симплексе является линейно-порожденным.

Доказательство. Докажем эту теорему по индукции. База индукции (при
n = 2) очевидна.
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Рассмотрим теперь некоторый линейно-порожденный порядок на сим-
плексе S. Пусть он начинается с некоторой точки X, и записывается как
X, X1, . . . , Xn. Пусть S′ = S \ {X}. Очевидно, S′ тоже симплекс, но его раз-
мерность на единицу меньше. Перейдем в систему координат такую, что
X = (0, 0, . . . , 0, 1), а любой вектор из S′ имеет последнюю координату, рав-
ную нулю: очевидно, в такую систему координат перейти возможно.

Поскольку S′ является симплексом, то X1, . . . , Xn является линейно-
порожденным порядком по предположению индукции. Пусть A′ – его век-
тор. Пусть u = min{A′ ·Xi} − 1. Рассмотрим вектор A = (A′;u). Очевидно,
что A ·X ≤ A ·Xi, по построению, и, кроме того, понятно, что A является
вектором ЛПП для X1, . . . , Xn. Тогда A – вектор ЛПП для X, X1, . . . , Xn,
что доказывает утверждение теоремы.

Зафиксируем на симплексе некоторый порядок X0, . . . , Xn. Аффинным
преобразованием всегда можно привести его к базису, в котором X0 = 0,
а Xi = Ei, Ei – единичный вектор. Такой базис будем называть естествен-
ным. Далее будем рассматривать только линейно-порожденные порядки,
начинающиеся с элемента X0, и обозначать эти порядки как ЛПП-0. Легко
видно, что векторы таких порядков имеют неотрицательные компоненты.

Лемма 2.1. Множество {0, 1}n \ 0 в точности является множеством
всех ребер всех конусов ЛПП.

Доказательство. Рассмотрим ребро для ЛПП. Поскольку ребро A соот-
ветствует n − 1-грани, то в системе неравенств для ЛПП симплекса n − 1
неравенство должно превратиться в равенство. Тогда S разбивается на S1,
S2, такие что

1) 0 ∈ S1

2) ∀X, Y ∈ Si A ·X = A · Y .
Без ограничения общности можно считать, что в S1 помимо нуля попали

ребра E1, . . . , Ek−1, а в S2 – ребра Ek, . . . , En. Тогда, для S1 A · Ei = A · 0,
но A · Ei = ai, а A · 0 = 0, следовательно ai = 0 для всех 1 < i < k.

Для S2 аналогично устанавливаем, что ai = aj при i, j ≥ k, и ai 6= 0 для
i ≥ k. Это доказывает, что любое ребро имеет требуемый вид. Доказатель-
ство обратного утверждения полностью аналогично.

Теорема 2.5. Пусть g – перестановка множества {1, . . . , n}. Пусть Yi =
Xg(i), Y0 = X0. Пусть D – верхнтреугольная матрица, ненулевые ком-
поненты которой равны единице. D′ – это матрица D, к столбцам ко-
торой применена перестановка g. V – множество векторов, координаты
которых записаны в строках матрицы D′. Тогда V является множеством
образующих конуса для ЛПП Y0, . . . , Yn. Соответственно, множества V,
определенные таким образом, исчерпывают все ЛПП.

Доказательство. Докажем, что коническая оболочка T = Cone(V) явля-
ется конусом какого-либо ЛПП. В самом деле, образующими T являются
векторы, которые являются ребрами для линейно-порожденных порядков
по лемме 2.1. Кроме того, ни один вектор из V не выражается через другие.
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Далее, T очевидно имеет внутреннюю точку в Rn. Из всего этого следует,
что T является конусом ЛПП.

Докажем теперь, что T соответствует нужному ЛПП. Докажем по ин-
дукции. Рассмотрим матрицу D и покажем, что она соответствует порядку
X0, . . . , Xn. В самом деле, выберем внутреннюю точку конуса, соответству-
ющего D, а именно A =

∑n
i=1 Di, Di – строки матрицы. Очевидно, что

A ·Ei = i, что доказывает базу индукции. Шаг индукции сводится к следу-
ющему: матрица, соответствие которой нужному ЛПП установлено, подвер-
гается транспозиции двух столбцов и доказывается, что эта транспозиция
перемещает и соответствующие точки в ЛПП.

Действительно, пусть при транпозиции двух столбцов матрицы i и j по-
лучается матрица D′. Тогда что D′ · Yi = D · Yj и D′ · Yj = D · Yi. Но в этом
случае очевидно, что элементы Yi и Yj меняются местами в ЛПП. Посколь-
ку любая перестановка сводится к композиции транспозиций, утверждение
теоремы доказано.

3 Линейно-разделимые булевы функции
Булевой функцией называется функция из множества {0, 1}n в {0, 1}. Бу-
лева функция является линейно-разделимой, если она может быть реали-
зована одним персептроном.

Прежде всего необходимо выбрать кодирование, которое бы сопоставля-
ло множеству {0, 1}n в смысле элементов булевой алгебры подмножество
L ⊂ Rn. Имеет смысл рассматривать кодирование вида

xi →
{

p(i) , x = 0
t(i) , x = 1 ,

где p(i), t(i) – некоторые функции от натурального числа, p(i) 6= t(i). Все
такие кодирования являются эквивалентными с точки зрения реализации
персептроном. В самом деле, путем афинного преобразования пространства
Rn можно перевести одну схему кодирования в другую. Афинное преобра-
зование сохраняет гиперплоскости, и если какое-то множество точек было
отделимо гиперплоскостью до преобразования, то и после преобразования
оно отделимо. Мы выберем схему кодирования с p(i) = −1, t(i) = 1 по при-
чинам удобства для доказательств. В зависимости от контекста (говорим ли
мы о булевой алгебре или о ее векторном представлении), значению «ложь»
будет сопоставляться и символ 0, и символ −1.

Рассмотрим некоторые известные факты о булевых функциях. Известно,
что не все булевы функции являются таковыми. В частности, классическим
результатом, сыгравшим значительную роль в развитии теории нейронных
сетей, является теорема Минского.

Теорема 3.1. (Minsky, 1969). Функция XOR не может быть реализована
одним персептроном.
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Доказательство. Запишем систему линейных неравенств, определяющую
веса персептрона для реализации функции XOR.

A0 −A1 −A2 > 0
A0 + A1 + A2 > 0
A0 −A1 + A2 < 0
A0 + A1 −A2 < 0

Складывая первое неравенство со вторым, а третье – с четвертым, получаем
такую систему линейных неравенств:{

2A0 > 0
2A0 < 0

Очевидно, система является несовместной, а значит, ни при каких весах
персептрон не способен реализовать функцию XOR.

Пример функции XOR не является редким или экзотическим. Коли-
чество линейно-разделимых функций было оценено Ковером в 1965 году, и
составляет 2Θ(n2), где n – арность функции. Количество всех булевых функ-
ций от n переменных составляет 22n

, и, следовательно, линейно-разделимые
булевы функции составляют исчезающе малую часть всех булевых функ-
ций.

Кроме того, Hegedus и Megiddo в 1996 году получили следующий резуль-
тат. Если функция f дана в виде дизъюнктивной нормальной формы, то
задача определения того, является ли f линейно-разделимой, co-NP-полна.

3.1 Множества, ассоциированные с булевыми функци-
ями

Пусть f – некоторая булева функция. Мы будем говорить, что функция f
почти реализуется персептроном с весами A, если f(X) = sign(a0 +A ·X) на
тех X, для которых a0 +A ·X 6= 0. Прочие X не накладывают ограничений.
В случае персептрона мы также можем говорить о весах, которые реали-
зуют (соответственно, почти реализуют) f , поскольку функция активации
зафиксирована.

Через G(f) обозначим все векторы (a0;A), которые почти реализуют
f . Через H(f) – все векторы A такие, что существует a0 при котором
(a0;A) ∈ G(f). И, наконец, как I(f,A) обозначим множество весов актива-
ции, которые допустимы для данного A, т.е. I(f,A) = {a0 : (a0;A) ∈ G(f)}

Лемма 3.1. Для любой функции f множества G(f) и H(f) являются
коническими.

Доказательство. Пусть X из Bn. Очевидно, G(f) является множеством ре-
шений следующей системы неравенств относительно A:{

a0 + A ·X ≤ 0 , X ∈ f−1(−1)
a0 + A ·X ≥ 0 , X ∈ f−1(1) ,
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где через f−1 обозначена операция взятия полного прообраза. Неравенства
однородны, следовательно, множество решений системы является конусом
[?].

Множество H(f) – это проекция G(f), следовательно, оно также явля-
ется коническим.

Лемма 3.2. Для любой функции f и вектора A ∈ H(f):
1) I(f,A) является интервалом вида [a, b].
2) b = ∞ если и только если f тождественно равна 1.
3) a = −∞ если и только если f тождественно равна −1.
4) Если b 6= ∞, то существует Xb, такой, что b+A ·Xb = 0, и f(Xb) =

−1.
5) Если a 6= −∞, то существует Xa, такой, что a + A · Xa = 0 и

f(Xa) = 1.

Доказательство. Рассмотрим следующие системы неравенств относитель-
но a0: {

a0 + A ·X ≤ 0, X ∈ f−1(−1) (1)

{
a0 + A ·X ≥ 0, X ∈ f−1(1) (2)

Пусть f(X) не является тождественной. Тогда обе системы имеют хотя
бы одно неравенство, и множество решений системы (1):(

−∞, min
X∈f−1(−1)

−A ·X
]

Аналогично, множество решений системы (2):[
max

X∈f−1(1)
A ·X,∞

)
Ясно, что M1 имеет на правой границе значение, удовлетворяющее выводу 4
леммы. Аналогично, M2 имеет на левой границе значение, удовлетворяющее
выводу 5 леммы. Общее решение обеих систем является пересечением M1

и M2, и, следовательно, удовлетворяет выводам 1,4,5.
Если f – тождественная единица, то M1 = (−∞,∞) и решение совпада-

ет с M2, откуда следует вывод 2. Во всех других случаях первая система
неравенств непуста. Аналогично доказывается вывод 3.

На интервалах естественным образом можно рассматривать операции
сложения ([a, b] + [c, d] = [a + c, b + d]) и умножения на положительный
скаляр (λ[a, b] = [λa, λb]).

Лемма 3.3. Пусть A,B ∈ H(f), λ, µ – положительные числа, C = λA +
µB. Через Ω обозначим λI(f,A) + µI(, B). Тогда I(f, C) = Ω.
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Доказательство. Докажем, что I(f, C) ⊃ Ω. В самом деле, пусть c ∈ Ω,
тогда можно представить c в виде c = λa + µb, a ∈ I(f,A), b ∈ I(f,B).
Тогда:

c + C ·X = λa + µb + (λA + µB) ·X = λ(a + A ·X) + µ(b + B ·X).

Таким образом, (c;C) ∈ G(f). Следовательно, c ∈ I(f, C), следовательно
I(f, C) ⊃ Ω.

Докажем теперь, что I(f, C) ⊂ Ω. От противного – пусть Ω = [a, b], и
пусть c < a. Покажем, что (c;C) /∈ I(f, C). В самом деле, по утвержде-
нию леммы 3.2, либо a = −∞ (и тогда указанных c не существует), либо
существует Xa такой, что a + C · Xa = 0 и f(Xa) = 1. Отсюда следует,
что c + C ·Xa < 0. Из этого вытекает, что sign(c + C ·Xa) = −1, а значит,
(c;C) /∈ I(f, C). Полученное противоречие доказывает положение леммы,
для второго края Ω доказательство полностью аналогично.

Лемма 3.4. Если A ∈ H(f) является внутренней точкой, то I(f,A) име-
ет внутренние точки. Если A – внутренняя точка H(f), a0 – внутренняя
точка I(f,A), то (a0;A) – внутренняя точка G(f). Если G(f) содержит
внутренние точки, то f строго реализуется персептроном.

Доказательство. Пойдем от противного. Единственный интервал, который
не содержит внутренних точек – это интервал [a, a]. Тогда по утверждению
леммы 3.2 существует X1, такой, что f(X1) = 1 и X2 такой, что f(X2) = −1.
Тогда A ·X1 = A ·X2 = 0, а значит, A является граничной точкой H(f).

Второе утверждение очевидно – если A = Oε(A) – полностью лежит в
H(f), то для каждой точки внутри A интервал также имеет внутреннюю
точку. Таким образом строится окрестность в G(f).

Третье утверждение вытекает из того, что внутренняя точка конуса ре-
шений системы однородных линейных неравенств обращает неравенства в
строгие [6].

3.2 Критерий линейной разделимости
Определим операцию конкатенации булевых функций ∗ следующим обра-
зом: если f1 = f1(x1, . . . , xn−1) и f2 = f2(x1, . . . , xn−1), а f = f1 ∗ f2, то
f = f(x1, . . . , xn−1, xn) и

f(x1, . . . , xn−1, xn) = (¬xn ∧ f1(x1, . . . , xn−1)) ∨ (xn ∧ f2(x1, . . . , xn−1)).

Наглядно конкатенация булевых функций означает, что мы ставим таб-
лицу истинности f1 на таблицу истинности f2.

Теорема 3.2. f1 ∗ f2 является функцией, реализуемой одним персептро-
ном, в том и только том случае, когда H(f1) и H(f2) имеют пересечение
со внутренней точной.
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Доказательство. Необходимость. Пусть X = (Y ;xn), A = (a0;B; an), A –
вектор, реализующий функцию f . При xn = −1 выполняется следующее
равенство:

a0 + A ·X = a0 + B · Y − an = (a0 − an) + B · Y.

Кроме того, если xn равно −1, то f(X) = f1(Y ). Поэтому B ∈ H(f1), и
является внутренней точкой. Доказательство для f2 аналогично.

Достаточность. Возьмем A ∈ H(f1)∩H(f2), являющийся внутренней точ-
кой. Пусть a1

0 ∈ I(f1, A), а a2
0 ∈ I(f2, A), являющиеся внутренними точками

(они существуют по лемме 3.4). Пусть u − t = a1
0, а u + t = a2

0. Определим
вектор C = (c0;C), где C = (A; t), X = (Y, xn).

Пусть xn = −1. Тогда

c0 + C ·X = u + A · Y − t.

Поскольку a1
0 и A являются внутренними точками I(f1, A) и H(f) соот-

ветственно, то по лемме 3.4 они строго реализуют функцию f1 на xn = −1, а
значит, (c0;C) строго реализует эту функцию на xn = −1. Аналогично этот
же вектор строго реализуют f2 на xn = 1. Тогда (c0;C) строго реализуют
f , что и требовалось доказать.

3.3 Обобщения критерия линейной разделимости
Можно рассмотреть возможные обобщения приведенных утверждений на
случай произвольных функций распознавания. В частности, леммы 3.1–3.4
справедливы для любой функции распознавания. Доказательство тексту-
ально повторяет приведенные доказательства для булевых функций.

Рассмотрим теперь для операции ∗ следующее обобщение. Пусть f1, f2, . . . , fm

– произвольные функции распознавания на носителе L. Тогда мы также мо-
жем определить их конкатенацию f = ∗m(f1, . . . , fm) следующим образом:

f(X;xn) =


f1(X) , xn = a1

f2(X) , xn = a2

. . .
fn(X) , xn = an

В этом случае f будет функцией распознавания на L×A, A = {a1, . . . , am}.
Для такой обобщенной операции ∗m можно доказать два факта. Во-

первых, если m = 2, то теорема 3.2 остается истинной, и ее доказательство
текстуально повторяет доказательство, приведенное для булевых функций.

Однако, для m > 2 теорема 3.2 перестает являться достаточным услови-
ем. В частности, рассмотрим f+ и f− – функции на одноэлементом носителе
L = {0}, f+ обозначает тождественную истину, f− – тождественную ложь.
Ясно, что H(f+) = H(f−) = R. Однако ∗3(f+, f−, f+) не может быть реали-
зована одним перспетроном.
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3.4 Свойства операции ∗
Операция конкатенации булевых функций может представлять самостоя-
тельный интерес. В этом параграфе мы докажем некоторые свойства этой
операции.

Предложение 3.1. Если f = f1 ∗f2 – монотонна, то f1, f2 – монотонны.

Доказательство. Непосредственно следует из того факта, что f1 = f(X;−1),
f2 = f(X; 1).

Предложение 3.2. Если f = f1 ∗f2, g = f2 ∗f1, то g(X;Xn) = f(X;−Xn).

Доказательство. Непосредственно следует из определения операции ∗.

Предложение 3.3. Если f = f1 ∗ f2 и f1, f2 – монотонны, то:
1) Если f1 = f2, то f не зависит существенно от Xn.
2) Если f1 ≤ f2, тогда и только тогда f – монотонна.
3) Если f1 � f2 и f2 � f1, то f1 ∗ f2, f2 ∗ f1 – немонотонны.

Доказательство. Первое утверждение очевидно: f = f1 ∗ f2 = (¬Xn ∧ f1)∨
(Xn ∧ f1) = f1.

Второе утверждение докажем от противного – пусть f1 � f2. Тогда су-
ществует Y такой, что f1(Y ) = 1 и f2(Y ) = −1. Тогда f(Y ;−1) > f(Y ; 1),
но поскольку (Y ;−1) ≺ (Y ; +1), то f1 ∗ f2 не монотонна. Доказательство
достаточности полностью аналогично.

Третье утверждение следует из доказательства второго.

Предложение 3.4. Если f1 ∗ f2 ∈ M, то f1 ∗ f2 = f1 ∨ (Xn ∧ f2).

Доказательство. При значении Xn = −1 f1∨ (Xn∧f2) = f1 ∗f2. При Xn =
+1 это выражение равно f1 ∨ f2, но поскольку f1 ≤ f2, то f1 ∨ f2 = f2.

Предложение 3.5. Обозначим через f̃ функцию, двойственную к f . Пусть
f = f1 ∗ f2 ∈ M, тогда f̃ = f̃2 ∗ f̃1.

Доказательство.

f̃1 ∗ f2 = ˜(¬Xn ∧ f1) ∨ (Xn = ∧f2) = ( ˜¬Xn ∧ f1)∧(X̃n ∧ f2) = (¬Xn∨f̃1)∧(Xn∨f̃2)

Раскрывая скобки, получим:

(¬Xn ∧Xn) ∨ (¬Xn ∧ f̃2) ∨ (Xn ∧ f̃1) ∨ (f̃1 ∧ f̃2)

¬Xn∧Xn является тождественной ложью. Далее f1 ≤ f2, следовательно
f̃1 ≥ f̃2, и тогда f̃1 ∧ f̃2 = f̃2, а такая добавка ни на что не влияет, как было
показано ранее. Следовательно, остается:

(¬Xn ∧ f̃2) ∨ (Xn ∧ f̃1)

что в точности равно f̃2 ∗ f̃1
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Предложение 3.6. Пусть f = f1 ∗ f2 – самодвойственна и монотонна
тогда и только тогда, когда f1 = f̃2.

Доказательство. Из предыдущего предложения мы знаем, что (̃f1 ∗ f2) =
f̃2 ∗ f̃1, откуда непосредственно следует, что f1 = f̃2. Обратное же условие
очевидно.

Предложение 3.7. Пусть f1 = f1(X;Y ;Z), f2 = f2(X;Y ;Z) – монотон-
ные булевы функции, причем f1 не зависит существенно от Z, а f2 – от
X. Тогда f1 ∗ f2 монотонна только в том случае, если для любого Y ′ либо
f1(X;Y ′;Z) – тождественная ложь, либо f2(X;Y ′;Z) – тождественная
истина (понимается тождественность при фиксированных переменных
Y ).

Доказательство. Зафиксируем некоторое Y ′. Пусть существует X ′ такое,
что f1(X ′;Y ′;Z) = 1 для всех Z, ведь f1 существенно от Z не зависит.
Поскольку f2 ≥ f1 (иначе f1 ∗ f2 немонотонна), то f2(X ′;Y ′;Z) = 1 для
любого Z. Но f2 существенно от Z не зависит, а значит, f2(X, Y ′, Z) = 1.

Аналогично доказывается, что если f2(X, Y ′, Z) не тождественная исти-
на, то f1(X, Y ′, Z) – тождественная ложь.

Предложение 3.8. Любая булева функция может быть записана с по-
мощью тождественной лжи, тождественной истины и операции ∗.

Доказательство. При определении конкатенации мы отметили, что табли-
ца истинности f1 ∗ f2 представляет собой таблицу истинности f2, сверху на
которую «поставлена» таблица истинности f1. Любая таблица истинности
может быть «собрана» из нулей и единиц, что и доказывает утверждение
предложения.

Теорема 3.3. Пусть f = f(X1, . . . , Xn) = f1 ∗ f2, g = g(Y1, . . . , Ym), а
h = f(X1, X2, . . . , Xn−1, g(Y1, . . . , Ym). Тогда, если взять запись g в базисе
0, 1, ast и заменить каждый 0 на f1, а каждую единицу – на f2, результат
будет равен h. Иными словами, операция композиции булевых функций
легко выражается через ∗.

Доказательство. Доказательство этой теоремы удобно провести в виде таб-
лиц истинности. Рассмотрим таблицу истинности h. Очевидно, что если
g(Y ) = 1, то h(X, Y ) = f2(X), а если g(Y ) = 0, то h(X, Y ) = f2. Тогда, если
в таблицу истинности g добавить переменные X1, . . . , Xn, а вместо единиц и
нулей подставить f2 и f1 соответственно, то получится в точности таблица
истинности h, что и доказывает утверждение теоремы.

Также можно сформулировать предложения для линейно-разделимых
булевых функций.

Предложение 3.9. Если f – линейно-разделима, то 0∗f и f ∗1 также яв-
ляются линейно-разделимыми. Если f – линейно-разделима и монотонна,
то w∗f и f ∗v являются монотонными, где w – многомерная конъюнкция
(x1 ∧ x2 ∧ . . . xn), а v – многомерная дизъюнкция (x1 ∨ x2 ∨ . . . xn)
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Доказательство. n-мерная тождественная единица имеет реализующий ко-
нус, равный Rn, поэтому, по теореме, она может быть конкатенированна с
любой функцией. Аналогично с тождественным нулем. Кроме того, стоит
отметить, что 0 ∗ f = f ∧ Xn, а f ∗ 1 = f ∨ Xn. Это тривиально следует,
например, из факта представления ∗ в виде поставленных друг на друга
таблиц истинности.

Аналогично, реализующими конусами w и v являются Rn
+, где R+ –

множество неотрицательных чисел. Поскольку любая линейно-разделимая
монотонная функция распознается персептроном с неотрицательными ве-
сами, второе утверждение также справедливо.

Суммируя вышеперечисленные предложения, можно сделать несколько
замечаний. Во-первых, на множестве M операцию ∗ можно сделать комму-
тативной – поскольку разве лишь один результат из f1 ∗ f2 и f2 ∗ f1 будет
лежать в M. Затем, мы получили также возможность строить ДНФ для
функции, полученной с помощью ∗ из двух функций, ДНФ которых нам
известна. Кроме того, мы получили вполне хорошее средство для порожде-
ния всех монотонных функций из монотонных функций предыдущих арно-
стей, а поскольку применение ∗ допускает алгоритм, который бы проверял
не только то, что мы остаемся в M, но и то, что мы остаемся в B+, то на
его основании можно построить B+-функции по крайней мере на малых
арностях.

В заключение приведем пример использования конкатенации булевых
функций для решения хорошо известной задачи – алгоритма построения
полинома Жегалкина для функции. Пусть f представима полиномом Же-
галкина в виде

f(x1, . . . , xn) =
⊕

y1,...,yn∈{0,1}

xy1
1 xy2

2 . . . xyn
n fp(y1, . . . , yn)

где fp – «свертка» функции f , кодирующая коэффициенты при полиноме
Жегалкина, а xy – символическое обозначение следующей булевой функ-
ции:

x y xy

0 0 1
0 1 0
1 0 1
1 1 1

.

Иначе говоря, xy – альтернативная запись y → x.
Определим правила построения таблицы истинности fp по таблице ис-

тинности f . Если f – нульмерная функция, т.е. 0 или 1, то fp, очевидно,
равно f . Также очевидно, что (f1 ⊕ f2)p = fp

1 ⊕ fp
2 , и если f не зависит от

x, то (xf)p = xfp.
Пусть f = f1 ∗ f2. Выразим конкатенацию в базисе Жегалкина:

f1 ∗ f2 = (¬xn ∧ f1)∨ (xn ∧ f2) = (¬xn ∧ f1)⊕ (xn ∧ f2)⊕ (¬xn ∧ f1 ∧ xn ∧ f2)
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Последнее слагаемое равно 0, так как ¬xn ∧ xn тождественно ложно. Про-
должая преобразования, получим, что f1 ∗ f2 = f1 ⊕ xn(f1 ⊕ f2). Далее
проведем преобразования для (f1 ∗ f2)p.

(f1 ∗ f2)p = (f1 ⊕ xn(f1 ⊕ f2))p = fp
1 ⊕ (xn(f1 ⊕ f2))p = fp

1 ⊕ xn(fp
1 ⊕ fp

2 )

Это преобразование позволяет нам свести вычисление fp к вычислению fp
1

и fp
2 , арность которых меньше.
Соответственно, алгоритм заключается следующем преобразовании таб-

лицы истинности. Таблица истинности выписывается в строку. После этого
выполняется n итераций, где n – арность функции. В течение итерации
i таблица разбивается на блоки размера 2i, после чего к каждому четно-
му блоку прибавляется предыдущий нечетный. После последней итерации,
получается таблица истинности fp, по которой выписывается полином же-
галкина в соответствии с определением.

Например, рассмотрим функцию f(x, y, z) = (x → y)⊕ z. Выпишем таб-
лицу истинности и проведем итерации алгоритма.

1 0 1 0 0 1 1 0

1 1 1 1 0 1 1 1

1 1 0 0 0 1 1 0

1 1 0 0 1 0 1 0

Выписываем полином Жегалкина:

x0y0z0 ⊕ x0y0z1 ⊕ x1y0z0 ⊕ x1y1z0,

или, упрощая
1⊕ z ⊕ x⊕ xy.

Нетрудно видеть, что этот полином действительно является полиномом
Жегалкина для функции (x → y)⊕ z.

4 Алгоритмы проверки линейной разделимо-
сти булевых функций

На основе теоремы 3.2 можно разработать Алгоритм 1, который по образую-
щим конусамH(f1) иH(f2) будет строить образующие конусы для G(f1∗f2).

Пусть H = H(f1) ∩H(f2), а f = f1 ∗ f2. Пусть A ∈ H.
Рассмотрим интервалы I(f1, A) = [a1, b1] и I(f2, A) = [a2, b2]. Как видно

из доказательства теоремы 3.2, для любых (u, t) таких, что u + t ∈ [a2, b2],
u − t ∈ [a1, b1] веса (u;A; t) будут реализовывать f , но, возможно, нестро-
го. Множество всех таких пар (u, t) является выпуклым, и его вершины
определяются так:
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I1(A) =
(

b2+b1
2 , b2−b1

2

)
I2(A) =

(
b2+a1

2 , b2−a1
2

)
I3(A) =

(
a2+b1

2 , a2−b1
2

)
I4(A) =

(
a2+a1

2 , a2−a1
2

)
Это выпуклое множество обозначим как R(A).
Через λR(A) + µR(B) обозначим четырехугольник, вершины которого

получаются как конические комбинации соответствующих вершин. Из лем-
мы 3.3 непосредственно следует, что R(λA + µB) = λR(A) + µR(B). Это
следует из леммы 3.3.

Теперь вспомним, что H является пересечением конусов, и, следователь-
но, сам является конусом с конечным числом образующих H1, . . . ,Hm. По
теореме 3.2, только векторы из этого конуса могут выступить как реализа-
торы функции f . Любой из этих векторов можно записать как коническую
Hi, и в этом случае дополнительные координаты (u, t) будут внутри соответ-
ствующей конической комбинации R(Hi). Следовательно, можно записать
систему образующих для G(f) в виде Gi,j = (Ci,j ;Hj ;Di,j), где i = 1 . . . 4,
j = 1 . . .m, Ci,j – первая координата вектора Ii(Hj), Di,j – вторая коорди-
ната того же вектора.

Обозначим множество всех линейно-разделимых n-арных функций че-
рез N(n), а всех линейно-разделимых функций – через N. На основании
изложенных выкладок сформулируем алгоритм A, порождающий список
функций из N(n) по имеющемуся списку функций из N(n − 1). А именно,
этот алгоритм пробегает все пары функций из N(n− 1) и строит для каж-
дой пары функций их конкатенацию. Если конкатенация является линейно-
разделимой, то функция вносится в выходной список. В последующих пара-
графах мы изучим некоторые дополнительные свойства линейно-разделимых
функций, которые позволят нам существенно сократить этот алгоритм.

4.1 Сокращение алгоритма за счет отрицаний аргумен-
тов

Рассмотрим метод сокращения перебора за счет отбрасывания немонотон-
ных функций. Покажем, что все функции из N являются монотонными с
точностью до отрицаний аргументов. Для этого нам понадобится следую-
щее утверждение.

Лемма 4.1. Пусть T1(n) – множество векторов с положительными ве-
сами. Тогда функция f ∈ N(n) является монотонной тогда и только то-
гда, когда существует вектор A из T1(n), реализующий f .

Доказательство. Необходимость. Пусть f реализуется вектором A, ai > 0.
Расмотрим векторы X, Y такие, что X ≺ Y и X непосредственно предше-
ствует Y . Тогда для некоторой координаты i верно, что yi = 1 и xi = −1, а
для любой координаты j, j 6= i выполняется yj = xj . Тогда A·Y = A·X+2ai.
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Следовательно, A · Y > A · X, поскольку ai > 0. Отсюда вытекает, что
f(Y ) ≥ f(X). Поэтому f – монотонна.

Достаточность. Аналогично доказывается, что если ai < 0, то f антимо-
нотонна по i-ому аргументу. Если же существуют векторы A, B, реализую-
щие f , причем ai < 0 < bi, то функция, очевидно, не зависит существенно
от i-ого аргумента.

Теорема 4.1. Пусть f ∈ N(n). Тогда существует монотонная функция
g ∈ N(n) и α1, . . . , αn ∈ {¬, ε} такие, что f = g(α1x1, . . . , αnxn).

Доказательство. Пусть A – реализующий вектор для f , a0 – вес актива-
ции. Тогда через g обозначим функцию, которую реализует вектор A′ =
(|a1|, . . . , |an|) с тем же весом активации a0 – по лемме 1, g является моно-
тонной. Пусть αi = ε, если ai ≥ 0, и αi = ¬ в противном случае. Через X ′

обозначим вектор (αixi, . . . , αnxn). Рассмотрим цепочку тождеств:

f(X) ≡ sign(a0 + A ·X) ≡ sign(a0 + A′ ·X ′) ≡ g(α1xi, . . . , αnxn).

Первое и последнее тождество верны, поскольку f и g реализуются векто-
рами A и A′, а промежуточное – поскольку aixi = |ai| sign(ai)xi = a′ix

′
i

Подмножества N и N(n), состоящие из монотонных функций, обозначим
через N1 и N1(n) соответственно. Из теоремы 4.1 следует, что мы можем
ограничить A на класс N1, а прочие функции можно получить, при необ-
ходимости, применением отрицаний.

Теорема 4.2. Если f1 ∗ f2 ∈ N1, то f1, f2 ∈ N1.

Доказательство. Поскольку f1 ∗ f2 ∈ N, по лемме 4.1 существует вектор
A с положительными компонентнами, реализующий f1 ∗ f2. Представим A
в виде A = (B; an). По теореме о конкатенации B ∈ H(f1) ∩ H(f2). Сле-
довательно, B ∈ H(f1). Согласно лемме 4.1, f1 – монотонна, аналогично
доказывается монотонность f2.

Из теоремы 4.2 следует, что для получения N1(n) достаточно перебирать
конкатенации пар функций из N1(n − 1). Соответственно, формулируется
алгоритм A1, который перебирает пары функций из входного списка N1(n−
1), а также не включает в выходной список функции не из N1(n).

4.2 Сокращение алгоритма за счет порядка аргументов
Покажем теперь, каким образом можно отказаться от порождения функ-
ций, отличающихся лишь перестановкой аргументов. Введем понятие ранга
i-ого аргумента:

ri = |{(x1, . . . , xn) : xi = 1 ∧ f(x1, . . . , xn) = 1}| .

Зафиксируем две выбранные координаты i и j, i < j. Запись [a, b, Z], где
a, b – числа, а Z – (n−2)-мерный вектор будет обозначать вектор (x1, . . . , xn),
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где xi = a, xj = b, а все прочие координаты записаны в векторе Z в поряд-
ке возрастания. Запись f [a, b, Z] будет обозначать запись f(x1, . . . , xn) для
координат соответствующего X.

Лемма 4.2. Пусть f ∈ N1.
1. Если существует Z такой, что f [0, 1, Z] < f [1, 0, Z], то: a) для лю-

бого Z ′ справедливо f [0, 1, Z ′] ≤ f [1, 0, Z ′]; b) для любого A ∈ H(f) выпол-
няется ai > aj; c) ri > rj.

2. Если существует Z такой, что f [0, 1, Z] > f [1, 0, Z], то справедливы
выводы, обратные выводам первого пункта.

3. Если Z ни для первого, ни для второго пункта не существует, то
первые два аргумента перестановочны.

Доказательство. Докажем первый пункт, применяя рассуждения, близкие
к использованным в доказательстве теоремы 4.1. Пусть необходимый Z су-
ществует. Пусть A – реализующий вектор f , и A = [ai, aj , B]. Поскольку
f [0, 1, Z] < f [1, 0, Z], то справедливо, что

−ai + aj + B · Z < ai − aj + B · Z.

Следовательно, ai > aj , что доказывает вывод 1.b. Поэтому для любого Z ′

справедливо
−ai + aj + B · Z ′ < ai − aj + B · Z ′.

Из этого вытекает, что f [0, 1, Z ′] ≤ f [1, 0, Z ′], что доказывает вывод 1.a.
Рассмотрим теперь ранги аргументов i и j. Из 1.a. следует, что если

f [0, 1, Z ′] = 1, то и f [1, 0, Z ′] = 1. Следовательно, ri ≥ rj . Но из условия
существует Z такой, что f [0, 1, Z ′] = 0 при f [1, 0, Z ′] = 1, следовательно,
ri > rj .

Второй пункт доказывается аналогично. Третий пункт очевиден.

Теорема 4.3. Для любой функции f можно построить функцию f ′ путем
сортировки аргументов в порядке неубывания ранга. Все такие сортиров-
ки дают одинаковые функции f ′.

Доказательство. Различные варианты сортироки по убыванию ранга от-
личаются лишь положением аргументов с одинаковыми рангами. Но такие
переменные перестановочны по лемме 4.2. Из этого следует, что различные
способы сортировки дают одинаковые функции. Следовательно, определе-
ние f ′ корректно.

Теорема 4.3 дает нам возможность рассматривать для функций из N1 ка-
ноническую форму, соответствующую перестановке аргументов в порядке
убывания ранга. Через N2 обозначим множество всех канонических функ-
ций, т.е. функций, совпадающих со своей канонической формой. Посколь-
ку сортировка переменных обратима, то любая функция из N1 получается
из своей канонической формы перестановкой аргументов. Поэтому имеет
смысл модифицировать A1 для порождения множества N2.
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Обозначим через T2 множество векторов из Rn с неотрицательными ком-
понентами, упорядоченными в порядке возрастания. Из леммы 4.2 непо-
средственно вытекает, что f ∈ N2 тогда и только тогда, когда существует
вектор A ∈ T2, реализующий функцию f .

Теорема 4.4. Если f1 ∗ f2 ∈ N2, то и f1, f2 ∈ N2.

Доказательство. Используя утверждение, что f1∗f2 реализуется вектором
из T2, доказательство данного утверждения проводится по схеме доказа-
тельства теоремы 4.2.

По аналогии с теоремами 4.1 и 4.2, теоремы 4.3 и 4.4 дают возможность
определить алгоритм A3, отличающийся от A2 тем, что он перебирает лишь
пары функций из N2, и включает в результат тоже лишь функции из N2.

4.3 Оценка вычислительной сложности алгоритмов
Рассмотрим теперь вычислительную сложность приведенных алгоритмов.
Пусть T (n) – время проверки принадлежности функции классу N(n), а
m1(n), m2(n), m3(n) – мощности соответственно N(n), N1(n), N2(n). Ясно,
что сложность изложенных алгоритмов составляет O(mi(n) · T (n)).

Для T (n) известна верхняя дважды экспоненциальная оценка. Однако,
на практике оказывается, что проверка осуществляется намного быстрее.
Также известно, что m1(n) = 2Θ(n2) [?]. Из теорем 4.1 и 4.3 непосредственно
вытекает, что m2 ≈ m1(n)

2n , а m3(n) ≈ m2(n)
n! . Приведенные оптимизации поз-

воляют существенно сократить время вычислений, в частности, вычисления
для арности 7 занимают примерно 1,5 часа времени работы персонального
компьютера [?].

5 Классификация линейно-разделимых функ-
ций

В этом разделе мы обобщим приведенные свойства линейно-разделимых бу-
левых функций. Как мы уже показали, любая линейно-разделимая функ-
ция может быть сведена к монотонной, и любая монотонная – к кано-
нической. Мы продолжим эти сведения и укажем метод классификации
линейно-разделимых булевых функций на основании этого подхода.

5.1 Основные определения
Рассмотрим n-мерный вектор X = (x1, . . . , xn) и индексное множество M =
{m1, . . . ,mk}, 1 ≤ mi ≤ n. Проекцией X на M назовем вектор X|M =
(xm1 , . . . , xmk

). Дополнительным индексным множеством M̄ называется та-
кое множество, для которого M ] M̄ = {1, . . . , n}. Наконец, если |M | = k,
Y ∈ Rk, Z ∈ R(n − k), V ∈ Rn, V |M = Y , V |M̄ = Z, то V называется
смешением Y и Z по M и обозначается как X ◦M Y .
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Пусть Ek – k-мерный вектор вида (1,−1, . . . ,−1), а Ok – k-мерный век-
тор вида (−1, 1, . . . , 1). Назовем булеву функцию нерегулярной на M , если
существуют Y1, Y2 такие, что f(Ek ◦M Y1) > f(Ok ◦M Y1) и f(Ek ◦M Y2) <
f(Ok ◦M Y2). В противном случае f регулярна на M . Функция f являет-
ся регулярной, если она регулярна на любом индексном множестве. Регу-
лярная функция f является инвариантной на M , если для всех X выпол-
няется f(Ek ◦M X) = f(Ok ◦M X). Наконец, регулярная и неинвариант-
ная функция является верхней на M , если для некоторого X выполняется
f(Ek ◦M X) > f(Ok ◦M X), и нижней в противном случае.

Обозначим через Nk(n) множество всех линейно-разделимых функций,
которые являются верхними либо инвариантными относительно всех M та-
ких, что |M | ≤ k. Очевидно, что это определение согласуется с ранее дан-
ными определениями N1(n) и N2(n).

Построим теперь множества T3(n), T4(n), . . . как продолжение серии T1(n), T2(n).
А именно, Tk(n) есть подмножество Tk−1(n) такое, что для любого A ∈
T2(n) выполняется:

ai ≥
k∑

j=1

ai+j .

5.2 Свойства множеств Nk(n)

Рассмотрим некоторые важные для построения классификации свойства
множеств Nk(n).

Теорема 5.1.

1. Всякая линейно-разделимая функция регулярна на любом индексном
множестве M .

2. Для того, чтобы функция принадлежала к Nk(n) необходимо и до-
статочно, чтобы она реализовывалась вектором из Tk(n).

3. Если f1 ∗ f2 ∈ Nk(n), то f1, f2 ∈ Nk(n− 1).

Доказательство.
1. Рассмотрим линейно-разделимую функцию f , которая реализуется

произвольным вектором A, и произвольное индексное множество M . Пусть
A = B ◦M C. Предположим, что существуют Y1, Y2 такие, что f(Ek ◦M Y1) >
f(Ok ◦M Y1) и f(Ek ◦M Y2) < f(Ok ◦M Y2).

Рассмотрим произведение A·(Ek◦MY1). Представим A в виде A = B◦MC,
в этом случае

A · (Ek ◦M Y1) = (B ◦M C) · (Ek ◦M Y1) = B · Ek + C · Y1.

Аналогично, A · (Ok ◦M Y1) = B · Ok + C · Y1. Поскольку f(Ek ◦M Y1) >
f(Ok ◦M Y1), то A · (Ek ◦M Y1) > A · (Ok ◦M Y1), а значит, B · Ek > B · Ok.
С другой стороны, проводя аналогичные рассуждения для Y2, приходим к
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выводу, что B · Ek < B · Ok, что является противоречием. Следовательно,
любая линейно-разделимая функция регулярна.

2. Для того, чтобы функция была верхней либо инвариантной на M , по
определению требуется, чтобы f(Ek ◦M X) ≥ f(Ok ◦M X) для всех X. Это
происходит тогда и только тогда, когда некоторый реализующий вектор A =
B ◦M C обладает свойством A · (Ek ◦M X) ≥ A · (Ok ◦M X), что выполняется
тогда и только тогда, когда B · Ek ≥ B ·Ok.

Поскольку B · Ek = b1 − b2 − . . . − bk, а B · Ok = −b1 + b2 + . . . + bk,
получаем, что

b1 > b2 + . . . + bk.

Поскольку это должно быть справедливо для любого M , выберем се-
рию M1, . . . ,Mr таких, что Mi содержит k последовательно возрастающих
натуральных чисел, начиная с i. В этом случае, получаем ограничения:

ai ≥
k∑

j=1

ai+j ,

которые являются определением множества Tk(n). Понятно, что для любых
других индексных множеств приведенных ограничений достаточно для вы-
полнения требования к функции быть инвариантной либо верней.

3. Доказательство аналогично приведенным ранее для монотонных и
канонических функций. Поскольку H(f1 ∗ f2)∩Tk(n) содержит внутренние
точки, то и H(f1) ∩ Tk(n − 1) содержит внутренние точки, а значит, f1 ∈
Nk(n− 1).

Уже было установлено, что N1(n) состоит из монотонных линейно-разделимых
функций, N2(n) – из канонических. Изучим множества Nn−1(n) и Nn(n).
Пусть ti,n – булева функция от n аргументов, в таблице истинности которой
в первых i строках находятся значения «ложь», а в остальных – «истина».
Пусть qn – n-арная булева функция, полученная конкатенацией (n − 1)-
арной конъюнкции и (n− 1)-арной дизъюнкции.

Теорема 5.2. Множество Nn(n) равно множеству функций ti,n для всех
i от 0 до 2n.

Доказательство. Поскольку множество Nn(n) верхнее по всем индексным
множествам, это означает, что:

ai ≥
n∑

j=i+1

aj .

Минимальной последовательностью, обладающей таким свойством, оче-
видно является последовательность вида B = (16, 8, 4, 2, 1). Увеличение лю-
бой компоненты такой последовательности ведет к увеличению всех преды-
дущих. Понятно, что при умножении подобного вектора B на вектор аргу-
ментов булевой функции X получается двоичное число, соответствующее

23



этому набору аргументов в смысле числа в двоичном виде – b(X). Отсюда
немедленно вытекает, что f(Y ) ≥ f(X), если b(X) < b(Y ). А значит, все эти
функции имеют вид ti,n.

5.3 Построение классификации
Для завершения продолжения идей, примененных для анализа монотон-
ных и канонических функций, необходим способ приведения произвольной
функции к функции из Nk(n). Рассмотрим следующие функционалы:

[ξ,M ]f(X ◦M Y ) =

 f(X ◦M Y ) , X 6= Ek, X 6= Ok

f(Ek ◦M Y ) , X = Ok

f(Ok ◦M Y ) , X = Ek

,

[ζ, M ]f(X ◦M Y ) =
{

[ξ,M ]f, если f нижняя на M
f, иначе .

В частности, ξ[f, {i}] эквивалентно отрицанию i-ого аргумента, а ξ[f, {i, j}]
– перестановке i-ого и j-ого аргументов.

Назовем функцию (ζ, k)-замкнутой, если для любого M , |M | ≤ k, f ′ =
[ζ, M ]f и f ′ либо равна f , либо не является линейно-разделимой. По опреде-
лению, все функции из Nk(n) являются (ζ, k)-замкнутыми. Наконец, функ-
ция является ζ-замкнутой, если она (ζ, k)-замкнута для k = n.

Рассмотрим произвольную не ζ-замкнутую функцию. По определению,
существует M такое, что f ′ = [ζ, M ]f является линейно-разделимой функ-
цией, причем f ′ 6= f . Если f ′ не ζ-замкнутая, то она может быть приведена
к следующей функции, и так далее. Докажем, что в подобной цепочке пре-
образований невозможны циклы.

Теорема 5.3. Пусть f1, . . . , fm – произвольные не ζ-замкнутые функции,
причем fi = [ζ, M ]fi−1 для некоторого M . Тогда для любых i 6= j, fi 6= fj.

Доказательство. Рассмотрим произвольную функцию f , нижнюю на M . В
ходе применения [ζ, M ] преобразования, функция меняет значения f(Ek ◦M

X) на f(Ok ◦M X) для всех X. Поскольку по условию f нижняя на M , то
f(Ek ◦M X) ≤ f(Ok ◦M X), причем для некоторого X неравенство строгое.

Рассмотрим числа b(Ek ◦M X) и b(Ok ◦M Y ), соответствующие пред-
ставлению вектора в виде двоичного числа. Поскольку b(Ek) > b(Ok) по
определению Ek и Ok, то и b(Ek ◦M X) > b(Ok ◦M X). Таким образом, в
таблице истинности значение «истина» на i-ой строке поменялось местами
со значением «ложь» на j строке, причем i < j. При этом, никакое значение
«истина» не переместилось на строку с меньшим номером.

Рассмотрим теперь число d(f), которое равно числу, двоичная запись
которого располагается в таблице истинности f , считая вернхюю строчку
младшим разрядом. В силу вышеприведенных фактов, очевидно что для
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всех функций fi из условия выполняется d(fi+1) > d(fi). Следовательно,
циклы в цепочке преобразований невозможны.

Таким образом, любая функция может быть приведена к некоторой
ζ-замкнутой функции. В связи с этим мы можем рассматривать область
функции f – Area(f), которое определено как множество всех функций,
которые могут быть приведены к f путем применения ζ функционалов.

Примеры ζ-замкнутых функций уже были рассмотрены: это функции
ti,n, составляющие множество Nn(n).

Теорема 5.4.

1. Если f ∈ Area(ti,n), то f имеет i ровно ложных значений в таблице
истинности.

2. Для различных i, j, Area(ti,n) и Area(tj,n) не пересекаются.

Доказательство.
1. На основе доказательства теоремы 5.3 очевидно, что при применении

ζ преобразования количество ложных значений в таблице истинности не из-
меняется. Поскольку ti,n имеет i ложных значений, то и любая f ∈ Area(ti,n)
также должна иметь i ложных значений.

2. Непересечение областей очевидно следует из предыдущего пункта.

Обозначим через R(n) объединение
⋃

Area(ti,n) для всех i, через R –
объединение всех R(n). В этом случае, для R(n) справедлива следующая
теорема.

Теорема 5.5. Для любой функции из f ∈ R(n)∩Nk(n) существует функ-
ция g ∈ R(n)∩Nk+1(n) и цепочка ζ-преобразований такая, что она приво-
дит f к g.

Доказательство. Поскольку любая функция из R(n) может быть приве-
дена к ti,n, а все ti,n принадлежат Nk(n) при всех k, теорема очевидно
справедлива.

Таким образом, на основании этой теоремы мы можем схематично изоб-
разить структуру множества R:

R1(1) ∗→ R1(2) ∗→ R1(3) ∗→ R1(4) ∗→ . . .
↓ ζ ↓ ζ ↓ ζ

R2(2) ∗→ R2(3) ∗→ R2(4) ∗→ . . .
↓ ζ ↓ ζ

R3(3) ∗→ R3(4) ∗→ . . .
↓ ζ
. . .
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Стрелки, помеченные ∗, указывают на то, что один класс может быть по-
лучен из другого путем применения конкатенации, а стрелки, помеченные
ζ – что функции первого класса сводятся к другому ζ-преобразованиями.

В настоящий момент неизвестно, верно ли что R = N. В ходе вычисли-
тельного эксперимента, основанного на идеях второй главы, были получены
списки всех линейно-разделимых функций арности до семи включительно,
и было установлено, что R(n) = N(n) для всех n < 8. В то же время,
доказательство равенства для всех n не получено.

Однако, даже в случае, если N 6= R, это означает лишь, что множество
ζ-замкнутых функций расширяется некоторыми новыми функциями. Об-
ласти этих функций, совместно с R, позволяют породить все N. Поэтому
примененнымй нами метод остается возможным и в случае, если R 6= N, и в
данном случае исследование и классификация линейно-разделимых функ-
ций сводится к исследованию нетривиальных ζ-замкнутых функций.

6 Линейно-порожденные частичные
В этом разделе мы рассмотрим обобщение линейно-порожденных порядков.
До сих пор все линейно-порожденные порядки, которые мы рассматрива-
ли, являлись линейными, т.е. элементы носителя L выстраивались в ряд.
Однако, возможно также изучение частичных порядков, в которые выстра-
иваются элементы L.

Под частичным порядком будем понимать транзитивное и рефлексив-
ное отношение на L. Отметим, что мы не требуем от нашего отношения
антисимметричности. Порядки будем обозначать строчными латинскими
буквами. Если X предшествует Y в отношении a, мы будем писать X ≺a Y .

Частичный порядок a на L, наведенный некоторым множеством векто-
ров A ⊂ Rn, определяется следующим образом: X ≺a Y тогда и только
тогда, когда для всех A ∈ A выполняется A · X ≤ A · Y . Отметим, что
в этом определении мы используем нестрогие неравенства. Частичный по-
рядок является линейно-порожденным частичным порядком (ЛПЧП), если
существует множество векторов, порождающее его. ЛПЧП, порожденный
наборов векторов A, обозначается через Lipo(A). Cone(a) обозначает наи-
большее по включению множество векторов, порождающее данный поря-
док. Нас будут интересовать только полные множества, наводящие ЛПЧП,
т.е. такие множества, для которых Cone(Lipo(A)) = A. О таких полных
множествах можно сформулировать следующую лемму.

Лемма 6.1. Для того, чтобы множество векторов A являлось полным
множеством, наводящим ЛПЧП необходимо и достаточно, чтобы оно
является решением системы неравенств, состоящей из неравенств вида
A ·X ≤ A · Y , где A – неизвестный вектор, X, Y ∈ L.

Доказательство. Проверим необходимость. ПустьA является полным мно-
жеством, наводящим некоторый ЛПЧП a. Покажем, что оно является ре-
шением системы неравенств заданного вида. Построим такую систему. Если
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X ≺a Y , то в систему внесем неравенство A ·X ≤ A · Y . Пусть множество
решений этой системы B. Докажем, что A = B.

Проверим, что A ⊂ B. Пусть A ∈ A. Это означает, что для любых X и
Y , если X ≺a Y , то A ·X ≤ A ·Y . Раз так, то A является решением системы
неравенств, и следовательно, a ∈ B. Аналогично доказывается, что B = A.

Проверим достаточность. Пусть A является решением системы нера-
венств вида A · X ≤ B · Y . Покажем, что A наводит некоторый ЛПЧП
a. Определим отношение ≺a следующим образом: X ≺a Y , если для всех
A ∈ A выполняется что A·X ≤ A·Y . Очевидно, это отношение рефлективно
и транзитивно, а значит, c является частичным порядком.

Поймем теперь, что A является полным множеством, которое порожда-
ет этот ЛПЧП. Рассмотрим отношение ρ, такое что XρY тогда и только
тогда, когда неравенство A ·X ≤ A · Y входит в систему. Очевидно, что ≺c

является рефлексивно-транзитивным замыканием ρ. Добавление в систему
неравенства A·X ≤ A·X не меняет решения системы. Добавление в систему
неравенства A ·X ≤ A ·Z, если неравенства A ·X ≤ A ·Y и A ·Y ≤ A ·Z так-
же не меняет решения. Поэтому система, соответствующая отношению ≺c,
эквивалентна по множеству решений системе, соответствующей ρ. Таким
образом, если A является решением исходной системы, то он и является
решением системы для ЛПЧП, а значит, является полным.

Следствие 6.1. Полное множество, порождающее ЛПЧП, является за-
мкнутым конусом с конечным числом образующих.

Изучим теперь структуру всех ЛПЧП на некотором множестве L. Через
L1 обозначим множество ЛПЧП, соответствующих линейно-порожденным
линейным порядкам. Более формально, пусть A является открытым ко-
ническим множеством, порождающим линейный порядок. Через 〈A〉 обо-
значим замыкание A по предельным точкам. Для любого A, наводящего
линейный порядок, порядок Lipo(〈A〉) будет являться элементом L1. Кор-
ректность этого определения докажем в следующем предложении.

Предложение 6.1. Пусть A является конусом, порождающим некото-
рый ЛПП. Тогда A является полным множеством, порождающим ЛПЧП.

Доказательство. ЛПП описывается некоторой системой линейных нера-
венств, и решение этой системы, очевидно, 〈A〉. Напоминаем, что в решение
включаются граничные точки, поскольку неравенства нестрогие. Тогда по
лемме 6.1, 〈A〉 является полным множеством.

Введем оператор инфинума на множестве ЛПЧП. Будем говорить, что
c является нижней границей a и b, т.е. c = a∧ b, тогда и только тогда, когда
Cone(c) = Cone(a)∩Cone(b). Пример такой операции изображен на рисунке.
Для наглядности, пример приведен не для ЛПП, а для меньших частичных
порядков. Здесь и далее на мы соединяем стрелками только элементы, свя-
занные отношением покрытия, опуская транзитивные следствия.
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Пример инфинума для ЛПЧП.

Докажем корректность этого определения следующим предложением.

Предложение 6.2. Для любых двух ЛПЧП a и b, a ∧ b также является
ЛПЧП.

Доказательство. По лемме 6.1, множества Cone(a) и Cone(b) являются ре-
шениями систем линейных неравенств Ma и Mb, состоящей из неравенств
вида A · X ≤ A · Y , X, Y ∈ L. Обозначим через C пересечение Cone(a)
и Cone(b). Очевидно, C является решением системы линейных неравенств,
которая составлена из всех неравенств Ma и Mb. Тогда по лемме 6.1, C
является множеством, наводящим ЛПЧП.

Через L2 будем обозначать наименьшее множество, содержащее L1 и
замкнутое относительно операции инфинума.

Предположим, что мы ищем инфинум в двух порядков a и b, и для
некоторых X, Y верно, что X ≺a Y и Y ≺b X. В этом случае для всех
A ∈ Cone(a) справедливо, что A · X ≤ A · Y , а для всех B ∈ Cone(b) –
что B ·X ≥ B · Y . Отсюда следует, что для любого C ∈ Cone(a) ∩ Cone(b)
выполняется C · X = C · Y . В данном случае мы говорим, что порядок
a ∧ b склеивает точки X и Y . Очевидно, что множества склеенных точек
образуют разбиение множества L.

Пусть (K1, . . . ,Km) – некоторое разбиение L, т.е. Ki ∈ 2L,
⋃m

i=1 Ki = L
и для различных i, j множества Ki и Kj не пересекаются. Будем называть
такое разбиение структурой склеивания, если существует вектор A такой
что:

1. для любого i, для любых X, Y из Ki, A ·X = A · Y

2. для различных i, j, для любых X ∈ Ki и Y ∈ Kj выполняется что
A ·X 6= A · Y .

Иначе говоря, структура склеивания – это такое разбиение точек, что суще-
ствует некоторый вектор, склеивающий точки из одного класса структуры,
и не склеивающий точки из различных классов. Будем называть структуру
склеивания нетривиальной, если хотя бы один из ее классов не пуст. Бу-
дем говорить, что ЛПЧП a соответствует структуре склеивания, если для
всех пар X, Y таких что X, Y ∈ Ki для некоторого i верно, что X ≺a Y и
Y ≺a X.
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Теорема 6.1. Пусть A – множество всех ЛПЧП над L, которые удо-
влетворяют структуре склеивания (K1, . . . ,Km). Тогда существует m-
элементное множество L′ и линейное отображение ϕ, удовлетворяющие
следующему свойству. Если A′ – множество всех ЛПЧП над L′, то для
любого a ∈ A существует a′ ∈ A′, что ϕ(Cone(a)) = Cone(a′).

Доказательство. Пусть U – гиперплоскость, определяемая системой урав-
нений

{ A ·X = A · Y,

где X, Y пробегают всевозможные пары векторов внутри классов разбие-
ния, т.е. X, Y ∈ Ki, для i = 1, . . . ,m. Пусть V – ортогональное дополнение
для U . Тогда Rn можно разложить в прямую сумму ортогональных подпро-
странств. Рассмотрим вектор X ∈ L. Поскольку L ⊂ Rn, то X может быть
представлен в виде X = Xu + Xv, где Xu ∈ U , Xv ∈ V.

Пусть a – ЛПЧП из A. Очевидно, что Cone(a) ⊂ U . Рассмотрим A ∈
Cone(a). При скалярном умножении на X ∈ L получаем:

A ·X = A · (Xu + Xv) = A ·Xu + A ·Xv = A ·Xu,

поскольку Xv ∈ V и следовательно Xv ⊥ A. Таким образом, при рассмотре-
нии ЛПЧП, соответствующий структуре склеивания, X может быть заме-
нен на Xu. Очевидно, что если X, Y ∈ Ki, то Xu = Yu. Определим теперь
L′ = {Xu : X ∈ L}. Понятно, что поскольку для X, Y из одного класса
разбиения Xu = Yu, то |L′| = m.

Пусть (U1, . . . , Uk) – базис U , а (E1, . . . , Ek) – естественный базис Rk.
Пусть ϕ : Rn → Rk, определенная только на U . Тогда определим ϕ следую-
щим образом:

ϕ(X) = ϕ(x1U1 + x2U2 + . . . + xkUl) = x1E1 + x2E2 + . . . + xkEk.

Понятно, что таким образом определенная является линейным биективным
отображением U на Rk.

Из доказательства теоремы также непосредственно вытекает следующее
предложение.

Предложение 6.3. Если ЛПЧП a соответствует нетривиальной струк-
туре разбиения, то Cone(a) не содержит внутренних точек в Rn.

Теорема 6.1 позволяет свести «вырожденные» ЛПЧП, т.е. ЛПЧП, кону-
сы которых не содержат внутренних точек, к невырожденным ЛПЧП на
другом множестве.

Введем теперь на множестве ЛПЧП операцию супремума. А именно,
a ∨ b является ЛПЧП таким, что множество, его образующее является ми-
нимальным замкнутым коническим множеством, содержащее конусы a и b
и являющееся объединением конусов из L2.
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Теорема 6.2. Пусть a и b – ЛПЧП. Тогда a ∨ b также является ЛПЧП.

Доказательство. Проведем сначала доказательство для невырожденных
ЛПЧП, т.е. ЛПЧП, конусы которых имеют внутреннюю точку.

Сначала покажем, что a ∨ b всегда определено. Действительно, Rn яв-
ляется замкнутым коническим множеством, которое содержит конусы для
любых a и b. По теореме 2.2, Rn разбивается на конусы ЛПП и их граничные
точки. Следовательно, по предложению 6.1, Rn разбивается на множество
конусов ЛПЧП, которые соответствуют ЛПП. Все ЛПЧП, соответствующие
ЛПП, по определению принадлежат L1, следовательно, принадлежат и L2.

Теперь покажем, что если A является замкнутым коническим множе-
ством и является объединением конусов из L2, то A является полным мно-
жеством, наводящим ЛПЧП. По лемме 6.1, множество является полным
множеством, если оно является решением системы уравнений вида A ·X ≤
A · Y , X, Y ∈ L. Покажем, что A является таким решением.

В самом деле, поскольку L2 конечно для любого конечного L, то A яв-
ляется объединением конечного числа множеств. Это означает, что любая
граница A является границей какого-либо конуса из L2. Но конусы из L2

ограничиваются только гиперплоскостями, соответствующими уравнениям
вида A ·X = A · Y . Поскольку A также является коническим множеством,
то его границы тоже являются такими гиперплоскостями. Тогда A является
решением системы уравнений требуемого вида.

Наконец, докажем единственность минимального замкнутого коническо-
го множества, которое является объединением конусов из L2 и содержит два
данных конуса. В самом деле, пусть A и B – два различных множества, удо-
влетворяющих этому требованию. Тогда A ∩ B также удовлетворяет этому
требованию, что означает, что A и B не минимальны, т.к. A ∩ B ⊂ A и
A ∩ B ⊂ B.

Рассмотрим теперь доказательство для вырожденных ЛПЧП. Пусть a,
b – вырожденные ЛПЧП, и A – минимальная гиперплоскость в Rn, содер-
жащая Cone(a) и Cone(b). Если A = Rn, то доказательство проводиться
по схеме доказательства для невырожденных ЛПЧП. Если же A облада-
ет меньшим рангом, чем n, то требуется другая схема, потому что на A
отсутствуют конусы ЛПП.

Однако, по теореме 6.1, существует линейное отображение из A в Rk и
множество L′, причем |L′| < |L|, такие, что конус любого ЛПЧП в A пере-
водится с помощью ϕ в конус ЛПЧП на L′. Пусть a′ и b′ – ЛПЧП над L′,
соответствующие a и b. Возможно два варианта. В первом случае, a′ ∧ b′

является невырожденным ЛПЧП над L′, и тогда можно провести доказа-
тельство для невырожденных ЛПЧП a′ и b′ уже существующим способом, и
затем отобразить положить a∨ b = ϕ−1(a′∨ b′). Если же a′∨ b′ является вы-
рожденным, то существует L′′ меньшей размерности, чем L′ такое, что a′, b′

сводятся к ЛПЧП a′′, b′′ над L′′. В данном случае мы проводим индукцию
по мощности множеств L, L′, L′′, поскольку 0 < . . . < |L′′| < |L′| < |L|.

Пример операции ∨ изображен на следующем рисунке.
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Пусть L3 минимальное множество, содержащее L2 и замкнутое относи-
тельно операции супремума и инфинума.

Теорема 6.3. L3 состоит из всех ЛПЧП, и только из них.

Доказательство. Сначала убедимся, что L3 содержит только ЛПЧП. В
самом деле, любой элемент L3 может быть получен из конусов ЛПП (из
которых состоит L1) с помощью операций ∨ и ∧. Если a, b – ЛПЧП, то a∨ b
и a ∧ b – ЛПЧП. Следовательно, в L3 содержаться лишь ЛПЧП.

Покажем теперь, что любой невырожденный ЛПЧП может быть полу-
чен из ЛПП с помощью операции ∨. Докажем следующий факт: пусть A
– конус, наводящий некоторый ЛПП без граничных точек, b – некоторый
невырожденный ЛПЧП, B = Cone(b). Тогда либо A ⊂ B, либо A ∩ B = ∅.

В самом деле, пусть A∩B = C, C 6= ∅ и в то же время C 6= A. Рассмотрим
вектор A ∈ C и вектор B ∈ (A \ C). Поскольку A и B наводят одинаковый
линейный порядок (ведь A и B принадлежат A), то A ·X ≤ A ·Y ⇔ B ·X ≤
B ·Y . Но тогда B ∈ B, поскольку B – полное множество, наводящее ЛПЧП.

Таким образом, конус любого ЛПЧП либо целиком содержит конус ЛПП,
либо не пересекается с ним. Пусть для некотого невырожденного ЛПЧП
a, b1, . . . , bk – все ЛПЧП из L1, конусы которых целиком содержаться в
Cone(a). Тогда a = b1∨ . . .∨ bk. В самом деле, Cone(a) является коническим
множеством по следствию 6.1. Он содержит конусы Cone(b1), . . . ,Cone(bk),
и не содержит других внутренних точек. Понятно, что Cone(a) является
наименьшим множеством с подобными свойствами. Тогда по определению
операции ∨, a = b1 ∨ . . . ∨ bk.

Доказательство для вырожденных ЛПЧП проводится по индукции, схе-
ма которой приведена в предыдущей теореме.

Теорема 6.4. L3 с операциями ∨ и ∧ является решеткой.

Доказательство. Проверим для операций ∨ и ∧ свойства операций решет-
ки. Коммутативность и идемпотентность обеих операций. Доказательство
ассоциативности ∧ сводится к ассоциативности пересечения множеств, по-
скольку

a ∧ (b ∧ c) = Lipo(Cone(a) ∩ (Cone(b) ∩ Cone(c))) =

= Lipo((Cone(a) ∩ Cone(b)) ∩ Cone(c)) = (a ∧ b) ∧ c

Проверим законы поглощения. Рассмотрим a∨(a∧b). Поскольку Cone(a∧
b) = Cone(a)∩Cone(b), то Cone(a∧b) ⊂ Cone(a). Тогда очевидно, что Cone(a)
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является минимальным коническим множеством, содержащим Cone(a), и
следовательно, a ∨ (a ∧ b).

Рассмотрим теперь выражение a∧(a∨b). Поскольку Cone(a∨b) по опреде-
лению содежит Cone(a), то Cone(a)∩Cone(a∨b) = Cone(a), и следовательно,
a ∧ (a ∨ b) = a.

Покажем ассоциативность ∨. Докажем, что a∨(b∨c) является минималь-
ным коническим объединением конусов из L2 и содержит Cone(a), Cone(b) и
Cone(c). Доказательство этого факта, очевидно, докажет ассоциативность
∨.

Итак, пусть N = a ∨ (b ∨ c), а M – это минимальное коническое объ-
единение конусов из L2 такое, что оно содержит Cone(a),Cone(b),Cone(c).
Понятно, что N содержит Cone(a),Cone(b),Cone(c), а значит, N ⊂ M , по-
скольку M – минимальное множество, обладающее этим свойством.

Покажем теперь, что M ⊂ N . Докажем сначала, что Cone(a ∨ b) ⊂ M .
Пойдем от противного и предположим, что M не содержит Cone(a ∨ b).
Возьмем K = M ∩ Cone(a ∨ b). Поскольку M и Cone(a ∨ b) являются ко-
ническими множествами, составленными из конусов L2, то и K является
коническим множеством, составленным из L2. M и Cone(a ∨ b) содержат
Cone(a) и Cone(b), значит, и K тоже содержит Cone(a) и Cone(b). Но по-
скольку M не содержит Cone(a∨b), то K является строгим подмножеством
Cone(a∨b), а это невозможно, поскольку Cone(a∨b) – по определению мини-
мальное коническое множество, составленное из L2 и содержащее Cone(a)
и Cone(b). В результате мы пришли к противоречию.

Итак, Cone(a ∨ b) ⊂ M . Также по определению множества M , Cone() ⊂
M . Тогда M ⊂ N , поскольку N , по определению, минимальное множество,
содержащее Cone(a ∨ b) и Cone(c).

Покажем, что решетка (L3,∨,∧) является недистрибутивной. (!!!)

Итак, множество всех ЛПЧП представляет собой конечную решетку с
операциями ∨ и ∧. Приведем общее описание этой решетки в нотации гло-
буса. «Северным полюсом», т.е. наибольшим элементом, является ЛПЧП,
наводимый множеством Rn. В этом ЛПЧП, очевидно, любые два элемента
являются несравнимыми. В самом деле, если X ≺ Y тогда и только тогда,
когда для всех A из Rn выполняется что A ·X ≤ A · Y , то любые два раз-
личных элемента несравнимы. «Южным полюсом», т.е. наименьшим эле-
ментом, является ЛПЧП, наводимый множеством {0}. В этом ЛПЧП для
любых двух X, Y верно, что X ≺ Y и Y ≺ X.

Роль экватора выполняет множество L1, т.е. ЛПЧП, которые соответ-
ствуют ЛПП. Ниже экватора располагаются вырожденные ЛПЧП, и, сле-
довательно, область решетки ниже экватора содержит подрешетки, изо-
морфные решеткам ЛПЧП на других множества. Выше экватора лежат
все невырожденные ЛПЧП, в которых присутствуют несравнимые элемен-
ты. В частности, там лежат всевозможные ЛПЧП на подмножествах L,
например, всевозможные ЛПП на всех симплексных подмножествах L.

Нам представляется, что построение общего описания этой решетки для
произвольных множеств L весьма затруднительную. В то же время, для
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дальнейших исследований представляет интерес точное строение этой ре-
шетки на типовых множествах, в частности, на Bn.

6.1 ЛПЧП и функции
В этом разделе мы изучим взаимосвязь ЛПЧП и функций, которые реа-
лизуются одним нейроном. Введем понятие k-дольного ЛПЧП. ЛПЧП a на
носителе L является k-дольным, если L можно разбить на L1, . . . , Lk непере-
секающихся подмножеств, и для любых i < j, X ∈ Ki, Y ∈ Kj выполняется
X ≺a Y и не выполняется Y ≺a X.

Рассмотрим функцию активации qk(C1, . . . , Ck, x), определенную следу-
ющим образом:

qk(C1, . . . , Ck−1, x) =


1, x < C1

2, C1 ≤ x < C2

. . .
k − 1, Ck−2 ≤ x < Ck−1

k, Ck−1 ≤ x

Нейрон с весами (C;A), где C = (C1, . . . , Ck−1), A = (A1, . . . , An), рабо-
тающий по правилу

neu(X) = qk(C1, . . . , Ck−1, A ·X)

будем называть обобщенным персептроном.
Понятно, что функция qk может быть определена с другими выходны-

ми значениями. В общем случае, она выдает не числа 1, 2, 3, . . ., а числа
b1, b2, b3, . . .. Если числа bi попарно различны, то вычислительные возмож-
ности обобщенного персептрона, очевидно, сохраняются с точностью до за-
мены выходного значения. В этом случае, персептрон является частным
случаем обобщенного персептрона, где k = 2 и функция qk выдает значения
−1, 1. Мы упростили определение функции qk для облегчения изложения.

Пусть f – некоторая функция из L в {1, . . . , k}. Будем говорить, что
веса (C;A) реализуют функцию f , если f(X) реализуется обощенным пер-
септроном с весами (C;A). Для функции f можно ввести множества G(f),
H(f), и I(f,A) по аналогии с обычными персептрономи следующим обра-
зом. Множество G(f) – это множество всех (C;A) таких, что (C;A) реализу-
ют функцию f . Множество H(f) – множество всех A таких, что существует
C и (A;C) ∈ G(f). Наконец, множество I(f,A) – это множество всех C
таких, что (C;A) ∈ G(f). Для этих множеств можно сформулировать обоб-
щения лемм 3.1 и 3.2 следующим образом.

Теорема 6.5. Для любой функции f , G(f) и H(f) являются коническими
множествами с конечным числом образующих. Множество I(f) являет-
ся множеством вида [a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [ak−1, bk−1].

Доказательство. Пусть Ki = f−1(i), где f−1 – полный прообраз f . Постро-
им системы линейных неравенств для множеств G(f) и H(f). Множество
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H(f), очевидно, определяется системой линейных неравенств (1) вида:

{A ·X ≤ A · Y ,

где X ∈ Ki, Y ∈ Kj и i < j. H(f) является решением этой системы, и сле-
довательно H(f) – коническое множество с конечным числом образующих.

Множество I(f,A), где A ∈ H(f), определяется системой линейных
неравенств (2): 

C1 ≥ A ·X1 , X1 ∈ K1

C1 ≤ A ·X2 , X2 ∈ K2

C2 ≥ A ·X ′
2 , X ′

2 ∈ K2

C2 ≤ A ·X3 , X3 ∈ K3

. . .
Ck−1 ≤ A ·X ′

k−1 , X ′
k−1 ∈ Kk−1

Ck−1 ≤ A ·Xk , Xk ∈ Kk

Пусть ri = minX∈Ki
A ·X, si = maxX∈Ki

A ·X. Тогда понятно, что систему
можно записать в виде (3): 

C1 ≥ s1

C1 ≤ r2

C2 ≥ s2

C2 ≤ r3

. . .
Ck−1 ≥ sk−1

Ck−1 ≤ rk

Понятно, что решение для системы (3) соответствует приведенному в усло-
вии теоремы, т.е. I(f,A) = [s1, r1]× [s2, r3]× . . .× [sk−1, rk].

Системой для G(f,A) является объединение систем (1) и (2). Из этого
следует, что G(f) – коническое множество с конечным числом образующих.

ЛПЧП и функции, реализуемые персептроном, связывает следующая
теорема.

Теорема 6.6. Если функция f на носителе L реализуется персептроном,
то существует k-дольных ЛПЧП такой, что его доли определяются как
Ki = f−1(i), где f−1 – полный прообраз f .

Доказательство. Доказательство непосредственно следует из доказатель-
тельства предыдущей теоремы.
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Лекция 6. 
Классификация 
нейронных сетей.



Нейронные сети обычно различают по трем признакам:

структуре сети (типу связей между нейронами), 

особенностям моделей нейронов, 

особенностям обучения сети. 



По структуре нейронные сети можно разделить на 

неполносвязные, 

полносвязные, 

со случайными связями,

с регулярными связями, 

с симметричными связями, 

с несимметричными связями. 



Неполносвязные нейронные сети обычно описываются 
неполносвязным ориентированным графом. Их 
подразделяют на однослойные (простейшие перцептроны) 
и многослойные. 

Многослойные нейронные сети разделяют на сети с 
прямыми, перекрестными и обратными связями. В 
нейронных сетях с прямыми связями нейроны какого-либо 
слоя по входам могут соединяться только с нейронами 
предыдущих слоев. В нейронных сетях с перекресными
связями допускаются связи внутри одного слоя. В 
нейронных сетях с обратными связями ограничений на 
связи нет. 



По используемым на входах и выходах сигналам 
нейронные сети можно разделить на: 

аналоговые, 

бинарные. 



По моделированию времени нейронные сети одразделяются
на 

сети с непрерывным временем, 

сети с дискретным временем. 

Для программной реализации применяется как правило 
дискретное время. 



По способу подачи информации на входы нейронной сети 
различают: 

подачу сигналов на синапсы входных нейронов; 

подачу сигналов на выходы входных нейронов; 

подачу сигналов в виде весов синапсов входных нейронов; 

аддитивную подачу на синапсы входных нейронов. 



По способу съема информации с выходов нейронной сети 
различают: 

съем с выходов выходных нейронов; 

съем с синапсов выходных нейронов; 

съем в виде значений весов синапсов выходных нейронов; 

аддитивный съем с синапсов выходных нейронов.



По организации обучения разделяют обучение нейронных сетей 
с учителем и без учителя. 

При обучении с учителем предполагается, что есть внешняя 
среда, которая предоставляет обучающие примеры 
(значения входов и соответствующие им значения выходов) 
на этапе обучения или оценивает правильность 
функционирования нейронной сети и в соответствии со своими 
критериями меняет состояние нейронной сети или поощряет 
(наказывает) нейронную сеть, запуская тем самым механизм 
изменения ее состояния. 



Под состоянием нейронной сети, которое может изменяться, 
обычно понимается: 

веса синапсов нейронов;

веса синапсов и пороги нейронов (обычно в этом случае 
порог является более легко изменяемым параметром, чем веса 
синапсов); 

установление новых связей между нейронами (свойство 
биологических нейронов устанавливать новые связи и 
ликвидировать старые называется пластичностью). 



По способу обучения разделяют обучение по входам и по 
выходам. 

При обучении по входам обучающий пример представляет 
собой только вектор входных сигналов, а при обучении по 
выходам в него входит и вектор выходных сигналов, 
соответствующий входному вектору. 



По способу предъявления примеров различают предъявление 
одиночных примеров и множеств примеров. 

В первом случае изменение состояния нейронной сети 
(обучение) происходит после предъявления каждого примера. 
Во втором – после предъявления множества примеров на основе 
анализа сразу их всех. 



Из связанных определенным образом нейронов строится 
нейронная сеть с определенным количеством входов и выходов. 
Обычно в нейронной сети различают три типа нейронов: 

входной слой нейронов, 

выходной слой, 

скрытые слои нейронов. 

Многослойная нейронная сеть



Функционирование нейронной сети состоит из двух этапов: 

обучения сети адекватному реагированию на входную 
информацию, 

использования обученной сети. 

Обучение многослойной сети может осуществляться разными 
способами (в том числе способами не учитывающими 
многослойности структуры).

В обученной сети предполагается, что сигнал передается от слоя 
к слою, начиная с входного слоя.



Теоретически число слоев и число нейронов в каждом слое 
может быть произвольным, однако фактически оно 
ограничено ресурсами компьютера или специализированной 
микросхемы, на которых обычно реализуется нейронная сеть. 

Чем сложнее нейронная сеть, тем масштабнее задачи, 
подвластные ей. Выбор структуры нейронной сети 
осуществляется в соответствии с особенностями и 
сложностью задачи. Для решения некоторых отдельных типов 
задач уже существуют оптимальные, на сегодняшний день, 
конфигурации. 



Если задача не может быть сведена ни к одному из известных 
типов, разработчику приходится решать сложную проблему 
синтеза новой конфигурации. При этом он руководствуется 
несколькими основополагающими принципами: 

возможности сети возрастают с увеличением числа 
нейронов сети, 

возможности сети возрастают с увеличением плотности 
связей между нейронами, 

возможности сети возрастают с увеличением числа 
выделенных слоев, 

введение обратных связей наряду с увеличением 
возможностей сети поднимает вопрос о динамической 
устойчивости сети, 

сложность алгоритмов функционирования сети (в том 
числе, например, введение нескольких типов синапсов –
возбуждающих, тромозящих и др.) также способствует 
усилению мощи сети. 



Вопрос о необходимых и достаточных свойствах сети для 
решения того или иного рода задач представляет собой целое 
направление нейрокомпьютерной науки. Так как проблема 
синтеза нейронных сетей сильно зависит от решаемой задачи, 
дать общие подробные рекомендации затруднительно. В 
большинстве случаев оптимальный вариант получается на 
основе интуитивного подбора. 

Очевидно, что процесс функционирования нейронных сетей, 
то есть сущность действий, которые она способна выполнять, 
зависит от величин синаптических связей, поэтому, задавшись 
определенной структурой нейронных сетей, отвечающей 
какой-либо задаче, разработчик сети должен найти 
оптимальные значения всех переменных весовых 
коэффициентов (некоторые синаптические связи могут быть 
постоянными).



Разные модели нейронных сетей с целью сравнения можно 
охарактеризовать на основе следующих свойств: 

структура связей между нейронами; 
тип входных сигналов; 
тип выходных сигналов; 
тип передаточной функции; 
особенности функционирования при распознавании; 
особенности алгоритма обучения; 
емкость сети – количество образов (классов), которое может 

запомнить и распознавать сеть. 

Характеристики моделей 
нейронных сетей



Лекция 7. 
Аналитический метод обучения
сигмоидных сетей.



Учитывая то, что сигмоидная функция активации является 
непрерывной и дифференцируемой, сигмоидную нейронную 
сеть можно рассматривать как непрерывную и 
дифференцируемую функцию нескольких переменных, полагая 
переменными веса.
Это позволяет сигмоидную нейронную сеть обучать, настраивая
веса и(или) параметр сигмоиды путем решения экстремальной 
задачи для множества векторов обучающей выборки. При этом 
параметр сигмоиды можно настраивать одинаково для всех
нейронов или независимо для каждого.

Совершенно естественно, что точного решения может и 
не существовать. Поэтому изначально желательно 
минимизировать какую-либо ошибку, например, 
среднеквадратичную.



Задача 1. Рассмотреть сигмоидную нейронную сеть с двумя 
скрытыми слоями по три нейрона каждый. Аналитически 
обучить, настраивая только веса, эту сеть распознаванию 
функции XOR.



Задача 2. Рассмотреть сигмоидную нейронную сеть с двумя 
скрытыми слоями по два нейрона каждый. Аналитически 
обучить, настраивая веса и единый параметр сигмоиды, 
эту сеть распознаванию функции xy + 2x по точкам (1,1), 
(2,3) и (5,1). Найти среднеквадратичную ошибку по точкам
(1,-1) и (4,-3).



Лекция 8. 
Метод обратного 
распространения ошибки.



При обучении методом обратного распространения ошибки 
необходимо 

по входному обучающему вектору найти результат,
сопоставляя результат с ожидаемым значением, вычислить 
ошибку сети,

разделить ошибку сети пропорционально весам между 
нейронами последнего скрытого слоя,

модифицировать веса пропорционально ошибке и 
коэффициенту обучения,

рассмотреть нейроны последнего скрытого слоя в качестве 
выходов и повторить процедуру.



Задача 1. Рассмотреть нейронную сеть с двумя 
скрытыми слоями по три нейрона каждый, предполагая, что
нейроны имеют стандартную пороговую функцию активации. 
Методом обратного распространения ошибки обучить эту сеть 
распознаванию функции XOR.



Лекция 9. 
Аналитический метод 
обратного распространения 
ошибки.



Возможно совмещение метода обратного распространения ошибки и 

аналитического метода. 

Согласно методу наименьших квадратов, минимизируемой целевой

функцией ошибки нейронной сети в этом случае является величина: 

E w y dj p
N

j p
j p

( ) ( ),
( )

,
,

= −∑1
2

2

                  (1) 

где y j p
N
,

( )
 – реальное выходное состояние нейрона j выходного слоя N

нейронной сети при подаче на ее входы p-го образа; djp – идеальное 

(желаемое) выходное состояние этого нейрона. 



Суммирование ведется по всем нейронам выходного сл

всем обрабатываемым сетью образам. Минимизация 

методом градиентного спуска, что означает подстройку 

коэффициентов следующим образом: 

∆w E
wij

n

ij

( ) = − ⋅η ∂
∂                                                              

Здесь wij – весовой коэффициент синаптической

соединяющей i-ый нейрон слоя n-1 с j-ым нейроном сло

коэффициент скорости обучения, 0<η<1. 



Имеет место равенство, 

∂
∂

∂
∂

∂
∂

E
w

E
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ds

s
wij j

j

j

j

ij

= ⋅ ⋅
                                               (3) 

Здесь под yj, как и раньше, подразумевается выход 

нейрона j, а под sj – взвешенная сумма его входных 

сигналов, то есть аргумент активационной функции.  



Так как множитель dyj/dsj является производной этой 

функции по ее аргументу, из этого следует, что 

производная активационной функция должна быть 

определена на всей оси абсцисс. В связи с этим 

функция единичного скачка и прочие активационные 

функции с неоднородностями не подходят для 

рассматриваемых нейронных сетей. В них 

применяются такие гладкие функции, как 

гиперболический тангенс или классический сигмоид с 

экспонентой.  



В случае гиперболического тангенса 

dy
ds

s= −1 2

                                                  (4) 

Третий множитель ∂sj/∂wij, очевидно, равен выходу нейрона

предыдущего слоя yi
(n-1). 

Что касается первого множителя в соотношении (3), он 

легко раскладывается следующим образом: 
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                    (5)

Здесь суммирование по k выполняется среди нейронов слоя

n+1. 



Введя новую переменную 

δ ∂
∂j

n

j

j

j

E
y

dy
ds

( ) = ⋅
                                                  (6) 

мы получим рекурсивную формулу для расчетов величин

δj
(n) слоя n из величин δk

(n+1) более старшего слоя n+1. 

δ δj
n

k
n

jk
n

k

j
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w
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⎢

⎤
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                                            (7)

Для выходного же слоя 

δ l
N

l
N

l
l

l

y d dy
ds

( ) ( )( )= − ⋅
                                                (8)



Теперь мы можем записать (2) в раскрытом виде: 

∆w yij
n

j
n

i
n( ) ( ) ( )= − ⋅ ⋅ −η δ 1

                          (9)



Иногда для придания процессу коррекции весов некоторой 

инерционности, сглаживающей резкие скачки при 

перемещении по поверхности целевой функции, (9) 

дополняется значением изменения веса на предыдущей 

итерации 

∆ ∆w t w t yij
n

ij
n

j
n

i
n( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ( ) ( ) )= − ⋅ ⋅ − + − ⋅ ⋅ −η µ µ δ1 1 1

  (10) 

где µ – коэффициент инерционности, t – номер текущей 

итерации. 



Таким образом, полный алгоритм обучения нейронной 

сети с помощью процедуры обратного распространения 

строится так: 

1. Подать на входы сети один из возможных образов и в 

режиме обычного функционирования нейронной сети, 

когда сигналы распространяются от входов к выходам, 

рассчитать значения последних.  
 



2. Рассчитать δ(N) для выходного слоя по формуле (8). 

Рассчитать по формуле (9) или (10) изменения весов 

∆w(N) слоя N. 

3. Рассчитать по формулам (7) и (9) (или (7) и (10)) 

соответственно δ(n) и ∆w(n) для всех остальных слоев,  

n=N-1,...1. 

4. Скорректировать все веса в сети 

w t w t w tij
n

ij
n

ij
n( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )= − +1 ∆                                         (11) 

5. Если ошибка сети существенна, перейти на шаг 1.  

В противном случае – конец. 

 



Íåéðîííûå ñåòè è àïïðîêñèìàöèÿ

Ì. Ë. Ìîðíåâ

29.11.2005

Äàííûé òåêñò ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåé òåîðåìû:
Òåîðåìà. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ

íà d-ìåðíîì åäèíè÷íîì êóáå Id ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî ðàâíîìåðíî
àïïðîêñèìèðîâàííà ôóíêöèÿìè âèäà

g(x1, . . . , xd) = α +
N∑

n=1

βnη
[
γn +

Mn∑
m=1

δnmη(λnm + κnmxm)
]
, (1)

ïðè÷åì â ñëó÷àå d = 1 ìîæíî ïîëîæèòü

g(x) = α +
N∑

n=1

βnη(γn + δnx).

Çäåñü α, βn, γn, δnm, κnm, Mn, N çàâèñÿò òîëüêî îò ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè
è òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ, à ôóíêöèÿ η çàäàåòñÿ òàê:

η(x) =


0, x < 0,
x, 0 6 x 6 1,
1, x > 1.

Ïåðåä íà÷àëîì äîêàçàòåëüñòâà ââåäåì äëÿ óäîáñòâà íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé.
Åñëè ~a � âåêòîð (êîîðäèíàòíàÿ ñòðîêà), òî ar ñîîòâåòñòâóåò åãî r-é

êîîðäèíàòå. Ïîêîîðäèíàòíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ îáîçíà÷àåòñÿ ~a ·~b, à
åâêëèäîâà íîðìà |~a|. Ìíîæåñòâî âñåõ d-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ êîîðäèíàòàìè
0 è 1 îáîçíà÷àåòñÿ Bd. Çíà÷êè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà
ïåðåä âåêòîðîì îáîçíà÷àþò ïðîèçâåäåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (äèôôåðåíöèàëîâ)
êîîðäèíàò:

d~a = da1da2 · · · dan,
∂f(~a)

∂~a
=

∂nf(a1, a2, . . . , an)

∂a1∂a2 · · · ∂an

.
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Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðàçìåðíîñòè
âåêòîðà àðãóìåíòîâ.

Íàì ïðèãîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà èç ýëåìåíòàðíîãî àíàëèçà:
Ëåììà 1. Åñëè f� áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà Id, è

îáëàñòü Ω(~x) = [0, x1]× · · · × [0; xd], òî∫
Ω(~x)

∂f(~ξ)

∂~ξ
d~ξ =

∑
~b∈Bd

(−1)d+|~b|2f(~b · ~x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñêðûâ îáîçíà÷åíèÿ, ìîæíî áåç òðóäà óçíàòü
â ýòîé ôîðìóëå ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d = 1, òî

x∫
0

∂f(ξ)

∂ξ
dξ =

∑
b∈{0,1}

(−1)1+bf(bx) = f(x)− f(0).

Ýòî áóäåò áàçà èíäóêöèè. Øàã èíäóêöèè: ñ÷èòàåì ëåììó äîêàçàíîé äëÿ
âñåõ ðàçìåðíîñòåé äî d− 1. Òîãäà∫

Ω(~x)

∂f(~ξ)

∂~ξ
d~ξ =

xd∫
0

[ ∑
~b∈Bd−1

(−1)d−1+|~b|2 ∂f(b1x1, . . . , bd−1xd−1, ξd)

∂ξd

]
dξd =

∑
~b∈Bd−1

(−1)d−1+|~b|2
[
f(b1x1, . . . , bd−1xd−1, xd)− f(b1x1, . . . , bd−1xd−1, 0)

]
=

∑
~b∈Bd
bd=1

(−1)d+|~b|2f(~b · ~x) +
∑
~b∈Bd
bd=0

(−1)d+|~b|2f(~b · ~x) =
∑
~b∈Bd

(−1)d+|~b|2f(~b · ~x).

Îáúÿñíèì, êàê áûëè èçìåíåíû çíàêè ÷ëåíîâ ñóìì â ïðåäïîñëåäíåì ðàâåíñòâå.
Âíà÷àëå, îòìåòèì, ÷òî äëÿ âåêòîðà~b èç Bn èìååò ìåñòî |~b|2 = b1+· · ·+bn.
Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

(−1)d−1+~b = (−1)d+b1+···+bd−1−1(−1)2 = (−1)d+b1+···+bd ,

ãäå bd = 1. Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçîâûâàëñÿ çíàê ïðè ÷ëåíàõ âòîðîé ñóììû.
Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà. �

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè âìåñòî íåïðåðûâíûõ, ïîñêîëüêó âñÿêóþ
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íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèçèòü áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûìè. Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â äâà ïðèåìà.

�1. Ïåðâûé ïðèåì

Çäåñü ÿ ïîêàæó, ÷òî ëþáóþ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íóþ
ôóíêöèþ f , çàäàííóþ íà Id, ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî ðàâíîìåðíî
ïðèáëèçèòü ôóíêöèÿìè âèäà

g(~x) = α +
N∑

n=1

βn

d∏
m=1

η(γnm + δnmxm). (2)

×èñëà α, βn, γnm, δnm, N çàâèñÿò òîëüêî îò ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè è òî÷íîñòè
ïðèáëèæåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî d. Ïîñêîëüêó
áàçà è øàã çäåñü ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ, ÿ ïðèâåäó èõ îäíîâðåìåííî.

Ëåììà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü

f(~x) =

∫
Ω(~x)

∂f(~ξ)

∂~ξ
d~ξ −

∑′

~b∈Bd

(−1)d+|~b|2f(~b · ~x),

ãäå øòðèõ ïðè çíàêå ñóììèðîâàíèÿ îçíà÷àåò ïðîïóñê ñëó÷àÿ b1 = · · · =
bd = 1. ×ëåíàìè ýòîé ñóììû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè îò íå áîëåå ÷åì d − 1
ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ìû (ñîãëàñíî èíäóêöèè) óæå óìååì ïðèáëèæàòü.
Òîãäà îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìû ìîæåì ñêîëü óãîäíî òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü
èíòåãðàë. Åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìû íàéäåì ôóíêöèþ ϕ(~ξ), òàêóþ, ÷òî

sup
~ξ∈Id

∣∣∣∂f(~ξ)

∂~ξ
− ϕ(~ξ)

∣∣∣ <
ε

2
,

òî

sup
~x∈Id

∣∣∣ ∫
Ω(~x)

∂f(~ξ)

∂~ξ
d~ξ −

∫
Ω(~x)

ϕ(~ξ) d~ξ
∣∣∣ 6 sup

~x∈Id

∫
Ω(~x)

∣∣∣∂f(~ξ)

∂~ξ
d~ξ − ϕ(~ξ)

∣∣∣ d~ξ 6
ε

2
< ε.

Ôóíêöèþ ϕ(~ξ) ìû áóäåì ñòðîèòü ðàçðûâíîé. Íà÷íåì ñ ðàçáèåíèÿ
åäèíè÷íîãî êóáà Id íà ìåëêèå êóáèêè K~n ñî ñòîðîíîé 1/P , ãäå P �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî:

K~n =
d∏

r=1

[nr

P
;
nr + 1

P

]
.
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Êîîðäèíàòû nr d-ìåðíîãî âåêòîðà ~n çäåñü è âî âñåõ ñëåäóþùèõ âûðàæåíèÿõ
ïðîáåãàþò öåëûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî P − 1. Ñàìî ÷èñëî P âûáåðåì òàê,
÷òîáû êîëåáàíèå ôóíêöèè ∂f/∂~ξ íà êàæäîì êóáèêå íå ïðåâîñõîäèëî ε/4
(ïî ëåììå î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè, òàê âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ(~ξ):

ϕ(~ξ) = R(~ξ) +
∑

~n

y~n(~ξ).

Çäåñü

y~n(~ξ) =

{
W~n, ~ξ ∈ kerK~n,
0, èíà÷å,

è W~n = sup
~ξ∈K~n

∣∣∣∂f(~ξ)

∂~ξ

∣∣∣.
Ôóíêöèÿ R(~ξ) îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

R(~ξ) =

{
∂f(~ξ)/∂~ξ, åñëè äëÿ ëþáîãî ~n ñïðàâåäëèâî ξ 6∈ kerK~n,
0, èíà÷å.

Ïóñòü ~ξ ∈ kerK~n äëÿ êàêîãî òî êîíêðåòíîãî ~n. Òîãäà∣∣∣∂f(~ξ)

∂~ξ
− ϕ(~ξ)

∣∣∣ =
∣∣∣∂f(~ξ)

∂~ξ
−W~n

∣∣∣ <
ε

4
,

ïîñêîëüêó êîëåáàíèå ôóíêöèè ∂f/∂~ξ íà êàæäîì êóáèêå íå ïðåâîñõîäèò

ε/4. Åñëè æå äëÿ ëþáîãî ~n òî÷êà ~ξ íå âõîäèò â kerK~n, òî∣∣∣∂f(~ξ)

∂~ξ
− ϕ(~ξ)

∣∣∣ =
∣∣∣∂f(~ξ)

∂~ξ
−R(~ξ)

∣∣∣ = 0.

Îòñþäà óæå ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ‖∂f/∂~ξ − ϕ‖ 6 ε/4 < ε/2, ÷òî è
òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî èíòåãðàë ôóíêöèè ϕ(~ξ), êîòîðûé îáîçíà÷èì Φ(~x),
äåéñòâèòåëüíî àïïðîêñèìèðóåò f . Âûðàçèì òåïåðü Φ(~x) â ÿâíîé ôîðìå.
Èìååì

Φ(~x) =

∫
Ω(~x)

ϕ(~ξ) d~ξ =

∫
Ω(~x)

[
R(~ξ) +

∑
~n

y~n(~ξ)
]
d~ξ =

∑
~n

∫
Ω(~x)

y~n(~ξ) d~ξ,

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ R(~ξ) îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü.
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Åñëè îáîçíà÷èòü

j(ξ) =

{
1, ξ ∈ (0, 1)
0, èíà÷å,

òî, ñ îäíîé ñòîðîíû,
x∫

0

j(ξ) dξ = η(x).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

y~n(~ξ) = W~n

d∏
r=1

j
(nr

P
+

1

P
ξr

)
.

Òîãäà,∫
Ω(~x)

y~n(~ξ) d~ξ = W~n

d∏
r=1

xr∫
0

j
(nr

P
+

1

P
ξr

)
dξr = W~nP

d

d∏
r=1

η
(nr

P
+

1

P
xr

)
.

Ýòî âûðàæåíèå èìååò âèä (2), ïîýòîìó, è ôóíêöèÿ Φ(~x) è ñóììà ýòîé
ôóíêöèè è àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèé ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ áóäóò
èìåòü âèä (2), ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F (~x) = η(x1) · · · η(xd)
ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèæåíà âûðàæåíèÿìè âèäà (1).
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïðè ëèíåéíîé çàìåíå êîîðäèíàò âûðàæåíèå
âèäà (1) îñòàåòñÿ â òîé æå ôîðìå, òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü ñïðàâåäëèâîñòü
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé ôîðìû (2).

�2. Âòîðîé ïðèåì

Ôóíêöèþ F (~x) óäîáíî ïðèáëèæàòü íà âñåì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
Rd.

Äëÿ çàäàííîé îøèáêè ε ìû áóäåì ñòðîèòü ïðèáëèæåíèå â ñëåäóþùåì
âèäå:

A(~x) =
1

M

M−1∑
m=0

hm(~x).
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Ôóíêöèè hm óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

F (~x) <
m

M
⇒ hm(~x) = 0,

F (~x) >
m + 1

M
⇒ hm(~x) = 1,

m

M
6 F (~x) 6

m + 1

M
⇒ 0 6 hm(~x) 6 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé ïîñòðîåíà. Ïóñòü òî÷êà ~x
ôèêñèðîâàíà. Òîãäà èìååì

A(~x) =
1

M

M∑
m=1

hm(~x) =
1

M

(
r + hr+1(~x)

)
,

ãäå r � íàèìåíüøåå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî

r

M
6 F (~x) 6

r + 1

M
.

Ïîñêîëüêó 0 6 hr+1(~x) 6 1, òî

r

M
6 A(~x) 6

r + 1

M
.

Íî ðàç è A(~x) è F (~x) ïîïàäàþò â îäèí è òîò æå îòðåçîê, òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè íå ìîæåò ïðåâûøàòü äëèíû îòðåçêà, ò. å. 1/M . Íî òîãäà

sup
~x∈Rd

∣∣F (~x)− A(~x)
∣∣ 6

1

M
.

Åñëè òåïåðü âûáðàòü ÷èñëî M òàê, ÷òîáû 1/M 6 ε/2, òî íåïîñðåäñòâåííî
‖F − A‖ < ε, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå äëÿ âñÿêîãî M ôóíêöèé hm. Äëÿ
ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ ïîíÿòèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî A èç Rd íàçûâàåòñÿ ϑ-ìíîæåñòâîì,
åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè ~x èç A âñå òî÷êè ~y, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

y1 > x1, y2 > x2, . . . , yd > xd,

òàêæå âõîäÿò â Φ.
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Êàê îáû÷íî, îïðåäåëÿåì ϑ-ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A:

ϑA =
⋃
~x∈A

{~y ∈ Rd | y1 > x1, . . . , yd > xd}.

Ïðåäëîæåíèå 1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òðèâèàëüíûå ñâîéñòâà
ϑ-ïîïîëíåíèÿ (A, B � ïîäìíîæåñòâà Rd):

A ⊆ B ⇒ ϑA ⊆ ϑB, ϑϑA = ϑA, ϑ(A ∪B) = ϑA ∪ ϑB.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ⊆ B è ~x âõîäèò â ϑA. Òîãäà íàéäåòñÿ
òàêàÿ òî÷êà ~a èç A, ÷òî ~x âõîäèò â ϑ~a. Íî ðàç A âêëþ÷àåòñÿ â B, òî ~a
òîæå âõîäèò â B, ïîýòîìó, ~x âõîäèò â ϑB.

Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ñâîéñòâó. Ïîñêîëüêó A ⊆ ϑA, òî, ïî ïåðâîìó
ñâîéñòâó, ϑA ⊆ ϑϑA. Ïóñòü ~x âõîäèò â ϑϑA. Òîãäà íàéäåòñÿ ~y èç ϑA,
òàêîå, ÷òî ~x ñîäåðæèòñÿ â ϑ~y. Íî ðàç ~y âõîäèò â ϑA, òî íàéäåòñÿ ~z èç
A, òàêîå, ÷òî ~y âõîäèò â ϑ~z. Íî òîãäà è ~x âõîäèò â ϑ~z, à çíà÷èò, è â ϑA.
Îòñþäà ϑϑA ⊆ ϑA è, êàê ñëåäñòâèå, ϑA = ϑϑA.

Ðàññìîòðèì òðåòüå ñâîéñòâî. Ïóñòü ~x âõîäèò â ϑ(A∪B). Òîãäà íàéäåòñÿ
~y, âõîäÿùåå èëè â A, èëè â B, òàêîå, ÷òî ~x âõîäèò â ϑ~y. Òàâòîëîãè÷åñêè,
~x âõîäèò èëè â ϑA, èëè â ϑB, ò. å. ϑA∪ϑB. Çíà÷èò, ϑ(A∪B) ⊆ ϑA∪ϑB.
Ïóñòü ~x âõîäèò â ϑA èëè â ϑB. Òîãäà íàéäåòñÿ ~y èç A, èëè èç B, òàêàÿ,
÷òî ~x âõîäèò â ϑ~y, îòêóäà ~x âõîäèò â ϑ(A∪B). Çíà÷èò, ϑA∪ϑB ⊆ ϑ(A∪B),
÷òî âìåñòå ñ ïðåäûäóùèì äîêàçûâàåò ñâîéñòâî. �

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî Φ íàçûâàåòñÿ ϑ-êîíóñîì, åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ ϑ-ìíîæåñòâîì, è íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà ~x èç Rd, ÷òî Φ ⊆
ϑ{~x}.

Íàì ïðèãîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà:
Ëåììà 2. Ïóñòü K, L ÿâëÿþòñÿ ϑ-êîíóñàìè, ïðè÷åì êîíóñ K ÿâëÿåòñÿ

δ-âïèñàííûì â L, ò. å.

∀~x ∈ Rd dist(~x,K) < δ ⇒ ~x ∈ L.

Òîãäà ìåæäó íèìè ìîæíî âïèñàòü êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ϑ-êîíóñ. Èíûìè
ñëîâàìè, íàéäåòñÿ òàêàÿ ñèñòåìà òî÷åê ~y1, . . . , ~yp, ÷òî

K ⊆ ϑ{~y1, . . . , ~yp} ⊆ L.

7



Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Um ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Um = {~x ∈ 2−mZd | dist(~x,K) 6 δ/2}.

Ïî óñëîâèþ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m èìååò ìåñòî
Um ⊆ L, îòêóäà ϑUm ⊆ L. Âûáåðåì m òàê, ÷òîáû 2−m

√
d 6 δ/2. Òîãäà

äëÿ âñÿêîé òî÷êè ~x èç K ðàññòîÿíèå äî ëþáîé âåðøèíû òîãî êóáèêà
ðåøåòêè 2−mZd, â êîòîðûé îíà ïîïàäàåò, íå áóäåò ïðåâûøàòü δ/2. Íî,
ñðåäè ýòèõ âåðøèí íàéäåòñÿ è òàêàÿ âåðøèíà ~y, ÷òî ~x âõîäèò ϑ~y � ýòî
áóäåò âåðøèíà ñ íàèìåíüøèìè êîîðäèíàòàìè. Çíà÷èò, ~x âõîäèò â ϑUm.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé êîíóñ ϑUm ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì.
ß ñäåëàþ ýòî èíäóêöèåé ïî d. Â ñëó÷àå d = 1 âñÿêèé ϑ-êîíóñ íà ðåøåòêå
2−mZ ïîðîæäàåòñÿ ñâîåé òî÷êîé ñ íàèìåíüøåé êîîðäèíàòîé, ÷åì áàçà
äîêàçàíà. Ïóñòü ìû äîêàçàëè êîíå÷íóþ ïîðîæäåííîñòü êîíóñîâ âïëîòü
äî d− 1 èçìåðåíèé. Ñäåëàåì ýòî äëÿ d.

Âûáåðåì â ìíîæåñòâå Um ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ~w. Îáîçíà÷èìHj ìíîæåñòâî
òàêèõ òî÷åê ~y èç Um, ÷òî yj < wj. Òîãäà

ϑ
[
{~w} ∪H1 ∪H2 ∪ · · · ∪Hd

]
= ϑUm.

Äåéñòâèòåëüíî, âñå òî÷êè èç ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà â ëåâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà âõîäÿò â Um, ïîýòîìó âêëþ÷åíèå ñëåâà íà ïðàâî èìååò ìåñòî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè êàêàÿ-òî òî÷êà ~x âõîäèò â ϑUm, òî íàéäåòñÿ ~y èç
Um, òàêàÿ, ÷òî ~x ∈ ϑ~y. Åñëè ~y ∈ ϑ~w, òî ~x ∈ ϑ~w. Åñëè æå ~y 6∈ ϑ~w, òî õîòÿ
áû äëÿ îäíîãî j èìååò ìåñòî yj < wj, îòêóäà ~y ∈ Hj. Ïîýòîìó, âêëþ÷åíèå
ñïðàâà íà ëåâî òàêæå ñïðàâåäëèâî.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî ϑHj íà ñàìîì äåëå êîíå÷íî ïîðîæäåíî.
Äëÿ ëþáîé òî÷êè ~z èç Hj èìååò ìåñòî zj < wj. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîñêîëüêó Um ÿâëÿåòñÿ ϑ-êîíóñîì, òî íàéäåòñÿ uj, òàêàÿ, ÷òî uj 6 zj.
Ïîýòîìó, ó âñåõ òî÷åê ~z èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàò
zj. Îáîçíà÷èì Hj(v) ìíîæåñòâî òî÷åê èç Hj, èìåþùèõ v â êà÷åñòâå j-é
êîîðäèíàòû. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Hj(v):

Hj(v) = {(z1, . . . , zj−1, zj+1, . . . , zd) | ~z ∈ Hj(v)}.

Òîãäà ϑHj(v) ÿâëÿåòñÿ ϑ-êîíóñîì ðàçìåðíîñòè d−1, êîíå÷íî ïîðîæäåííûì

ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Îáîçíà÷èì ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâîH
′
j(v),

à òàêæå îïðåäåëèì

H ′
j(v) = {(z1, . . . , zj−1, v, zj+1, . . . , zd) | (z1, . . . , zj−1, zj+1, . . . , zd) ∈ H

′
j(v)}.
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Î÷åâèäíî ϑH ′
j(v) ⊆ ϑHj(v). Ïóñòü ~x âõîäèò â ϑHj(v). Òîãäà íàéäåòñÿ ~h

èç Hj(v), òàêîé, ÷òî ~x ñîäåðæèòñÿ â ϑ~h. Äëÿ âåêòîðà ~k, îïðåäåëåííîãî
êàê

~k = (h1, . . . , hj−1, hj+1, . . . , hd),

íàéäåòñÿ âåêòîð ~k′ èçH
′
j(v), òàêîé, ÷òî ~k âõîäèò â ϑ~k′. Ðàññìîòðèì âåêòîð

~h′ = (k′1, . . . , k
′
j−1, v, k′j+1, . . . , k

′
d).

Èìååì k′1 6 h1, . . . , k
′
d 6 hd è h′

j = hj = v. Íî òîãäà ~h âõîäèò â ϑ~h′, à
çíà÷èò, òóäà âõîäèò è ~x. Ïîýòîìó, äåéñòâèòåëüíî ϑH ′

j(v) = ϑHj(v).
ÏðèìåìH ′

j =
⋃

v H ′
j(v), ãäå v ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé èç ðåøåòêè

2−mZ â ïðåäåëàõ îò uj äî wj. Êàê áûëî âûøå çàìå÷åíî, ìíîæåñòâî ýòèõ
çíà÷åíèé êîíå÷íî, ïîýòîìó H ′

j êîíå÷íî. Íî òàêæå

ϑH ′
j =

⋃
v

ϑH ′
j(v) =

⋃
v

ϑHj(v) = ϑHj.

Åñëè îïðåäåëèòü U ′
m = {~w}∪H ′

1∪· · ·∪H ′
d, òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ϑU ′

m = ϑUm.
Íî U ′

m êîíå÷íî, ïîýòîìó ϑUm êîíå÷íî ïîðîæäåíî, ÷. ò. ä. �
Ââåäåì îïåðàöèþ ñäâèãà ìíîæåñòâà A íà âåêòîð ~x:

A + ~x = {~y + ~x | ~y ∈ A}.

Ñäâèã íà ñêàëÿð îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñäâèã íà âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî
ðàâíû ýòîìó ñêàëÿðó.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè A � ϑ-ìíîæåñòâî, òî A+~x òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ϑ-ìíîæåñòâî. Åñëè A � ϑ-êîíóñ, òî A + ~x òàêæå ϑ-êîíóñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A� ϑ-ìíîæåñòâî. Åñëè ~y âõîäèò â A + ~x,
òî ~y − ~x âõîäèò â A. Åñëè ~z > ~y, òî ~z − ~x > ~y − ~x, ïîýòîìó ~z − ~x âõîäèò
â A. Íî òîãäà ~z âõîäèò â A + ~x, îòêóäà A + ~x ÿâëÿåòñÿ ϑ-ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü A� ϑ-êîíóñ. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà ~y, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê
~z èç A èìååò ìåñòî ~y 6 ~z. Ìû óæå çíàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ~x ìíîæåñòâî
A+~x ÿâëÿåòñÿ ϑ-ìíîæåñòâîì. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ~z ýòîãî ìíîæåñòâà, òî÷êà
~z − ~x âõîäèò â A. Äëÿ íåå ~y 6 ~z − ~x, îòêóäà ~y + ~x 6 ~z äëÿ âñåõ òî÷åê
ìíîæåñòâà A + ~x. Çíà÷èò, îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ϑ-êîíóñîì. �

Ïðåäëîæåíèå 3. ϑ(A + ~x) = ϑA + ~x.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~y âõîäèò â ϑ(A + ~x). Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà

~z èç A + ~x, òàêàÿ, ÷òî ~y âõîäèò â ϑ~z. Òî÷êà ~z − ~x âõîäèò â A, è ~y − ~x
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ïðèíàäëåæèò ϑ(~z−~x). Íî òîãäà ~y, ïî îïðåäåëåíèþ ñäâèãà, ïðèíàäëåæèò
ϑ(~z − ~x) + ~x, êîòîðîå âõîäèò â ϑA + ~x.

Ïóñòü ~y âõîäèò â ϑA + ~x. Òîãäà ~y− ~x âõîäèò â ϑA, à çíà÷èò, íàéäåòñÿ
òàêîå ~z èç A, ÷òî ~z 6 ~y− ~x. Íî òîãäà ~z + ~x 6 ~y, à ïîñêîëüêó ~z + ~x âõîäèò
â A + ~x, òî ~y âõîäèò â ϑ(A + ~x). Äâóñòîðîííåå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåò
ðàâåíñòâî. �

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè ϑ-ìíîæåñòâî A δ-âïèñàíî â ϑ-ìíîæåñòâî
B, òî A ⊆ B + δ/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà ~x âõîäèò â A. Ëþáàÿ òî÷êà ~y, òàêàÿ,
÷òî |~x− ~y| < δ, âõîäèò â B. Äëÿ òî÷êè ~y = ~x− δ/2 èìååì |~x− ~x + δ/2| =
|δ/2| < δ, ïîýòîìó, ~x − δ/2 âõîäèò â B. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî ~x âõîäèò â
B + δ/2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Êëþ÷åâîå çíà÷åíèå äëÿ âñåãî äîêàçàòåëüñòâà èìååò ñëåäóþùàÿ ëåììà:
Ëåììà 3. Ïóñòü K, L � ϑ-êîíóñû, ïðè÷åì K ÿâëÿåòñÿ δ-âïèñàííûì

â L, à L êîíå÷íî ïîðîæäåí. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f(~x) âèäà (1),
òàêàÿ, ÷òî

~x 6∈ L ⇒ f(~x) = 0,

~x ∈ L\K ⇒ 0 6 f(~x) 6 1,

~x ∈ K ⇒ f(~x) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêà äîêàçàòåëüñòâî åñòü òîëüêî äëÿ ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ d = 2. Ïóñòü Y � îïòèìàëüíûé áàçèñ êîíóñà L, ò. å. òàêîé, ÷òî
èç íåãî íåëüçÿ âûêèíóòü íè îäíîé òî÷êè áåç ïîòåðè êóñêà êîíóñà. Ìû
áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ f(x1, x2) â âèäå gα(x1, x2) ïðè α > 0, ãäå

gα(x1, x2) = η
[ ∑

~y∈Y

(
η(αx1 − αy1) + η(αx2 − αy2)

)
− |Y |

]
, (3)

Ýòà ôóíêöèÿ èìååò âèä (1), è äëÿ âñÿêîãî ~x ñïðàâåäëèâî 0 6 gα(x1, x2) 6
1.

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ~y, ~z áàçèñà Y èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
àëüòåðíàòèâà: ëèáî y1 < z1 è y2 > z2, ëèáî y1 > z1 è y2 < z2. Äîêàçûâàÿ
ýòî, îòìåòèì, ÷òî ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè áàçèñà Y îòëè÷àþòñÿ
ñðàçó ïî îáîèì êîîðäèíàòàì, ïîñêîëüêó, åñëè áû y1 = z1, òî ïðè y2 6 z2

òî÷êà ~z âõîäèò â ϑ~y è åå ìîæíî âûêèíóòü èç áàçèñà, à ïðè y2 > z2 òî÷êà
~y âõîäèò â ϑ~z è åå ìîæíî óäàëèòü, è àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå y2 = z2. Åñëè
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y1 < z1, òî ïðè y2 < z2 òî÷êà ~z âõîäèëà áû â ϑ~y è áàçèñ Y áûë áû
íåîïòèìàëüíûì, ïîýòîìó y2 > z2. Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå y1 > z1.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ~x íå âõîäèò â L, òî gα(x1, x2) = 0. Ïîñêîëüêó ~x íå
âõîäèò â L, äëÿ âñÿêîé òî÷êè ~y èç Y ëèáî x1 < y1, ëèáî x2 < y2. Â ïåðâîì
ñëó÷àå η(αx1 − αy1) = 0, à âî âòîðîì ñëó÷àå η(αx2 − αy2) = 0. Ïîýòîìó,
èìååì ∑

~y∈Y

(
η(αx1 − αy1) + η(αx2 − αy2)

)
6 |Y |.

Ïîýòîìó, àðãóìåíò âíåøíåé ôóíêöèè η â (3) îòðèöàòåëåí è gα(x1, x2) = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ~x âõîäèò â L + 1/α, òî gα(x1, x2) = 1. Ïîñêîëüêó

~x âõîäèò â L + 1/α, òî íàéäåòñÿ òî÷êà ~y èç Y , òàêàÿ, ÷òî x1 > y1 + 1/α
è x2 > y2 + 1/α (ñì. ïðåäëîæåíèå 3). Òîãäà

η(αx1 − αy1) + η(αx2 − αy2) = 2.

Åñëè ~z � äðóãàÿ òî÷êà áàçèñà, òî ïðè z1 < y1 èìååò ìåñòî η(αx1−αz1) = 1,
à ïðè z2 < y2 èìååò ìåñòî η(αx2 − αz2) = 1 è âîîáùå

η(αx1 − αz1) + η(αx2 − αz2) > 1.

Ïîýòîìó,∑
~y∈Y

(
η(αx1 − αy1) + η(αx2 − αy2)

)
> 2 + |Y | − 1 = |Y |+ 1,

îòêóäà àðãóìåíò âíåøíåé ôóíêöèè η â (3) áîëüøå ëèáî ðàâåí 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
gα(x1, x2) = 1.

Ïî äîêàçàííîìó âûøå, íàéäåòñÿ òàêîå γ > 0, ÷òî K ⊆ L+γ. Âûáèðàÿ
α ñòîëü áîëüøèì, ÷òî 1/α < γ, ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ f(x1, x2) = gα(x1, x2)
ñî âñåìè òðåáóåìûìè â óñëîâèè ëåììû ñâîéñòâàìè. �

Èçó÷àÿ ôóíêöèþ F , ââåäåì ìíîæåñòâà W (z), êîòîðûå ïðè 0 < z 6 1
îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

W (z) = {~x | F (~x) > z}.

Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó, ïîëàãàåì W (0) = ϑ{~0}, ò. å. èíòóèòèâíî

W (0) = lim
z→0

W (z).

Óòâåðæäåíèå 1. Âñå W (z) ÿâëÿþòñÿ ϑ-êîíóñàìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ W (0) ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Òåïåðü
ïîêàæåì, ÷òî åñëè ~x 6 ~y, òî F (~x) 6 F (~y). Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé
ïî d. Ïîñêîëüêó η ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî áàçà èíäóêöèè ñïðàâåäëèâà.
Äàëåå, èç ~x 6 ~y ìû èìååì, ÷òî

η(x1)η(x2) · · · η(xd) 6 η(y1)η(y2) · · · η(yd).

Êðîìå òîãî, ðàç xd+1 6 yd+1, òî η(xd+1) 6 η(yd+1) è

η(xd+1)
d∏

r=1

η(xr) 6 η(xd+1)
d∏

r=1

η(yr) 6 η(yd+1)
d∏

r=1

η(yr),

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
Ïóñòü ~x ∈ W (z) è ~y > ~x. Òîãäà F (~y) > F (~x) > z, îòêóäà ïî îïðåäåëåíèþ

~y âõîäèò â W (z). Çíà÷èò, W (z) ÿâëÿåòñÿ ϑ-ìíîæåñòâîì. Êðîìå òîãî,
åñëè õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà xr òî÷êè ~x íåïîëîæèòåëüíà, òî F (~x) = 0,
ïîýòîìó, W (z) ⊆ ϑ{~0} è ÿâëÿåòñÿ ϑ-êîíóñîì. �

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè z1 < z2, òî íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî W (z2)
ÿâëÿåòñÿ δ-âïèñàíûì â W (z1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî∣∣∣ d∏
r=1

η(xr)−
d∏

r=1

η(yr)
∣∣∣ 6

d∑
r=1

|xr − yr|, (4)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ ~x è ~y. Âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó ~x èç W (z2) è
ðàññìîòðèì êóáèê ñî ñòîðîíîé (z2−z1)/2d è öåíòðîì â ýòîé òî÷êå. Åñëè ~y
� ëþáàÿ òî÷êà èç ýòîãî êóáèêà, òî |xr−yr| 6 (z2−z1)/2d è, ñëåäîâàòåëüíî

d∑
r=1

|xr − yr| 6 (z2 − z1)/2.

Èç ýòîé îöåíêè è íåðàâåíñòâà (4) ïîëó÷àåì |F (~x) − F (~y)| 6 (z2 − z1)/2.
Ïóñòü ~y íå âõîäèò â W (z1). Òîãäà F (~y) < z1. Íî ðàç ~x âõîäèò â W (z2),
òî F (~x) > z2, îòêóäà |F (~x) − F (~y)| > z2 − z1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó,
âñÿêàÿ òî÷êà ~y êóáèêà âõîäèò â W (z1). Íî â ýòîò êóáèê ïîëíîñòüþ âõîäèò
îêðåñòíîñòü òî÷êè ~x ðàäèóñîì (z2 − z1)/4. Ïîýòîìó, êîíóñ W (z2) âïèñàí
â W (z1) ñ δ = (z2 − z1)/4, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Íàì îñòàëîñü òîëüêî îáîñíîâàòü íåðàâåíñòâî (4), ÷òî ñäåëàåì èíäóêöèåé
ïî ðàçìåðíîñòè d. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå |η(x) − η(y)| 6 |x − y|. Ïóñòü

12



íåðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé ïî d−1 âêëþ÷èòåëüíî. Øàã
èíäóêöèè âûïîëíèì, âîñïîëüçîâàâøèñü òðèâèàëüíûì íåðàâåíñòâîì: åñëè
0 6 x, y 6 1, òî xy 6 x + y. Òîãäà äëÿ 0 6 a, b, c, d 6 1 èìååò ìåñòî

|ab− cd| 6 |a + b− c− d| 6 |a− c|+ |b− d|.

Çíà÷èò,

∣∣∣η(xd)
d−1∏
r=1

η(xr)− η(yd)
d−1∏
r=1

η(yr)
∣∣∣ 6

∣∣∣ d−1∏
r=1

η(xr)−
d−1∏
r=1

η(yr)
∣∣∣ + |η(xd)− η(yd)| 6

d∑
r=1

|xr − yr|,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ ôóíêöèé hm. Äëÿ çàäàííîãî m ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâà W [2m/2M ] è W [(2m+1)/2M ] è, ïðèìåíèâ ëåììó 2, ïîëó÷èì
êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ϑ-êîíóñ Y , çàêëþ÷åííûé ìåæäó íèìè. Ïî óòâåðæäåíèþ
2, W [(2m + 2)/2M ] áóäåò δ-âïèñàíûì â W [(2m + 1)/2M ], à çíà÷èò, è
ïîäàâíî â Y . Ïðèìåíèì ê Y è W [(2m + 2)/2M ] ëåììó 3, à ïîëó÷åííóþ
ôóíêöèþ îáîçíà÷èì hm(~x). Ïîêàæåì, ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò
âñåì òðåáóåìûì óñëîâèÿì.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ âñåõ ~x èç Rd èìååò ìåñòî 0 6
hm(~x) 6 1. Åñëè F (~x) < m/M , òî ~x 6∈ W (m/M), è ïîäàâíî, ~x 6∈ Y , îòêóäà
hm(~x) = 0. Åñëè æå F (~x) > (m + 1)/M , òî ~x ∈ W [(m + 1)/M ], îòêóäà
hm(~x) = 1. Âñå óñëîâèÿ âûïîëíåíû.

Ìû âèäèì, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé hm ñóùåñòâóåò, à çíà÷èò, òåîðåìà
äîêàçàíà.

13



  

Семантические сети  

 
Способ представления знаний с помощью сетевых моделей наиболее близок к 
тому, как они представлены в текстах на естественном языке. В его основе 
лежит идея о том, что вся необходимая информация может быть описана как 
совокупность троек ( arb ), где а и b — объекты или понятия, а r — бинарное 
отношение между ними. Формально сетевые модели представления знаний 
могут быть заданы в виде H = < I , C 1 ,…, Cn , Г>, где I — множество 
информационных единиц, С 1 ,..., Сп — множество типов связей между 
элементами I , отображение Г задает между информационными единицами, 
входящими в I , связи из заданного набора типов связей {С i }.  
В зависимости от типов связей {С i } различают:  

1. Классифицирующие сети — в них используются отношения 
структуризации, 
они позволяют вводить в базы знаний различные иерархические 
отношения 
между элементами множества I . 
 

2. Функциональные сети — вычислительные модели, характеризующиеся 
наличием функциональных отношений, они позволяют описывать 
процедуры вычислений одних информационных единиц через другие.  
 

3. Сценарии — в них используются каузальные отношения (причинно-
следственные или устанавливающие влияние одних явлений или фактов 
на другие), а также отношения типов «средство — результат», «орудие — 
действие» и т. д.  
 

Если в сетевой модели допускаются связи различного типа, то ее называют 
семантической сетью.  

Термин «семантическая» означает «смысловая», а сама семантика — это наука, 
устанавливающая отношения между символами и объектами, которые они 
обозначают, то есть наука, определяющая смысл знаков.  

Семантическая сеть — это модель, основой для которой является 
формализация знаний в виде ориентированного графа с размеченными 
вершинами и дугами. Вершинам соответствуют объекты, понятия или ситуации, 



а дугам — отношения между ними. Это наиболее общая модель представления 
знаний, так как в ней имеются средства реализации всех характерных для 
знаний свойств: внутренней интерпретации, структурированности, 
семантической метрики и активности.  
 
Достоинства сетевых моделей:  
 

1. большие выразительные возможности;  
2. наглядность системы знаний, представленной графически;  
3. близость структуры сети, представляющей систему знаний, 

семантической структуре фраз на естественном языке;  
4. соответствие современным представлениям об организации 

долговременной памяти человека.  

Недостатки сетевых моделей:  

1. сетевая модель не дает (точнее, не содержит) ясного представления о 
структуре предметной области, которая ей соответствует, поэтому 
формирование и модификация такой модели затруднительны;  

2. сетевые модели представляют собой пассивные структуры, для обработки 
которых необходим специальный аппарат формального вывода и 
планирования.  

Проблема поиска решения в базе знаний типа семантической сети сводится к 
задаче поиска фрагмента сети, соответствующего некоторой подсети 
поставленной задачи. Это, в свою очередь, обусловливает еще один недостаток 
модели — сложность поиска вывода на семантических сетях.  
Еще раз подчеркнем, что сетевые модели являются очень наглядным и 
достаточно универсальным средством представления знаний. Однако их 
формализация в конкретных моделях представления, использования и 
модификации знаний оказывается достаточно трудоемкой, особенно при 
наличии множественных отношений между ее элементами.  

  

 
 



1 Сети автоматов
Будем называть (L1, L2)-трансдьюсером устройство, которое принимает сло-
ва из языка L1 и производит слова из языка L2. Таким устройством мо-
жет быть конечный трансдьюсер, арочный трансдьюсер и другие автоматы.
Пусть A1 является (L1, L2)-трансдьюсером, а A2 – (L2, L3)-трансдьюсером.
Сеть из автоматов A1 и A2 обозначается как A1 → A2. Это устройство,
работающее следующим образом. Входное слово из языка L1 посимвольно
подается автомату A1. Автомат A1 производит слово из языка L2 посим-
вольно. Как только автомат A1 выдает символ, этот символ подается на
вход автомату A2. В свою очередь, A2 производит посимвольно слово из
L3, которое и является выходом всей сети. Легко видеть, что такая сеть
является (L1, L3)-трансдьюсером. Соответственно, если теперь A3 является
(L3, L4)-трансдьюсером, то может быть построена сеть (A1 → A2) → A3.

Типичным примером сети автоматов является front-end компилятор.
Традиционно он состоит из двух частей. Первая часть – лексический анали-
затор, который обычно представлен конечным трандьюсером. Вторая часть
– синтаксический анализатор, обычно являющийся детерминированным ав-
томатом с магазинной памятью. Лексический анализатор принимает код
программы и производит поток токенов. Соответственно, лексический ана-
лизатор является (L1, L2)–трансдьюсером, где L1 – язык программирова-
ния, а L2 – промежуточный язык токенов. Далее, синтаксический анализа-
тор выполняет анализ слова на L2 и производит слово на промежуточном
языке компилятора, который затем передается back-end компилятору.

Конечным трансдьюсером будем называть детерминированный конеч-
ный автомат-трансдьюсер. В случае сети из конечного трансдьюсера и де-
терминированного автомата с магазинной памятью, сеть из этих автоматов
не расширяет вычислительные возможности ДАМПа. Это отражено в сле-
дующем утверждении.

Предложение 1.1. Если некоторый язык L распознается сетью из ко-
нечного трансдьюсера и ДАМПа, то существует ДАМП, распознающий
язык L.

Также может быть сформулированно аналогиченое утверждение для ко-
нечных трансдьюсеров.

Предложение 1.2. Если некоторый язык L распознается сетью из конеч-
ного трансдьюсера и детерминированного конечного автомата, то суще-
ствует детерминированный конечный автомат, распознающий тот же
язык.

Однако в общем случае сеть из автоматов может обладать большими вы-
числительными возможностями, чем ее составляющие части. В частности,
это имеет место быть для модели арочных автоматов.

Модель арочных автоматов (англ. nested automata) была предложена
в работах Раджива Алюра. Арочный автомат является автоматом с мага-
зинной памятью, на который наложены дополнительные ограничения. Так,
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входной алфавит Σ разбит на три непересекающиеся части – множество ле-
вых символов Σl, множество правых символов Σr и множество внутренних
символов Σi. Работа арочного автомата со стеком полностью определяется
типом входного символа. Так, если автомат в состоянии q принимает левый
символ a ∈ Σl, он обязан положить в стек один символ и изменить свое
состояние в зависимости от q и a. Если автомат в состоянии q принимает
правый символ b ∈ Σr, он обязан извлечь из стека один символ γ и изменить
свое состояние в зависимости от q, b и γ. Наконец, если автомат в состоянии
q получает внутренний символ c ∈ Σi, он может лишь изменить свое состо-
яние в зависимости от q и c. Иначе говоря, арочный автомат действует как
конечный автомат при обработке символа из Σi.

Арочные автоматы распознают все регулярные языки и дополнитель-
но распознают некоторые контекстно-свободные языки. Арочные автома-
ты наследуют многие свойства конечных автоматов. В частности, любой
арочный автомат можно детерминировать, а языки арочных автоматов за-
мкнуты относительно объединения, пересечения, итерации, дополнения и
конкатенации.

Предложение 1.3. Существует язык такой, что он не распознается
никаким арочным автоматом, однако распознается сетью из конечного
трансдьюсера и арочного автомата.

Доказательство. Рассмотрим язык anban. Очевидно, такой язык не может
быть распознан арочным автоматом. Действительно, a может быть либо
левым, либо правым, либо внутренним символом. Если a является внут-
ренним символом, то арочный автомат действует как конечный автомат,
и следовательно, не может распознать такой язык. Если a является пра-
вым символом, то он постоянно извлекает из пустого стека, а значит, тоже
действует как конечный автомат. Аналогично, если a – левый символ, то
автомат постоянно складывает в стек символы a и никогда их не извлекает.

Для того, чтобы арочный автомат распознал язык anban необходимо
сложить в стек символы a, которые предшествуют b, затем вытащить их из
стека и убедиться, что количество символов в стеке совпадает с количеством
символов a после b. Для этого необходимо преобразовать входную строку.
Рассмотрим следующий конечный трансдьюсер.

◦a/l ::

b/b
(( ◦ a/rdd

b/er

��

.

Этот трансдьюсер переводит слова из языка anbam в язык lnbrm. Теперь
легко построить арочный автомат, который бы распознавал подмножество
языка lnbrm, равное lnbrn. Для этого l следует объявить левым символом,
r – правым символом и затем выполнить операции складывания в стек и
подсчета символов в стеке. Таким образом, мы построили сеть из конечного
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трансдьюсера и арочного автомата, которая обладает большими вычисли-
тельными способностями, чем один арочный автомат.

Однако, расширение арочного автомата подобным «конечным препро-
цессором» оказывается менее мощно, чем детерминированный автомат с
магазинной памятью. Для доказательства этого утверждения нам понадо-
бится операция смешения языков. Смешением языков L1 и L2 называется
язык L1 ◦L2, определяемый следующим образом: {u1v1u2v2 . . . vnun+1}, где
u1u2 . . . un+1 ∈ L1 и v1v2 . . . vn ∈ L2.

Предложение 1.4. Существует язык L, распознаваемый детерминиро-
ванным автоматом с магазинной памятью, не распознаваемый сетью из
конечного трансдьюсера и арочного автомата.

Доказательство. Построим такой язык. Пусть L1 – язык, порожденный
следующей грамматикой.

S → aSc | bSd | SS | λ

Пусть L является смешением языков L1 и {c, d}∗. Докажем, что такой
L соответствует условиям предложения.

Язык L состоит из слов, в которых символы a, b «закрыты» символа-
ми c, d в правильных скобочных последовательностях, и, возможно, при-
сутствуют другие символы c, d. Детерминированный автомат с магазинной
памятью работает следующим образом. Все символы a, b он складывает в
стек. Далее, если на вход поступает символ c и наверху стека лежит символ
a, он снимает символ a со стека. Аналогичные действия выполняются для
пары символов b, d. Если же на вход поступает символ c и наверху стека
лежит не символ a, автомат переходит к следующему символу. Аналогично
он действует при символе d на входе и любом символе, кроме b наверху
стека. Очевидно, такой ДАМП распознает язык L.

Покажем, что арочный автомат неспособен распознать язык L. В самом
деле, поскольку L1 является подмножеством L, арочный автомат должен
уметь распознавать скобочные последовательности. Это значит, что симво-
лы a и b должны быть левыми символами, а символы c и d – правыми. Но
это означает, что арочный автомат должен снимать символ со стека при
появлении c и d вне зависимости от того, что находится наверху стека. В
результате, информация о том символе, который должен быть закрыт, теря-
ется. Так, для строк adc и add невозможно определить, является ли третий
символ парным для первого.
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Полносвязные сети Хопфилда  
 
Сеть Хопфилда  — однослойная сеть. Все нейроны связаны друг с другом 
связями wij , причем сигнал с выхода нейрона может подаваться на его же вход 
и необязательно wij = wji .  
 



 

 

 
 
  

Поскольку сигнал с выхода каждого нейрона подается на входы всех остальных,  
входной вектор начинает циркулировать, преобразуясь по сети до тех пор, пока 
сеть не придет в устойчивое состояние (то есть когда все нейроны на каждом 
последующем цикле будут вырабатывать тот же сигнал, что и на предыдущем). 
Очевидно, возможны случаи бесконечной циркуляции входного вектора без 
достижения устойчивого состояния.  
 

Выберем функцию элементов в виде: 

 

 

 
Состояние сети — множество текущих значений сигналов х от всех нейронов. 
Функционирование сети геометрически может быть представлено как движение 



вектора х , характеризующего состояние сети, на кубе [0,1]п. Когда подается но 
вый входной вектор, сеть переходит из вершины в вершину, пока не 
стабилизируется. Устойчивая вершина определяется сетевыми весами, 
текущими входами и величиной порога. Если входной вектор частично 
неправилен или неполон, то сеть стабилизируется в вершине, ближайшей к 
желаемой.  
 
В общем случае все возможные состояния сети образуют некое подобие 
холмистой поверхности, а текущие состояния сети аналогичны положениям 
тяжелого шарика, пущенного на эту поверхность, — он движется вниз по 
склону в ближайший локальный минимум. Каждая точка поверхности 
соответствует некоторому сочетанию активностей нейронов в сети, а высота 
подъема поверхности в данной точке характеризует «энергию» этого состояния. 
Энергия данного сочетания активностей определяется как сумма весов связей 
между парами активных нейронов, взятая со знаком минус (при 0 = 0).  
 
Таким образом, если связь между двумя какими-то нейронами имеет большой 
положительный вес, то сочетания, в которых эти нейроны активны, 
характеризуются низким уровнем энергии — именно к таким сочетаниям и 
будет стремиться вся сеть. И, наоборот, нейроны с отрицательной связью при 
активации добавляют к энергии сети большую величину, так что сеть стремится 
избегать подобных состояний.  
 
Динамику сети Хопфилда удобно описывать так называемой функцией энергии, 
которая в достаточно общем виде может быть определена как 
 

 
 
Функция энергии определяет устойчивость сети, другими словами — это 
функция Ляпунова сети Хопфилда , то есть функция, которая всегда убывает 
при изменении состояния сети. В конце концов эта функция должна достичь 
минимума и прекратить изменение, гарантируя тем самым устойчивость сети.  
 
Изменение состояния какого-либо элемента сети всегда вызывает уменьшение 
энергии сети. Действительно, пусть изменил свое состояние элемент k ( k = 1 : n 
), то есть его состояние изменилось с +1 на 0 (или -1) или наоборот, тогда  
 
Ошибка!



 
 
Видно, что в результате изменения k - гo элемента ∆ Ek ≤ 0, ∆ Ek = 0, когда в 
сети не происходит никаких изменений. Благодаря такому непрерывному 
стремлению к уменьшению энергия, в конце концов, должна достигнуть 
минимума и прекратить изменение. По определению такая сеть является 
устойчивой. Сети Хопфил да называются также сетями, минимизирующими 
свою энергию. Сети Хопфилда имеют многочисленные применения. Некоторые 
из них связаны со способностью этих сетей запоминать , а затем 
восстанавливать даже по неполной входной информации различные образы. 
Другие применения связаны с возможностью использования сетей Хопфилда 
для решения оптимизационных задач.  



Двунаправленная ассоциативная память  

 
Основной причиной неудач исследователей в области искусственного 
интеллекта, потративших свыше 20 лет на безуспешные попытки 
моделирования интеллектуальной деятельности на базе обычных цифровых 
ЭВМ, является, по-видимому, тот факт, что в современных ЭВМ существует 
прямая зависимость времени поиска от количества хранимых образцов. 
Компьютер запоминает отдельные объекты в отдельных ячейках, как бы 
заучивает сведения наизусть, и при изучении наук примеры для него, в отличие 
от человека, отнюдь не полезнее правил. НейроЭВМ , построенная на базе 
нейросетей , обладает ассоциативной памятью и классифицирует поступившие 
образы со скоростью, которая не зависит от количества уже поступивших 
образцов, — она немедленно связывает новый образ с ближайшим имеющимся.  
 

Память человека является ассоциативной — один предмет напоминает нам о 
другом, а тот, в свою очередь о третьем и т. д. Наши мысли как бы 
перемещаются от предмета к предмету по цепочке умственных ассоциаций. 
Способность к ассоциациям может быть использована для восстановления 
забытых образов («мы с вами где-то встречались»).  
Двунаправленная ассоциативная память является гетероассоциативной; входной 
вектор поступает на один набор нейронов, а соответствующий выходной вектор 
вырабатывается на другом наборе нейронов. Как и сеть Хопфилда , 
двунаправленная ассоциативная память способна к обобщению, вырабатывая 
правильные ре акции, несмотря на возможные искажение входа.  
 

Очевидно, состояние нейронов можно рассматривать, как кратковременную 
память, так как она может быстро изменяться при появлении другого входного 
вектора. В то же время значения коэффициентов весовой матрицы образуют 
долговременную память (ассоциации) и могут изменяться на более длительном 
отрезке времени, используя соответствующий метод обучения. Обучение 
производится с использованием обучающего набора из пар векторов х и у. 
Предположим, что все запомненные образцы представляют собой двоичные 
векторы.  
 

Решение задачи с помощью двунаправленной ассоциативной памяти можно 
разбить на два этапа: режим обучения и непосредственно решение 
(распознавание). Рассмотрим оба эти этапа на примере.  



Каждый нейрон а. в первом слое А имеет синапсы, соединяющие его с 
нейронами Ь. во втором слое В. Пусть нейроны имеют следующий «смысл»: а, 
— валюта, я2 — дол лары, а3 — марки, а4 — рубли, bt — США, b 2 — Россия, b 3 
—Канада, b 4 — Германия.  

Режим обучения бинарными образами  

 
Подадим на нейросеть три бинарных связи ( x 1, y 1 ), ( x 2, y 2 ), ( x 3, y 3 ).  
Пусть  
 

x 1 = (1,1,0,0) → y 1 = (1,1,1,0);  
x 2 = (1,0,1,0) → у2 = (0,1,0,1);  
x 3 = (1,0,0,1) → y 3 = (0,1,0,0);  
 

Смысл обучающих связей очевиден: если возбуждены нейроны a 1 и а 2 (в 
нашем распоряжении есть доллары), то по соответствующим синапсам 
возбудятся нейроны b 1 , b 2 , b 3 (мы можем ими воспользоваться в США, России 
и Канаде), и т. д. От бинарных связей перейдем к биполярным (это сделано 
исключительно для простоты, чтобы не нужно было вводить ненулевой порог 
срабатывания нейронов): 
 

x 1 = (1,1-1,-1) → y 1 = ( 1 ,1 -1,-1 );  
x 2 = ( 1,-11,-1 → у2 = ( 1,-11,-1  
x 3 = ( 1,-1-1,1 → y 3 = ( 1,-1-1,1 ; 
 

Составим матрицу весов: 

 

 
 

 



Режим распознавания  

 

Оценим эффективность запоминания обучающих связей. Убедимся, что 
матрица W хранит связи ( x 1, y 1 ), ( x 2, y 2 ), ( x 3, y 3 ). Подадим на вход x 1 тогда x 
1 = (2, 2, 2, -2) — это означает, что в слое В возбудятся первые три нейрона 
(порог срабатывания принят равным нулю). Тогда в бинарной форме у = (1, 1, 
1,0), что является требуемой ассоциацией. Это означает, что подача на вход x 1 , 
приводит к y 1, то есть ЭВМ действительно «запомнила» связь ( x 1, y 1 ). 
Аналогично проверяется запоминание остальных связей.  
 

Сеть является двунаправленной: y 1 W T = (1, 5, -3, -3) → (1, 1, 0, 0) → x 1 , и т. д.  

Определим энергию связей в памяти:  

 
 
аналогично Е( х2, у2) - 4 и Е(х3 у3) = -2. Следует ожидать, что при ошибке в 
исходной информации связь ( x 1, y 1 ) будет притягивать к себе больше образов, 
так как это точка устойчивого равновесия с минимальным энергетическим 
уровнем. Действительно, подадим на вход образ x ' = (1,1,0,1) — искаженный на 
один бит x 1 и х3 тогда x ' W = (1,1,1, -3)→ (1,1,1,0) → y 1 . Аналогично, если 
взять х " = (1, О, 1, 1) — вектор, расположенный «между» х 2 и х3, то получим (-
3, 1, -3, 1) → (0, 1, 0, 1) → у2 — связь ( x 2, y 2 ) , притягивает к себе, так как ее 
энергия меньше энергии ( x 3, y 3 ).  
Работа с неопределенными данными. Рассмотрим случай, когда тип валюты 
неопределен x '- (1,0, 0,0), тогда x ' W = (-1, 3, -1, -1) → (0, 1, 0, 0) → у3. Это 
означает, что она может быть использована только в той стране, где в ходу 
любая валюта.  

Если валюта может быть любой, например, доллары и марки, то она может 
использоваться везде:  
x '-(1, 1, 1,0) → x 'М = (1, 1,1,1) → у’.  
Проведенное исследование показывает, что построенная нейросеть способна 
запомнить необходимую информацию на этапе обучения, а в рабочем режиме 
позволяет решать задачи распознавания, то есть реализует функции 
ассоциативной памяти. Вся полученная при обучении информация 
сосредоточена в матрице W . За счет параллельной структуры сеть решает 
задачу «мгновенно» — за одно действие — умножение входного вектора на 



матрицу памяти. Так как информация как бы интегрирована в матрицу W , сеть 
способна достаточно эффективно решать задачу и при частичных искажениях в 
исходных данных.  
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Самоорганизующиеся сети Кохонена  

 
Характерной особенностью мозга является то, что его структура, по-видимому, 
отражает организацию внешних раздражителей, которые в него поступают. На 
пример, известно соответствие относительного положения рецепторов на 
поверхности кожи и нейронов в мозге, которые воспринимают и обрабатывают 
сигналы от этих рецепторов, а участки кожи, которые плотно «населены» 
рецепторами (лицо, руки), ассоциированы с пропорционально большим числом 
нейронов. Это соответствие образует то, что называется соматотропической 
картой, которая отражает поверхность кожи в часть мозга — соматосенсорную 
кору которая и воспринимает ощущение касания.  

Системы, построенные на базе, например, многослойных сетей с обратным 
распределением ошибок имеют очевидный недостаток, заключающийся в том, 
что мы (как учитель) должны заранее заготовить входы и запастись 
соответствующими правильными ответами для обучения сети. Принципы 
функционирования природной соматотропической карты легли в основу 
создания самоорганизующихся сетей (карт, решеток) Кохонена , для которых не 
требуется предваритель ное обучение на примерах. Сеть Кохонена 
воспринимает только вход и способна вырабатывать свое собственное 
восприятие внешних стимулов.  
 

Самоорганизующиеся сети Кохонена — это карты или многомерные решетки, d 
каждым узлом которой ассоциирован входной весовой вектор, то есть набор из 
k входных весов нейрона трактуется как вектор в пространстве.  Входной 
весовой вектор имеет ту же размерность, что и вход в сеть. Обучение 
происходит в результате конкуренции, возникающей между узлами сети за 
право отклика на полученный входной сигнал. Элемент сети, который 
выигрывает в этой конкуренции (победитель), и его ближайшее окружение 
(свита) модифицируют веса своих входных связей. Перед обучением каждая 
компонента входного весового вектора инициализируюется случайным 
образом. Обычно каждый вектор нормализуется в вектор с единичной длиной в 
пространстве весов. Это делается делением соответствующего веса на корень из 
суммы квадратов компонент этого весового вектора. Входные вектора 
нормализуются аналогично. Обучение сети состоит из следующих этапов:  
1.   Вектор х = (х 1 , х2,..., xk ) подается на вход сети.  
2.   Определяется расстояние dij (в k -мерном пространстве) между х и весовыми 
векторами ij  



каждого нейрона, например: dtj =  

 

3.           Нейрон, который имеет весовой вектор, самый близкий к х , 
объявляется «победителем». Этот весовой вектор становится основным в 
группе входных весовых векторов, которые лежат в пределах расстояния D от 

. Таким образом определяется "свита" победителя.  
4.           Группа входных весовых векторов модифицируется (поощряется) в 
соответствии со следующим выражением 
для всех весовых векторов в пределах расстояния D от .  
5.           Шаги 1 — 4 повторяются для каждого входного вектора.  
В процессе обучения значения D и постепенно уменьшаются: η : 1 → 0, D в 
начале обучения может равняться максимальному расстоянию между весовыми 
векторами, а к концу обучения доходить до величины, при которой будет 
обучаться толь ко один нейрон.  
Из формулы адаптации входного весового вектора следует, что он (для 
победите ля и его «свиты») сдвигается по направлению к входному вектору. 
Таким образом, по мере поступления новых входных векторов весовые векторы 
сети разделяются на группы, формирующиеся в виде облаков (сгустков, 
кластеров) вокруг входных векторов. По мере обучения плотность весовых 
векторов будет выше в тех позициях пространства, где входные векторы 
появляются чаще, и наоборот. В результате сеть Кохонена адаптирует себя так, 
что плотность весовых векторов будет соответствовать плотности входных 
векторов. Так, если, например, на вход сети подать поток равномерно 
распределенных случайных величин, то сетевые веса будут самоприводиться в 
порядок в регулярную решетку.  



Генетические алгоритмы 
Генетические алгоритмы - это аналитические технологии, созданные и 
выверенные самой природой за миллионы лет ее существования. Они 
позволяют решать задачи прогнозирования, классификации, поиска 
оптимальных вариантов, и совершенно незаменимы в тех случаях, когда в 
обычных условиях решение задачи основано на интуиции или опыте, а не на 
строгом (в математическом смысле) ее описании.  

Естественный отбор в природе  

Эволюционная теория утверждает, что каждый биологический вид 
целенаправленно развивается и изменяется для того, чтобы наилучшим 
образом приспособиться к окружающей среде. В процессе эволюции многие 
виды насекомых и рыб приобрели защитную окраску, еж стал неуязвимым 
благодаря иглам, человек стал обладателем сложнейшей нервной системы. 
Можно сказать, что эволюция - это процесс оптимизации всех живых 
организмов. Рассмотрим, какими же средствами природа решает эту задачу 
оптимизации.  

Основной механизм эволюции - это естественный отбор. Его суть состоит в 
том, что более приспособленные особи имеют больше возможностей для 
выживания и размножения и, следовательно, приносят больше потомства, 
чем плохо приспособленные особи. При этом благодаря передаче 
генетической информации (генетическому наследованию) потомки 
наследуют от родителей основные их качества. Таким образом, потомки 
сильных индивидуумов также будут относительно хорошо 
приспособленными, а их доля в общей массе особей будет возрастать. После 
смены нескольких десятков или сотен поколений средняя приспособленность 
особей данного вида заметно возрастает.  

Чтобы сделать понятными принципы работы генетических алгоритмов, 
поясним также, как устроены механизмы генетического наследования в 
природе. В каждой клетке любого животного содержится вся генетическая 
информация этой особи. Эта информация записана в виде набора очень 
длинных молекул ДНК (ДезоксирибоНуклеиновая Кислота). Каждая 
молекула ДНК - это цепочка, состоящая из молекул нуклеотидов четырех 
типов, обозначаемых А, T, C и G. Собственно, информацию несет порядок 
следования нуклеотидов в ДНК. Таким образом, генетический код 
индивидуума - это просто очень длинная строка символов, где используются 
всего 4 буквы. В животной клетке каждая молекула ДНК окружена 
оболочкой - такое образование называется хромосомой.  

Каждое врожденное качество особи (цвет глаз, наследственные болезни, тип 
волос и т.д.) кодируется определенной частью хромосомы, которая 



называется геном этого свойства. Например, ген цвета глаз содержит 
информацию, кодирующую определенный цвет глаз. Различные значения 
гена называются его аллелями.  

При размножении животных происходит слияние двух родительских 
половых клеток и их ДНК взаимодействуют, образуя ДНК потомка. 
Основной способ взаимодействия - кроссовер (cross-over, скрещивание). При 
кроссовере ДНК предков делятся на две части, а затем обмениваются своими 
половинками.  

При наследовании возможны мутации из-за радиоактивности или других 
влияний, в результате которых могут измениться некоторые гены в половых 
клетках одного из родителей. Измененные гены передаются потомку и 
придают ему новые свойства. Если эти новые свойства полезны, они, скорее 
всего, сохранятся в данном виде - при этом произойдет скачкообразное 
повышение приспособленности вида.  

Что такое генетический алгоритм  

Пусть дана некоторая сложная функция (целевая функция), зависящая от 
нескольких переменных, и требуется найти такие значения переменных, при 
которых значение функции максимально. Задачи такого рода называются 
задачами оптимизации и встречаются на практике очень часто.  

Один из наиболее наглядных примеров - задача распределения инвестиций. В 
этой задаче переменными являются объемы инвестиций в каждый проект, а 
функцией, которую нужно максимизировать - суммарный доход инвестора. 
Также даны значения минимального и максимального объема вложения в 
каждый из проектов, которые задают область изменения каждой из 
переменных.  

Попытаемся решить эту задачу, применяя известные нам природные способы 
оптимизации. Будем рассматривать каждый вариант инвестирования (набор 
значений переменных) как индивидуума, а доходность этого варианта - как 
приспособленность этого индивидуума. Тогда в процессе эволюции (если мы 
сумеем его организовать) приспособленность индивидуумов будет 
возрастать, а значит, будут появляться все более и более доходные варианты 
инвестирования. Остановив эволюцию в некоторый момент и выбрав самого 
лучшего индивидуума, мы получим достаточно хорошее решение задачи.  

Генетический алгоритм - это простая модель эволюции в природе, 
реализованная в виде компьютерной программы. В нем используются как 
аналог механизма генетического наследования, так и аналог естественного 
отбора. При этом сохраняется биологическая терминология в упрощенном 
виде.  



Моделирование генетического наследования:  

Хромосома  
Вектор (последовательность) из нулей и единиц.  

Каждая позиция (бит) называется геном.  

Индивидуум 
=  

генетический 
код  

Набор хромосом = вариант решения задачи.  

Кроссовер  Операция, при которой две хромосомы обмениваются своими 
частями.  

Мутация  Cлучайное изменение одной или нескольких позиций в 
хромосоме.  

Чтобы смоделировать эволюционный процесс, сгенерируем вначале 
случайную популяцию - несколько индивидуумов со случайным набором 
хромосом (числовых векторов). Генетический алгоритм имитирует 
эволюцию этой популяции как циклический процесс скрещивания 
индивидуумов и смены поколений.  

Жизненный цикл популяции - это несколько случайных скрещиваний 
(посредством кроссовера) и мутаций, в результате которых к популяции 
добавляется какое-то количество новых индивидуумов.  

Отбор в генетическом алгоритме - это процесс формирования новой 
популяции из старой, после чего старая популяция погибает. После отбора к 
новой популяции опять применяются операции кроссовера и мутации, затем 
опять происходит отбор, и так далее.  

Отбор в генетическом алгоритме тесно связан с принципами естественного 
отбора в природе следующим образом:  

Приспособленность 
индивидуума  Значение целевой функции на этом индивидууме.  

Выживание 
наиболее  

приспособленных  

Популяция следующего поколения формируется в 
соответствии с целевой функцией. Чем 
приспособленнее индивидуум, тем больше 
вероятность его участия в кроссовере, т.е. 
размножении.  



Таким образом, модель отбора определяет, каким образом следует строить 
популяцию следующего поколения. Как правило, вероятность участия 
индивидуума в скрещивании берется пропорциональной его 
приспособленности. Часто используется так называемая стратегия элитизма, 
при которой несколько лучших индивидуумов переходят в следующее 
поколение без изменений, не участвуя в кроссовере и отборе. В любом 
случае каждое следующее поколение будет в среднем лучше предыдущего. 
Когда приспособленность индивидуумов перестает заметно увеличиваться, 
процесс останавливают и в качестве решения задачи оптимизации берут 
наилучшего из найденных индивидуумов.  

Возвращаясь к задаче оптимального распределения инвестиций, поясним 
особенности реализации генетического алгоритма в этом случае.  

Индивидуум = вариант решения задачи = набор из 10 хромосом Хj  

Хромосома Хj= объем вложения в проект j = 16-разрядная запись этого числа  

Так как объемы вложений ограничены, не все значения хромосом являются 
допустимыми. Это учитывается при генерации популяций.  

Так как суммарный объем инвестиций фиксирован, то реально варьируются 
только 9 хромосом, а значение 10-ой определяется по ним однозначно.  

Генетический aлгоритм  

1. Создание структуры решения искомой задачи в виде массива a[i], i = 1 , . . 
.n, где n - максимальное число компонент структуры. Пример: поиск 
функции y=f(x) наилучшего в классе полиномов приближения 
экспериментальных точек {xi, yi}, j=1,...,m.  

Структура определяется битовым массивом, где каждому элементу массива 
сопоставлен простейший многочлен типа xi, i=1,...n, где n - максимальная 
степень полинома.  

2. Создание показателя эффективности структуры, заполненной 
конкретными значениями. Пример: Показателем эффективности для нашего 
примера будет невязка определенная методом наименьших квадратов 
Ja=I1+I2+..+Im, где Ij=(yj–fa(xj))2,  

где fa(x) есть сумма всех элементов вида aixi, где ai = 0 или 1  

3. Задание некоторого массива различных структур Sk, k=1,...,N, 
размерностью N, большей, чем число компонент n в структуре  



Данный массив можно сгенерировать случайно, задав нули и единицы в 
каждой структуре.  

4. Расчет показателей эффективности Jk для каждой структуры Sk. По 
формуле заданной в пункте 2.  

5. Естественный отбор структур по некоторому правилу выбора наилучших 
структур среди заданного массива структур. Пример: можно по правилу вида 
J0=M(Jk) - среднее значение Jk, если Jk<J0, то структура остается, иначе 
умирает. Если разница между предыдущим J0 и новым J0 меньше какого-то 
малого числа, то конец расчета.  

6. Замена выбывших структур на новые, рожденные от наиболее 
приспособленных структур с помощью генетических операторов  

а.) мутация - замена в структуре одного из значений случайно выбранной 
компоненты  

Пример: из (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0) получится (1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0).  

б.) инверсия - перестановка в структуре некоторой ее части наоборот  

Пример: из (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0) получится (1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0).  

в.) кроссинговер - создание структуры, основанной на двух структурах - 
заменой одной части первой структуры на ту же область во второй.  

Пример: из (A, B, C, D, E) и (a, b, c, d, e) получится (A, B, c, d, E).  

7. Переход к этапу 4.  

Влияние параметров генетического алгоритма на эффективность поиска  

Операторы кроссовера и мутации  

Наиболее традиционным подходом является отход от традиционной схемы 
"размножения", используемой в большинстве реализованных ГА-мах и 
повторяющих классическую схему. Классическая схема предполагает 
ограничение численности потомков путем использования так называемой 
вероятности кроссовера. Такая модель придает величине, соответствующей 
численности потомков, вообще говоря, недетерминированный характер. Есть 
метод предлагающий отойти от вероятности кроссовера и использовать 
фиксированное число брачных пар на каждом поколении, при этом каждая 
брачная пара "дает" двух потомков. Такой подход хорош тем, что делает 
процесс поиска более управляемым и предсказуемым в смысле 
вычислительных затрат.  



В качестве генетических операторов получения новых генотипов "потомков", 
используя генетическую информацию хромосомных наборов родителей мы 
применяются два типа кроссоверов - одно- и двухточечный. Вычислительные 
эксперименты показали, что даже для простых функций нельзя говорить о 
преимуществе того или иного оператора. Более того было показано, что 
использование механизма случайного выбора одно- или двух точечного 
кроссовера для каждой конкретной брачной пары подчас оказывается более 
эффективным, чем детерминированный подход к выбору кроссоверов, 
поскольку достаточно трудно определить который из двух операторов более 
подходит для каждого конкретного ландшафта приспособленности. 
Использование же случайного выбора преследовало целью прежде всего 
сгладить различия этих двух подходов и улучшить показатели среднего 
ожидаемого результата. Для всех представленных тестовых функций так и 
произошло, - случайного выбор оказался эффективнее худшего.  

Повышение эффективности поиска при использовании случайного выбора 
операторов кроссовера повлияло на то, чтобы применить аналогичный 
подход при реализации процесса мутагинеза новых особей, однако в этом 
случае преимущество перед детерминированным подходом не так очевидно в 
силу традиционно малой вероятности мутации. В основном вероятность 
мутации составляет 0.001 - 0.01.  

Выбор родительской пары  

Первый подход самый простой - это случайный выбор родительской пары 
("панмиксия"), когда обе особи, которые составят родительскую пару, 
случайным образом выбираются из  

всей популяции, причем любая особь может стать членом нескольких пар. 
Несмотря на простоту, такой подход универсален для решения различных 
классов задач. Однако он достаточно критичен к численности популяции, 
поскольку эффективность алгоритма, реализующего такой подход, снижается 
с ростом численности популяции.  

Второй способ выбора особей в родительскую пару - так называемый 
селективный. Его суть состоит в том, что "родителями" могут стать только те 
особи, значение приспособленности которых не меньше среднего значения 
приспособленности по популяции, при равной вероятности таких кандидатов 
составить брачную пару. Такой подход обеспечивает более быструю 
сходимость алгоритма. Однако из-за быстрой сходимости селективный 
выбор родительской пары не подходит тогда, когда ставиться задача 
определения нескольких экстремумов, поскольку для таких задач алгоритм, 
как правило, быстро сходится к одному из решений. Кроме того, для 
некоторого класса задач со сложным ландшафтом приспособленности 
быстрая сходимость может превратиться в преждевременную сходимость к 



квазиоптимальному решению. Этот недостаток может быть отчасти 
компенсирован использованием подходящего механизма отбора (о чем будет 
сказано ниже), который бы "тормозил" слишком быструю сходимость 
алгоритма.  

Другие два способа формирования родительской пары, на которые хотелось 
бы обратить внимание, это инбридинг и аутбридинг. Оба эти метода 
построены на формировании пары на основе близкого и дальнего "родства" 
соответственно. Под "родством" здесь понимается расстояние между 
членами популяции как в смысле геометрического расстояния особей в 
пространстве параметров. В связи с этим будем различать генотипный и 
фенотипный (или географический) инбридинг и аутбридинг. Под 
инбридингом понимается такой метод, когда первый член пары выбирается 
случайно, а вторым с большей вероятностью будет максимально близкая к 
нему особь. Аутбридинг же, наоборот, формирует брачные пары из 
максимально далеких особей. Использование генетических инбридинга и 
аутбридинга оказалось более эффективным по сравнению с географическим 
для всех тестовых функций при различных параметрах алгоритма. Наиболее 
полезно применение обоих представленных методов для 
многоэкстремальных задач. Однако два этих способа по-разному влияют на 
поведение генетического алгоритма. Так инбридинг можно охарактеризовать 
свойством концентрации поиска в локальных узлах, что фактически 
приводит к разбиению популяции на отдельные локальные группы вокруг 
подозрительных на экстремум участков ландшафта, напротив аутбридинг как 
раз направлен на предупреждение сходимости алгоритма к уже найденным 
решениям, заставляя алгоритм просматривать новые, неисследованные 
области.  

Механизм отбора  

Обсуждение вопроса о влиянии метода создания родительских пар на 
поведение генетического алгоритма невозможно вести в отрыве от 
реализуемого механизма отбора при формировании нового поколения. 
Наиболее эфективные два механизма отбора элитный и отбор с вытеснением.  

Идея элитного отбора, в общем, не нова, этот метод основан на построении 
новой популяции только из лучших особей репродукционной группы, 
объединяющей в себе родителей, их потомков и мутантов. В основном это 
объясняют потенциальной опасностью преждевременной сходимости, 
отдавая предпочтение пропорциональному отбору. Быстрая сходимость, 
обеспечиваемая элитным отбором, может быть, когда это необходимо, с 
успехом компенсирована подходящим методом выбора родительских пар, 
например аутбридингом. Именно такая комбинация "аутбридинг - элитный 
отбор" является одной из наиболее эффективных.  



Второй метод, на котором хотелось бы остановиться, это отбор вытеснением. 
Будет ли особь из репродукционной группы заноситься в популяцию нового 
поколения, определяется не только величиной ее приспособленности, но и 
тем, есть ли уже в формируемой популяции следующего поколения особь с 
аналогичным хромосомным набором. Из всех особей с одинаковыми 
генотипами предпочтение сначала, конечно же, отдается тем, чья 
приспособленность выше. Таким образом, достигаются две цели: во-первых, 
не теряются лучшие найденные решения, обладающие различными 
хромосомными наборами, а во-вторых, в популяции постоянно 
поддерживается достаточное генетическое разнообразие. Вытеснение в 
данном случае формирует новую популяцию скорее из далеко 
расположенных особей, вместо особей, группирующихся околотекущего 
найденного решения. Этот метод особенно хорошо себя показал при 
решении многоэкстремальных задач, при этом помимо определения 
глобальных экстремумов появляется возможность выделить и те локальные 
максимумы, значения которых близки к глобальным.  

Особенности генетических алгоритмов  

Генетический алгоритм - новейший, но не единственно возможный способ 
решения задач оптимизации. С давних пор известны два основных пути 
решения таких задач - переборный и локально-градиентный. У этих методов 
свои достоинства и недостатки, и в каждом конкретном случае следует 
подумать, какой из них выбрать.  

Рассмотрим достоинства и недостатки стандартных и генетических методов 
на примере классической задачи коммивояжера. Суть задачи состоит в том, 
чтобы найти кратчайший замкнутый путь обхода нескольких городов, 
заданных своими координатами. Оказывается, что уже для 30 городов поиск 
оптимального пути представляет собой сложную задачу, побудившую 
развитие различных новых методов (в том числе нейросетей и генетических 
алгоритмов).  

Каждый вариант решения (для 30 городов) - это числовая строка, где на j-ом 
месте стоит номер j-ого по порядку обхода города. Таким образом, в этой 
задаче 30 параметров, причем не все комбинации значений допустимы. 
Естественно, первой идеей является полный перебор всех вариантов обхода.  

Переборный метод наиболее прост по своей сути и тривиален в 
программировании. Для поиска оптимального решения (точки максимума 
целевой функции) требуется последовательно вычислить значения целевой 
функции во всех возможных точках, запоминая максимальное из них. 
Недостатком этого метода является большая вычислительная стоимость. В 
частности, в задаче коммивояжера потребуется просчитать длины более 1030 
вариантов путей, что совершенно нереально.  



Второй способ основан на методе градиентного спуска. При этом вначале 
выбираются некоторые случайные значения параметров, а затем эти значения 
постепенно изменяют, добиваясь наибольшей скорости роста целевой 
функции. Достигнув локального максимума, такой алгоритм 
останавливается, поэтому для поиска глобального оптимума потребуются 
дополнительные усилия.  

Градиентные методы работают очень быстро, но не гарантируют 
оптимальности найденного решения. Они идеальны для применения в так 
называемых унимодальных задачах, где целевая функция имеет 
единственный локальный максимум (он же - глобальный). Легко видеть, что 
задача коммивояжера унимодальной не является.  

Типичная практическая задача, как правило, мультимодальна и многомерна, 
то есть содержит много параметров. Для таких задач не существует ни 
одного универсального метода, который позволял бы достаточно быстро 
найти абсолютно точное решение.  

Однако, комбинируя переборный и градиентный методы, можно надеяться 
получить хотя бы приближенное решение, точность которого будет 
возрастать при увеличении времени расчета.  

Генетический алгоритм представляет собой именно такой комбинированный 
метод. Механизмы скрещивания и мутации в каком-то смысле реализуют 
переборную часть метода, а отбор лучших решений - градиентный спуск.  
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