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Аннотация. В работе предлагается асимптотический метод нахождения порядков малости бесконечно 
малых функций, представимых в виде обобщенного ряда Тейлора. Рассматривается приложение метода 
к решению задачи разложения в ряд Пюизё решений алгебраических уравнений.
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Введение
Бесконечно малые и бесконечно большие функ-

ции (БМФ и ББФ соответственно) являются важ-
ным аппаратом исследования асимптотического 
поведения методов решения задач классического 
и дробного анализа, алгебры, вычислительной ма-
тематики, оптимизации и теории алгоритмов [1–3]. 
Как правило, исследование сводится к определе-
нию для некоторой специально построенной БМФ 
или ББФ порядков малости и коэффициента про-
порциональности при соответствующем мономе. 
Однако точное нахождение данных характеристик 
возможно лишь в ограниченных случаях. Поэтому 
нахождение характеристик БМФ и ББФ является 
важной вычислительной задачей и требует постро-
ения численных алгоритмов.

Статья организована следующим образом.
В разделе 1 предлагается подход к анализу 

БМФ, использующий асимптотические свойства 
логарифма заданной функции.

В разделе 2 асимптотический метод применя-
ется для построения алгоритма разложения БМФ 
в сумму мономов с неизвестными коэффициента-
ми и дробными степенями.

Разделы 3 и 4 посвящены исследованию гра-
фиков неявных функций, задающих плоские ал-
гебраические кривые.

Логарифмическое изображение  
бесконечно малых функций
В работе рассматриваются БМФ одной перемен-

ной f (x), допускающие представление в виде ряда
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где , i iC p ++∈ ∈   —  неизвестные коэффициенты 
и порядки мономов, 1

1
pC x  —  главный моном БМФ.

Логарифмическим изображением (log-изобра-
жением) БМФ ( )y f x=  назовем функцию

 ( ) ( ( )),y g x f x= =Φ   (2)

где lg | |, lg | | .x x y y= =  
График функции (2) (или log-log-график) в де-

картовой системе координат совпадает с графиком 
функции y = f(x) в логарифмической системе ко-
ординат. Заметим, что подобное логарифмическое 
преобразование функций применяется в теории 
управления (диаграмма Боде), оптимизации (гео-
метрическое программирование [4]), лингвистике 
(закон Ципфа), экологии (кривая видового нако-
пления).

Асимптотический метод разложения БМФ 
в обобщенный ряд Тейлора
Базовым шагом разложения БМФ в ряд (1) 

является процедура нахождения характеристик 
главного монома БМФ. График log-изображения 
БМФ (1) имеет левую наклонную асимптоту
 1 1 ,y C p x= +   (3)
где 1 1 1lg ,C C p=   —  коэффициенты асимптоты.
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Таким образом, характеристики главного моно-
ма БМФ (1) восстанавливаются из коэффициентов 
линейного тренда (3).

Отметим, что в ряде прикладных задач зна-
чения БМФ (1) являются выходом некоторого 
численного метода и соответственного могут со-
держать погрешность. В таком случае аналитиче-
ское определение точных характеристик главного 
монома становится невозможным и становится 
актуальной задача разработки численного алгорит-
ма разложения неточно заданной БМФ (НЗБМФ).

Приведем алгоритм разложения НЗБМФ 
в ОРТ:

Вход: Набор точек НЗБМФ { } 1
ˆ ˆ: , ,m
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Шаг 1. Положить k = 1.
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Шаг 3. Построить log-изображение БМФ 
1
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Шаг 4. Определить коэффициент пропорци-
ональности ˆ

kC  и порядок малости ˆ
kp  главного 

монома БМФ ˆ ( )kf x  на основе идентификации ко-
эффициентов log-log-графика ˆ ( ).kg x

Шаг 5. Если k < n, то k = k + 1, переход на шаг 1.
Выход: набор оценок параметров мономов ис-

ходной НЗБМФ { }
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Построенный алгоритм обладает следующим 
свойством.

Утверждение. Пусть БМФ f(x) допускает пред-
ставление в виде (1). Тогда после k-итераций вычи-
сления первых k-мономов БМФ f(x) справедливо 
следующее неравенство:
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где iC  —  десятичный логарифм пропорциональ-
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Таким образом, на k-й итерации шага 3 алго-

ритма log-log-график БМФ ˆ ( )kf x  представляет 
из  себя «склейку » асимптот мономов 
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Иллюстрация неравенства (4) на примере раз-
ложения БМФ 1 2

1 2( ) p pf x C x C x= +   (0 < p1 < p2) при-
ведена на рис. 1. Порядок малости главного монома 
найден точно 1 1

ˆ ,p p=  коэффициент пропорцио-
нальности найден с погрешностью 1 1 1

ˆ| | .C C C∆ = −  
Как видно на  рис.  1 график log-изображения 

1ˆ
1

ˆ| ( ) |pf x C xΦ −  состоит из двух частей: log-гра-
фика монома 1ˆ

1
pC x∆  и log-графика монома 2

2 .pC x

Рис. 1. Иллюстрация к утверждению на примере 
разложения БМФ 1 2

1 2( ) p pf x C x C x= +   (0 < p1 < p2)

Построение графиков неявных функций 
и их инфинитезимальный анализ
Традиционно к элементарным преобразова-

ниям функции одной переменной y = f(x) отно-
сят аддитивные и мультипликативные операции 
с константами вида:
 ( ) .y af bx c d= + +  (5)

Графики подобных функций строятся по хоро-
шо известным алгоритмам, основанным на прео-
бразовании графика y = f(x) в декартовой системе 
координат Oxy.

Мы предлагаем в качестве обобщения алго-
ритм построения графика неявной функции

 1 2 3 1 2 3( ).a x a y a f b x b y b+ + = + +  (6)

Выполним замену переменных y′ = a1x + a2y + a3,  
x′ = b1x + b2y + b3. Построим новую аффинную си-
стему координат O′x′y′. Ось O′x′ имеет уравнение  
y′ = 0 в новой системе или a1x + a2y + a3 = 0 в ста-
рой системе координат. Ось O′y′ имеет уравнение  
b1x + b2y + b3 = 0 Получили прямые, содержащие 
новые оси, пересечение которых задает новое на-
чало O′.

Точка 1′ на оси O′x′ является пересечением двух 
прямых: оси O′x′ и прямой x′ = 1. Таким образом 
строим масштабные сетки на обеих осях. В системе 
O′x′y′ (6) имеет вид y′ = f(x′), совпадающий с исход-
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ной функцией. Осталось построить преобразован-
ный график исходной функции в системе O′x′y′.

В качестве примера рассмотрим построение 
графика функции x + y = (y–x + 1)2. Обозначив  
y′ = x + y, x′ = y–x + 1, получаем уравнение для оси 
O′x′ y = –x, для оси O′y′ y = x–1. 1′ на оси O′x′ на-
ходится на прямой y = x, 1′ на оси O′y′ находится 
на прямой y = 1–x. Вид графика y′ = (x′)2 представ-
лен на рис. 2.

Разложение БМФ в ряд Пюизё
Рядом Пюизё с одной переменной называется 

формальное алгебраическое выражение вида
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Ряды Пюизё применяются для исследования 
решений алгебраических уравнений, систем поли-
номиальных уравнений, исследования сингуляр-
ных точек алгебраических кривых [5, 6].

Рис. 2. График неявной функции x + y = (y–x + 1)2

Рис. 3. Графики неявной функции (цвет —  красный) y5–3y4 + 3y3-x(1-y)2 = 0,  
одного слагаемого ряда Пюизё (цвет —  синий),  
двух слагаемых ряда Пюизё (цвет —  черный)
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Примером возникновения ряда Пюизё являет-
ся действительное решение y(x) алгебраического 
уравнения [7]

 5 4 3 2( , ) 3 3 (1 ) 0,f x y y y y x y= − + − − =  (7)

относительно переменной x, которое удовлетво-
ряет условию y(0) = 0.

Действительное решение имеет вид
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На рис. 3 изображен графики алгебраической 
кривой (7) и нескольких слагаемых ряда Пюизё, со-
ответствующего ветви действительного решения.

Применение численного алгоритма разложения 
БМФ, получающейся переносом алгебраической 
кривой (7), из точки с ординатой
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в начало координат, дает главный моном с дроб-
ным порядком:

 ( ) 0,2646 ( ).y x x x≈ + ο  
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