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Рассматривается дифференциальная игра, в которой движение конфликтно-управляемой динами-

ческой системы описывается уравнением с запаздыванием, начальное условие определяется кусочно-

непрерывной функцией, а оптимизируемый показатель качества оценивает историю движения, реали-

зующуюся к терминальному моменту времени, и включает интегральную оценку реализаций управлений

игроков. Обосновывается оптимальность позиционных стратегий игроков, построенных методом экстре-

мального сдвига на сопутствующую точку. При этом главным результатом работы является то, что со-

путствующая точка выбирается из конечномерной окрестности текущего состояния системы.
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Введение

В теории позиционных дифференциальных игр (см. [1–3]) для систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений одним из эффективных способов построения оптимальных пози-
ционных стратегий игроков является процедура экстремального сдвига на сопутствующую
точку. В случае дифференциальных игр сближения-уклонения сопутствующая точка опреде-
ляется как точка из множества позиционного поглощения, ближайшая к текущему состоянию
системы, а в случае дифференциальных игр на минимакс-максимин заданного показателя ка-
чества — как точка, в которой достигается минимум (максимум) функции цены в окрестности
текущего состояния системы.

Для систем с запаздыванием решения позиционных дифференциальных игр на основе
процедуры экстремального сдвига исследовались, например, в работах [4–7]. При этом для
дифференциальных игр сближения-уклонения в работах [4; 5] была предложена модифици-
рованная процедура экстремального сдвига, в которой сопутствующая точка выбиралась по
экстремальной функциональной последовательности из множества позиционного поглощения.
Такая модификация связана с тем, что множество позиционного поглощения в системах с за-
паздыванием состоит из историй движений системы, т. е. является функциональным. Подобная
модификация экстремального сдвига применялась в системах с запаздыванием и при решении
дифференциальных игр на минимакс-максимин показателя качества (см. [6;7]). В этом случае
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сопутствующая точка выбиралась по экстремальной функциональной последовательности из
функциональной окрестности текущей истории движения системы. В продолжение исследо-
ваний [6;7] в настоящей статье показано, что при достаточно общих условиях сопутствующую
точку достаточно искать лишь в конечномерной окрестности текущего состояния системы.
Тогда процедура экстремального сдвига существенно упрощается как с теоретической точ-
ки зрения, так и с точки зрения численной реализации. Выбор подходящих условий следует
работе [8] и по своей сути является таким, чтобы обеспечить определенную интегральную
липшицевость функционала цены.

1. Дифференциальная игра

Пусть R
n — n-мерное евклидово пространство со скалярным произведением 〈·, ·〉 и нормой

‖ · ‖. Функцию x(·) : [a, b) 7→ R
n будем называть кусочно-непрерывной, если существуют a =

ξ1 < ξ2 < . . . < ξl = b такие, что для каждого i ∈ 1, l − 1 функция x(·) непрерывна на [ξi, ξi+1)
и существует конечный предел x(ξ) при ξ → ξi+1 − 0. Обозначим через PC([a, b),Rn) линейное
пространство кусочно-непрерывных функций x(·) : [a, b) 7→ R

n.

Пусть t0 < ϑ и h > 0. Обозначим

PC = PC([−h, 0),Rn), G = [t0, ϑ]× R
n × PC.

Определим на пространстве PC следующие нормы:

‖w(·)‖1 =

0
∫

−h

‖w(ξ)‖dξ, ‖w(·)‖∞ = sup
ξ∈[−h,0)

‖w(ξ)‖, w(·) ∈ PC.

Кроме того, всюду ниже будем использовать обозначения

B(α) =
{

x ∈ R
n : ‖x‖ ≤ α

}

, B1(α) =
{

x ∈ R : |x| ≤ α
}

,

P (α) =
{

(x, r(·)) ∈ B(α)× PC: ‖r(·)‖∞ ≤ α
}

,
α > 0. (1.1)

Пусть (τ, z, w(·)) ∈ G. Рассмотрим дифференциальную игру, в которой движение кон-
фликтно-управляемой динамической системы описывается уравнением с запаздыванием

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t − h), u(t), v(t)), t ∈ [τ, ϑ], x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ U, v(t) ∈ V, (1.2)

при начальном условии

x(τ) = z, x(t) = w(t− τ), t ∈ [τ − h, τ), (1.3)

а оптимизируемый показатель качества имеет вид

γ = σ(x(ϑ), xϑ(·)) +
ϑ
∫

τ

f0(t, x(t), x(t − h), u(t), v(t)) dt. (1.4)

Здесь t — время; x(t) — вектор состояния в момент времени t; ẋ(t) = dx(t)/dt; U ⊂ R
m и

V ⊂ R
l — компактные множества; u(t) и v(t) — управляющие воздействия первого и второго

игроков соответственно. Для любого t ∈ [τ, ϑ] через xt(·) обозначаем функцию из PC такую,
что xt(ξ) = x(t+ ξ), ξ ∈ [−h, 0).

Цель первого игрока — минимизировать показатель качества γ, цель второго — максими-
зировать этот показатель.
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Предполагаем, что для функций f(t, x, y, u, v) ∈ R
n, f0(t, x, y, u, v) ∈ R, (t, x, y, u, v) ∈

[t0, ϑ] × R
n × R

n × R
m × R

l и функционала σ(x, r(·)) ∈ R, (x, r(·)) ∈ R
n × PC, выполнены

следующие условия:

(f1) Функции f и f0 непрерывны.

(f2) Существует такая константа cf > 0, что справедливо неравенство

∥

∥f(t, x, y, u, v)
∥

∥+
∣

∣f0(t, x, y, u, v)
∣

∣ ≤ cf
(

1 + ‖x‖+ ‖y‖
)

, (t, x, y, u, v) ∈ [t0, ϑ]×R
n ×R

n ×U×V.

(f3) Для любого α > 0 существует такое λf = λf (α) > 0, что имеет место оценка

∥

∥f(t, x, y, u, v) − f(t, x′, y′, u, v)
∥

∥ +
∣

∣f0(t, x, y, u, v) − f0(t, x′, y′, u, v)
∣

∣ ≤ λf

(

‖x− x′‖+ ‖y − y′‖
)

,

t ∈ [t0, ϑ], x, x′, y, y′ ∈ B(α), u ∈ U, v ∈ V.

(f4) Для любых t ∈ [t0, ϑ], x, y, s ∈ R
n, η ∈ R справедливо равенство

min
u∈U

max
v∈V

g(t, x, y, s, η, u, v) = max
v∈V

min
u∈U

g(t, x, y, s, η, u, v),

где

g(t, x, y, s, η, u, v) = 〈f(t, x, y, u, v), s〉 + f0(t, x, y, u, v)η. (1.5)

(σ) Для любого α > 0 найдется такое λσ = λσ(α) > 0, что имеет место оценка

∣

∣σ(x, r(·)) − σ(x′, r′(·))
∣

∣ ≤ λσ

(

‖x− x′‖+ ‖r(·)− r′(·)‖1
)

, (x, r(·)), (x′, r′(·)) ∈ P (α).

Через Λ(τ, z, w(·)) обозначим множество функций x(·) : [τ − h, ϑ] 7→ R
n, удовлетворяю-

щих условию (1.3) и липшицевых на отрезке [τ, ϑ]. Под допустимыми реализациями управ-
лений первого и второго игроков понимаем измеримые (по Лебегу) функции u(·) : [τ, ϑ] 7→ U

и v(·) : [τ, ϑ] 7→ V соответственно. Через Uτ и Vτ обозначим множества допустимых реализа-
ций управлений первого и второго игроков. При условиях (f1)–(f3) каждая пара реализаций
(u(·), v(·)) ∈ Uτ × Vτ порождает единственное движение x(·) = x(· | τ, z, w(·), u(·), v(·)) систе-
мы (1.2), (1.3) — функцию из Λ(τ, z, w(·)), удовлетворяющую уравнению (1.2) почти всюду.
Данный факт может быть доказан на основе метода шагов (см., например, [9, §1, разд. 2]),
учитывающего разрывы функции w(·), и теоремы о существовании и единственности решения
задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений (см., например, [10, §1]).

Дифференциальную игру (1.2)–(1.4) будем рассматривать в классе квазистратегий (см.,
например, [2, гл. III, §3]) или, в другой терминологии, неупреждающих стратегий игроков
(см., например, [11, Сh. VIII, Sect. 1]).

Под квазистратегией первого игрока понимаем такое отображение Qu
τ : Vτ 7→ Uτ , что для

любых v(·), v′(·) ∈ Vτ и t ∈ [τ, ϑ], удовлетворяющих равенству v(ξ) = v′(ξ) при почти всех
ξ ∈ [τ, t], будет выполнено равенство Qu

τ [v(·)](ξ) = Qu
τ [v

′(·)](ξ) при почти всех ξ ∈ [τ, t].

Квазистратегия первого игрока Qu
τ вместе с реализацией управления второго игрока v(·) ∈

Vτ определяют реализацию управления первого игрока u(·) = Qu
τ [v(·)](·), движение x(·) =

x(· | τ, z, w(·), u(·), v(·)) системы (1.2), (1.3) и значение γ = γ(τ, z, w(·), Qu
τ , v(·)) показателя ка-

чества (1.4). Оптимальным гарантированным результатом первого игрока называем величину

ρu(τ, z, w(·)) = inf
Qu

τ

sup
v(·)∈Vτ

γ(τ, z, w(·), Qu
τ , v(·)).

Аналогичным образом, под квазистратегией второго игрока понимаем такое отображение
Qv

τ : Uτ 7→ Vτ , что для любых u(·), u′(·) ∈ Uτ и t ∈ [τ, ϑ], удовлетворяющих равенству u(ξ) =
u′(ξ) при почти всех ξ ∈ [τ, t], справедливо равенство Qv

τ [u(·)](ξ) = Qv
τ [u

′(·)](ξ) при почти
всех ξ ∈ [τ, t]. Такая квазистратегия вместе с реализацией управления первого игрока u(·) ∈
Uτ определяет реализацию управления второго игрока v(·) = Qv

τ [u(·)](·), движение x(·) =
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x(· | τ, z, w(·), u(·), v(·)) системы (1.2), (1.3) и значение γ = γ(τ, z, w(·), u(·), Qv
τ ). Оптимальным

гарантированным результатом второго игрока называем величину

ρv(τ, z, w(·)) = sup
Qv

τ

inf
u(·)∈Uτ

γ(τ, z, w(·), u(·), Qv
τ ).

Из [12, теорема 2.16] вытекает, что при любых (τ, z, w(·)) ∈ G дифференциальная игра
(1.2)–(1.4) имеет цену, т. е. справедливо равенство ρu(τ, z, w(·)) = ρv(τ, z, w(·)). Функционал

ρ = ρ(τ, z, w(·)) = ρu(τ, z, w(·)) = ρv(τ, z, w(·)), (τ, z, w(·)) ∈ G,

называем функционалом цены дифференциальной игры (1.2)–(1.4). Кроме того, из [12, лем-
мы 5.2, 5.3] вытекает, что для функционала цены ρ выполняются следующие условия:

(ρ1) Справедливо равенство ρ(ϑ, z, w(·)) = σ(z, w(·)), (z, w(·)) ∈ R
n × PC.

(ρ2) Для любого α > 0 существует такое λρ = λρ(α) > 0, что имеет место оценка

∥

∥ρ(t, x, r(·)) − ρ(t, x′, r′(·))
∥

∥ ≤ λρ

(

‖x− x′‖+ ‖r(·)− r′(·)‖1
)

,

t ∈ [t0, ϑ], (x, r(·)), (x′, r′(·)) ∈ P (α).

(ρ3) Для любых (t, x, r(·)) ∈ G, t′ ∈ [t, ϑ], ζ > 0 и v(·) ∈ Vt найдется такое u′(·) ∈ Ut, что
для движения y(·) = x(· | t, x, r(·), u′(·), v(·)) будет справедливо неравенство

ρ(t′, y(t′), yt′(·)) +
t′
∫

t

f0(ξ, y(ξ), y(ξ − h), u′(ξ), v(ξ)) dξ ≤ ρ(t, x, r(·)) + ζ.

(ρ4) Для любых (t, x, r(·)) ∈ G, t′ ∈ [t, ϑ], ζ > 0 и u(·) ∈ Ut найдется такое v′(·) ∈ Vt, что
для движения y(·) = x(· | t, x, r(·), u(·), v′(·)) будет справедливо неравенство

ρ(t′, y(t′), yt′(·)) +
t′
∫

t

f0(ξ, y(ξ), y(ξ − h), u(ξ), v′(ξ)) dξ ≥ ρ(t, x, r(·)) − ζ.

2. Оптимальные позиционные стратегии игроков

Пусть зафиксировано число α0 > 0. Определим множество

G∗ =
{

(t, x, r(·)) ∈ G : (x, r(·)) ∈ P (α(t))
}

, α(t) =
1

2

(

(1 + 2α0)e
2cf (t−t0) − 1

)

, (2.1)

где константа cf взята из условия (f2), а множество P (α(t)) определяется в согласии с (1.1).
Пусть ε > 0. По числу α∗ = α(ϑ) в согласии с условием (f3) выберем число λf = λf (α∗).

Определим функцию

µ(t, s, η) =
(

‖s‖2 + |η|2
)

e−4λf (t−t0), (t, s, η) ∈ [t0, ϑ]× R
n × R, (2.2)

и множество

Ω(t, x, ε) =
{

(y, η) ∈ B(α(t))×B1(2α(t)) : µ(t, x− y, η) ≤ (1 + t− t0)ε
2
}

. (2.3)

По функционалу цены ρ определим позиционные стратегии первого и второго игроков

U◦(t, x, r(·), ε) ∈ argmin
u∈U

max
v∈V

g(t, x, r(−h), su, ηu, u, v),

V ◦(t, x, r(·), ε) ∈ argmax
v∈V

min
u∈U

g(t, x, r(−h), sv , ηv, u, v),
(t, x, r(·)) ∈ G, (2.4)
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где функция g определена в (1.5), su = x − yu, sv = yv − x и сопутствующие точки (yu, ηu) и
(yv, ηv) определяются по правилу

(yu, ηu) ∈ argmin
(y,η)∈Ω(t,x,ε)

(

ρ(t, y, r(·)) − η
)

, (yv, ηv) ∈ argmax
(y,η)∈Ω(t,x,ε)

(

ρ(t, y, r(·)) + η
)

. (2.5)

Пусть заданы позиция (τ, z, w(·)) ∈ G∗, число δ > 0 и разбиение отрезка [τ, ϑ]:

∆δ =
{

ti : 0 < ti+1 − ti < δ, i ∈ 1, k, t1 = τ, tk+1 = ϑ
}

. (2.6)

Тройка {U◦, ε,∆δ} определяет закон управления первого игрока, который в цепи обратной
связи последовательно по шагам разбиения ∆δ формирует кусочно-постоянную реализацию
u◦(·) ∈ Uτ по правилу

u◦(t) = U◦(ti, x(ti), xti(·), ε), t ∈ [ti, ti+1), i ∈ 1, k. (2.7)

Таким образом, в паре с реализацией v(·) ∈ Vτ закон {U◦, ε,∆δ} однозначно порождает дви-
жение x(·) = x(· | τ, z, w(·), u◦(·), v(·)) системы (1.2). Реализовавшееся при этом значение пока-
зателя качества (1.4) обозначим через γ = γ(τ, z, w(·);U◦ , ε,∆δ; v(·)).

Аналогично, тройка {V ◦, ε,∆δ} определяет закон управления второго игрока, который
формирует реализацию v◦(·) ∈ Vτ по правилу

v◦(t) = V ◦(ti, x(ti), xti(·), ε), t ∈ [ti, ti+1), i ∈ 1, k.

В паре с реализацией u(·) ∈ Uτ закон {V ◦, ε,∆δ} однозначно порождает движение x(·) =
x(· | τ, z, w(·), u(·), v◦(·)) системы (1.2). Реализовавшееся при этом значение показателя каче-
ства (1.4) обозначим через γ = γ(τ, z, w(·);u(·);V ◦, ε,∆δ).

Теорема. Пусть (τ, z, w(·)) ∈ G∗ и ζ > 0. Тогда справедливы следующие утверждения.
1. Существует такое число ε∗ > 0, что каково бы ни было число ε ∈ (0, ε∗), найдется

такое число δ > 0, при котором для любого разбиения ∆δ (2.6) и любой реализации v(·) ∈ Vτ

будет справедливо неравенство

γ(τ, z, w(·);U◦ , ε,∆δ; v(·)) ≤ ρ(τ, z, w(·)) + ζ. (2.8)

2. Существует такое число ε∗ > 0, что каково бы ни было число ε ∈ (0, ε∗), найдется

такое число δ > 0, при котором для любого разбиения ∆δ (2.6) и любой реализации u(·) ∈ Uτ

будет справедливо неравенство

γ(τ, z, w(·);u(·);V ◦, ε,∆δ) ≥ ρ(τ, z, w(·)) − ζ.

В согласии с теорией позиционных дифференциальных игр (см. [1–3]) теорема говорит, что
позиционные стратегии U◦ и V ◦ являются оптимальными.

3. Доказательство теоремы

Лемма 1. Пусть (τ, z, w(·)) ∈ G∗, u(·) ∈ Uτ и v(·) ∈ Vτ . Тогда для движения x(·) =
x(· | τ, z, w(·), u(·), v(·)) системы (1.2), (1.3) справедливо включение (t, x(t), xt(·)) ∈ G∗, t ∈ [τ, ϑ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (2.1) в силу включения (τ, z, w(·)) ∈ G∗ имеем

‖x(τ)‖ = ‖z‖ ≤ α(τ), ‖x(t)‖ = ‖w(t − τ)‖ ≤ α(τ), t ∈ [τ − h, τ). (3.1)

Пользуясь первым неравенством в (3.1) и условием (f2), для движения x(·) выводим

‖x(t)‖ ≤ ‖z‖ +
t

∫

τ

∥

∥f(ξ, x(ξ), x(ξ − h), u(ξ), v(ξ))
∥

∥ dξ ≤ α(τ) + cf

t
∫

τ

(

1 + 2 sup
ζ∈[τ−h,ξ]

‖x(ζ)‖
)

dξ.
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Далее, принимая во внимание монотонность по t правой части этого неравенства и вторую
оценку в (3.1), для функции ϕ(t) = 1 + 2 sup

ζ∈[τ−h,t]
‖x(ζ)‖, t ∈ [τ, ϑ] получаем

ϕ(t) ≤ 1 + 2α(τ) + 2cf

t
∫

τ

ϕ(ξ) dξ, t ∈ [τ, ϑ].

Отсюда в силу леммы Гронуолла — Беллмана (см., например, [13, с. 43]) выводим оценку
ϕ(t) ≤ (1 + 2α(τ))e2cf (t−τ), t ∈ [τ, ϑ]. Из нее, учитывая определение (2.1) функции α, получаем
неравенство sup

ζ∈[τ−h,t]
‖x(ζ)‖ ≤ α(t), из которого заключаем, что (t, x(t), xt(·)) ∈ G∗.

Лемма доказана.

Пусть (τ, z, w(·)) ∈ G, u(·) ∈ Uτ и v(·) ∈ Vτ . Посредством x0(·) = x0(· | τ, z, w(·), u(·), v(·))
будем обозначать функцию

x0(t) =

t
∫

τ

f0(ξ, x(ξ), x(ξ − h), u(ξ), v(ξ)) dξ, t ∈ [τ, ϑ], (3.2)

где x(·) = x(· | τ, z, w(·), u(·), v(·)) — движение системы (1.2), (1.3).

Лемма 2. При любых (τ, z, w(·)) ∈ G∗, u(·) ∈ Uτ и v(·) ∈ Vτ для движения x(·) =
x(· | τ, z, w(·), u(·), v(·)) системы (1.2), (1.3) и функции x0(·) = x0(· | τ, z, w(·), u(·), v(·)) будет

справедливо неравенство

max
{

‖x(t)− x(t′)‖, |x0(t)− x0(t′)|
}

≤ |α(t)− α(t′)|, t, t′ ∈ [τ, ϑ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 1, учитывая определение (2.1) множества G∗, выте-
кает оценка max{‖x(t)‖, ‖x(t− h)‖} ≤ α(t), t ∈ [τ, ϑ]. Пользуясь этой оценкой вместе с услови-
ем (f2) и определением (2.1) функции α, для движения x(·) при всех t, t′ ∈ [τ, ϑ] выводим

‖x(t) − x(t′)‖ ≤ cf

∣

∣

∣

t′
∫

t

(

1 + ‖x(ξ)‖+ ‖x(ξ − h)‖
)

dξ
∣

∣

∣
≤ cf

∣

∣

∣

t′
∫

t

(

1 + 2α(ξ)
)

dξ
∣

∣

∣
= |α(t)− α(t′)|.

Аналогично можно доказать, что |x0(t)− x0(t′)| ≤ |α(t)− α(t′)|, t, t′ ∈ [τ, ϑ].
Лемма доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Пусть (τ, z, w(·)) ∈ G∗ и ζ > 0. Будем доказывать пер-
вое утверждение теоремы. Второе утверждение может быть доказано аналогично.

По функции α, определенной в (2.1), и константе cf из условия (f2) определим числа

α∗ = α(ϑ), λ∗ = cf (1 + 2α∗). (3.3)

По условиям (f3), (σ) и (ρ2) определим числа λf = λf (α∗), λσ = λσ(α∗) и λρ = λρ(α∗). Обозна-
чим через −h = ξ1 < ξ2 < . . . < ξl = 0 точки разрыва функции w(·). Положим

ζ∗ =
ζ

(λσ + 1) + (1 + 3λρ)(ϑ − t0) + (4 + 6λρ)l
, ε∗ =

ζ∗e
−2λf (ϑ−t0)

√
1 + ϑ− t0

. (3.4)

Пусть ε ∈ (0, ε∗). Отметим, что тогда в силу определения (2.3) множества Ω имеем

‖y − x‖ ≤ ζ∗, |η| ≤ ζ∗, (y, η) ∈ Ω(t, x, ε), (t, x) ∈ [t0, ϑ]× R
n. (3.5)

В силу условия (f1) функция g, определенная в (1.5), непрерывна. Поэтому найдется такое
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δ∗ > 0, что для любых t, t′ ∈ [t0, ϑ], x, x
′, y, y′ ∈ B(α∗), s, s

′ ∈ B(2α∗), η, η
′ ∈ B1(2α∗), u ∈ U

и v ∈ V при условии max
{

|t − t′|, ‖x − x′‖, ‖y − y′‖, ‖s − s′‖, |η − η′|
}

≤ δ∗ будет справедливо
неравенство

|g(t, x, y, s, η, u, v) − g(t′, x′, y′, s′, η′, u, v)| ≤ ε2/4. (3.6)

С учетом определения выше точек ξj , j ∈ 1, l, найдется такое δw > 0, что для любых j ∈ 1, l − 1
и ξ, ξ′ ∈ [ξj , ξj+1) при условии |ξ − ξ′| ≤ δw имеет место оценка

‖w(ξ) − w(ξ′)‖ ≤ δ∗. (3.7)

Положим

δ = min{δ∗, δw, δ∗/(2λ∗), h, ζ∗/λ∗, 1}. (3.8)

Пусть зафиксированы разбиение ∆δ (см. (2.6)) и реализация v(·) ∈ Vτ . Закон {U◦, ε,∆δ} в
паре с v(·) определяет кусочно-постоянную реализацию u◦(·) ∈ Uτ и соответствующее движе-
ние x(·) = x(· | τ, z, w(·), u◦(·), v(·)) системы (1.2). При этом в соответствии с правилом (2.7)
формирования реализации u◦(·) по реализующимся значениям (ti, x(ti), xti(·)) определяют-

ся сопутствующие точки (y
(i)
u , η

(i)
u ), i ∈ 1, k. В согласии с (3.2) определим также функцию

x0(·) = x0(· | τ, z, w(·), u◦(·), v(·)). Рассмотрим величины

ϕ(i) = min
(y,η)∈Ω(ti ,x(ti),ε)

(

ρ(ti, y, xti(·)) + x0(ti)− η
)

, i ∈ 1, k + 1, (3.9)

и докажем, что для любого i ∈ 1, k, если ξj + τ + h /∈ [ti, ti+1) при всех j ∈ 1, l, то

ϕ(i+1) ≤ ϕ(i) + (1 + 3λρ)(ti+1 − ti)ζ∗, (3.10)

а если ξj + τ + h ∈ [ti, ti+1) при каком-то j ∈ 1, l, то

ϕ(i+1) ≤ ϕ(i) + (4 + 6λρ)ζ∗. (3.11)

Пусть i ∈ 1, k. Рассмотрим случай, когда ξj + τ + h /∈ [ti, ti+1) при всех j ∈ 1, l. В согласии
с (2.5) и (3.9) имеем

(y(i)u , η(i)u ) ∈ Ω(ti, x(ti), ε), ϕ(i) = ρ(ti, y
(i)
u , xti(·)) + x0(ti)− η(i)u . (3.12)

Определим значение s
(i)
u = x(ti)− y

(i)
u и реализацию v(i)(·) ∈ Vti по правилу

v(i)(t) = v(i) ∈ argmax
v∈V

min
u∈U

g(ti, x(ti), x(ti − h), s(i)u , η(i)u , u, v), t ∈ [ti, ϑ], (3.13)

где g определяется по (1.5). В силу условия (ρ3) найдется такая реализация u(i)(·) ∈ Uti ,

что для движения y(i)(·) = x(· | ti, y(i)u , xti(·), u(i)(·), v(i)(·)) системы (1.2) и функции y0(i)(·) =

x0(· | ti, y(i)u , xti(·), u(i)(·), v(i)(·)) будет справедливо неравенство

ρ(ti+1, y
(i)(ti+1), y

(i)
ti+1

(·)) + y0(i)(ti+1) ≤ ρ(ti, y
(i)
u , xti(·)) + (ti+1 − ti)ζ∗. (3.14)

Отметим, что по лемме 1 справедливо включение (ti, x(ti), xti(·)) ∈ G∗. Тогда, принимая

во внимание определение (2.1) множества G∗, включение (y
(i)
u , η

(i)
u ) ∈ Ω(ti, x(ti), ε) и определе-

ние (2.3) множества Ω, имеем

(ti, y
(i)
u , xti(·)) ∈ G∗, η(i)u ∈ B1(2α(ti)). (3.15)
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Учитывая первое включение в (3.15), выбор (3.3) чисел α∗, λ∗ и определение (2.1) функции α,
в силу лемм 1 и 2 для движений x(·), y(i)(·) и функций x0(·), y0(i)(·) при всех t, t′ ∈ [ti, ti+1]
получаем

(x(t), xt(·)), (y(i)(t), y(i)t (·)) ∈ P (α(t)) ⊂ P (α∗),

x(t), x(t− h), y(i)(t), y(i)(t− h) ∈ B(α∗),

max
{

‖x(t)− x(t′)‖, ‖y(i)(t)− y(i)(t′)‖, |x0(t)− x0(t′)|, |y0(i)(t)− y0(i)(t′)|
}

≤ λ∗|t− t′|.

(3.16)

Рассмотрим функции

s(i)(t) = x(t)− y(i)(t), η(i)(t) = x0(t)− x0(ti) + η
(i)
u − y0(i)(t),

W (i)(t) = µ (t, s(i)(t), η(i)(t)), t ∈ [ti, ti+1],
(3.17)

где µ определена в (2.2). Тогда, пользуясь неравенством в (3.16), можно показать липшицевость
этих функций. Принимая во внимание определения движений x(·), y(i)(·) и функций x0(·),
y0(i)(·), а также определение (1.5) функции g, при почти всех t ∈ [ti, ti+1] имеем

Ẇ (i)(t) = 2 e−4λf (t−t0)
(

g
(

t, x(t), x(t− h), s(i)(t), η(i)(t), u◦(t), v(t)
)

− g
(

t, y(i)(t), y(i)(t− h), s(i)(t), η(i)(t), u(i)(t), v(i)(t)
)

− 2λf‖s(i)(t)‖2 − 2λf |η(i)(t)|2
)

.

Далее, учитывая выбор числа λf , второе включение в (3.16), равенство x(t − h) = y(i)(t − h),
t ∈ [ti, ti + h), неравенство ti+1 < ti + δ ≤ ti + h (см. (2.6) и (3.8)), выводим

g(t, x(t), x(t − h), s(i)(t), η(i)(t), u(i)(t), v(i)(t))

− g(t, y(i)(t), y(i)(t− h), s(i)(t), η(i)(t), u(i)(t), v(i)(t))

≤ λf‖s(i)(t)‖
(

‖s(i)(t)‖+ |η(i)(t)|
)

≤ 2λf‖s(i)(t)‖2 + 2λf |η(i)(t)|2,
откуда получаем

Ẇ (i)(t) ≤ 2 e−4λf (t−t0)
(

g(t, x(t), x(t − h), s(i)(t), η(i)(t), u◦(t), v(t))

− g(t, x(t), x(t − h), s(i)(t), η(i)(t), u(i)(t), v(i)(t))
)

при п. в. t ∈ [ti, ti+1]. (3.18)

Из оценок (3.16), учитывая выбор δ в (3.8) и разбиения ∆δ в (2.6), при всех t ∈ [ti, ti+1],
во-первых, имеем

s(i)(t) ∈ B (2α∗), ‖x(t)− x(ti)‖ ≤ λ∗δ ≤ δ∗

|t− ti| ≤ δ ≤ δ∗, max
{

‖s(i)(t)− s(i)(ti)‖, |η(i)(t)− η(i)(ti)|
}

≤ 2λ∗δ ≤ δ∗,
(3.19)

а во-вторых, в случае, если t ≥ τ + h, выводим

‖x(t− h)− x(ti − h)‖ ≤ λ∗δ ≤ δ∗. (3.20)

В случае t < τ + h это неравенство также будет справедливо, поскольку имеют место
равенства x(t− h) = w(t− h− τ) и x(ti − h) = w(ti − h− τ), оценка (3.7) и неравенство δ ≤ δw,
вытекающее из (3.8). Кроме того, здесь также следует учесть, что рассматривается случай,
когда ξj + τ +h /∈ [ti, ti+1) при всех j ∈ 1, l. Далее, из определения (3.17) функции η(i), второго
включения в (3.15) и леммы 2 имеем

η(i)(t) ∈ B1(2α(t)) ⊂ B1(2α∗), t ∈ [ti, ti+1]. (3.21)
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Таким образом, из неравенства (3.18), учитывая второе включение в (3.16), соотношения
(3.19)–(3.21) и выбор δ∗ (см. (3.6)), получаем

Ẇ (i)(t) ≤ 2 e−4 λf (t−t0)
(

g(ti, x(ti), x(ti − h), s(i)(ti), η
(i)(ti), u

◦(t), v(t))

− g(ti, x(ti), x(ti − h), s(i)(ti), η
(i)(ti), u

(i)(t), v(i)(t))
)

+ ε2 при п. в. t ∈ [ti, ti+1].

Из определений значения s
(i)
u в (3.13), а также движения y(i)(·) и функции y0(i)(·) в (3.14), с

учетом соотношений (3.17) имеем

y(i)(ti) = y(i)u , s(i)(ti) = s(i)u , η(i)(ti) = η(i)u . (3.22)

Тогда, учитывая сначала соотношения (2.4), (2.7) и (3.13), а затем условие (f4), выводим

Ẇ (i)(t) ≤ 2 e−4 λf (t−t0)
(

max
v∈V

g(ti, x(ti), x(ti − h), s
(i)
u , η

(i)
u , U◦(ti, x(ti), xti(·), ε), v)

−min
u∈U

g(ti, x(ti), x(ti − h), s
(i)
u , η

(i)
u , u, v(i))

)

+ ε2

= 2 e−4 λf (t−t0)
(

min
u∈U

max
v∈V

g(ti, x(ti), x(ti − h), s
(i)
u , η

(i)
u , u, v)

−max
v∈V

min
u∈U

g(ti, x(ti), x(ti − h), s
(i)
u , η

(i)
u , u, v)

)

+ ε2 = ε2.

Отсюда, принимая во внимание определение функций s(i) и W (i) в (3.17), равенства (3.22),

включение (y
(i)
u , η

(i)
u ) ∈ Ω(ti, x(ti), ε) (см. (3.12)) и определение (2.3) множества Ω, имеем

µ (ti+1, x(ti+1)− y(i)(ti+1), η
(i)(ti+1)) = W (i)(ti+1) ≤ W (i)(ti) + (ti+1 − ti)ε

2

= µ (ti, x(ti)− y(i)u , η(i)u ) + (ti+1 − ti)ε
2 ≤ (1 + ti+1 − t0)ε

2.

Это неравенство вместе с первым включением в (3.16) и включением (3.21) означает, что
(y(i)(ti+1), η

(i)(ti+1)) ∈ Ω(ti+1, x(ti+1), ε). Тогда, пользуясь определениями (3.9) величины ϕ(i+1)

и (3.17) функции η(i), а также выбором числа λρ с учетом первого соотношения в (3.16),
выводим

ϕ(i+1) ≤ ρ(ti+1, y
(i)(ti+1), xti+1

(·)) + y0(i)(ti+1) + x0(ti)− η(i)u

≤ λρ‖xti+1
(·)− y

(i)
ti+1

(·)‖1 + ρ(ti+1, y
(i)(ti+1), y

(i)
ti+1

(·)) + y0(i)(ti+1) + x0(ti)− η(i)u . (3.23)

По определению движения y(i)(·) справедливо равенство y(i)(t) = x(t), t ∈ [τ − h, τ). Тогда в
силу неравенств в (3.5) и (3.16) и выбора δ в (3.8) получаем

‖xti+1
(·)− y

(i)
ti+1

(·)‖1 =

ti+1
∫

ti

‖x(ξ) − y(i)(ξ)‖dξ

≤
ti+1
∫

ti

(

‖x(ξ)− x(ti)‖+ ‖y(i)(ξ)− y(i)u ‖
)

dξ + ‖x(ti)− y(i)u ‖(ti+1 − ti)

≤ 2λ∗(ti+1 − ti)
2 + (ti+1 − ti)ζ∗ ≤ 3 (ti+1 − ti)ζ∗. (3.24)

Таким образом, из неравенств (3.12), (3.14), (3.23) и (3.24) имеем (3.10).
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Рассмотрим случай, когда при некотором j выполнено включение ξj + τ + h ∈ [ti, ti+1).

Как и выше, посредством (y
(i)
u , η

(i)
u ) обозначаем сопутствующую точку, сформировавшуюся по

значениям (ti, x(ti), xti(·)) в соответствии с правилом (2.7). Пусть v(i)(·) ∈ Vti . По условию (ρ3)

найдется такое u(i)(·) ∈ Uti , что для движения y(i)(·) = x(· | ti, y(i)u , xti(·), u(i)(·), v(i)(·)) будет
справедливо неравенство (3.14). Тогда, пользуясь сначала соотношением (3.9) с учетом равен-
ства (3.12) и включения (x(ti+1), 0) ∈ Ω(ti+1, x(ti+1), ε), а затем неравенством (3.14) вместе с
определением (3.17) функции η(i), выводим

ϕ(i+1) − ϕ(i) ≤
(

ρ(ti+1, x(ti+1), xti+1
(·)) + x0(ti+1)

)

−
(

ρ(ti, y
(i)
u , xti(·)) + x0(ti)− η

(i)
u

)

≤ ρ(ti+1, x(ti+1), xti+1
(·)) − ρ(ti+1, y

(i)(ti+1), y
(i)
ti+1

(·)) + η(i)(ti+1) + (ti+1 − ti)ζ∗.

Отсюда, принимая во внимание сначала выбор числа λρ вместе с первым включением из (3.16),
а затем неравенства (3.5), (3.16), (3.19) и (3.24) вместе с оценками λ∗|ti+1 − ti| ≤ λ∗δ ≤ ζ∗,
|ti+1 − ti| ≤ δ ≤ 1 и 2λ∗δ ≤ 2ζ∗ (см. (2.6) и (3.8)), получаем

ϕ(i+1) − ϕ(i) ≤ λρ

(

‖x(ti+1)− y(i)(ti+1)‖+ ‖xti+1
(·)− y

(i)
ti+1

(·)‖1
)

+ |η(i)(ti+1)|+ (ti+1 − ti)ζ∗

≤ λρ

(

‖x(ti+1)− x(ti)‖+ ‖y(i)(ti+1)− y(i)(ti)‖+ ‖x(ti)− y
(i)
u ‖+ ‖xti+1

(·) − y
(i)
ti+1

(·)‖1
)

+ |η(i)(ti+1)− η(i)(ti)|+ |η(i)u |+ (ti+1 − ti)ζ∗ ≤ (4 + 6λρ)ζ∗.

Таким образом, неравенство (3.11) доказано.
Отметим, что количество i, для которых ξj + τ + h ∈ [ti, ti+1) при каком-то j ∈ 1, l, не

превосходит l. Поэтому из неравенств (3.10) и (3.11) получаем

ϕ(k+1) ≤ ϕ(1) + (1 + 3λρ)(ϑ − t0)ζ∗ + (4 + 6λρ)lζ∗. (3.25)

Учитывая определение (3.9) величины ϕ(k+1) и условие (ρ1), выберем значения (y
(k+1)
u ,

η
(k+1)
u ) ∈ Ω(ϑ, x(ϑ), ε) так, что ϕ(k+1) = σ(y

(k+1)
u , xϑ(·)) + x0(ϑ) − η

(k+1)
u . Тогда в силу опреде-

ления (2.3) множества Ω, определения (3.3) числа α∗ и неравенств (3.5) имеем соотношения

y
(k+1)
u ∈ B1(α∗), ‖x(ϑ)− y

(k+1)
u ‖ ≤ ζ∗ и |η(k+1)

u | ≤ ζ∗, из которых, опираясь на равенство (1.4) и
выбор числа λσ, выводим

γ = σ(x(ϑ), xϑ(·)) + x0(ϑ) = ϕ(k+1) + σ(x(ϑ), xϑ(·)) − σ(y(k+1)
u , xϑ(·)) + η(k+1)

u

≤ ϕ(k+1) + λσ‖x(ϑ) − y(k+1)
u ‖+ |η(k+1)

u | ≤ ϕ(k+1) + (1 + λσ)ζ∗. (3.26)

Пользуясь соотношениями (3.25) и (3.26), с учетом выбора (3.4) числа ζ∗ получаем γ ≤ ϕ(1)+ζ.
Отсюда, принимая во внимание определение (3.9) величины ϕ(1) и включение (z, 0) ∈ Ω(τ, z, ε),
заключаем, что справедливо неравенство (2.8).

Теорема доказана.
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