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Рассматривается задача об организации системы перемещений между заданны-
ми пунктами (городами) в условиях ограничений ресурсного характера и при нали-
чии условий предшествования. Условия разрешимости данной задачи извлекаются из
решения минимаксной задачи коммивояжера (задача на ≪узкие места≫) без ресурс-
ных ограничений. Решение данной экстремальной задачи маршрутизации определяет-
ся на основе широко понимаемого динамического программирования в его ≪неадди-
тивной≫ версии. Возможные применения могут быть связаны с вопросами формиро-
вания маршрута транспортного средства (самолет или вертолет) с целью организации
системы перевозок в условиях дефицита топлива; предполагается, что помимо обя-
зательного посещения всех пунктов имеются требования по попутному перемещению
грузов между некоторыми из пунктов, что создает дополнительные ограничения (усло-
вия предшествования). Для решения вспомогательной экстремальной задачи построен
оптимальный алгоритм, реализованный на ПЭВМ.
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Введение

Настоящая работа продолжает исследования [1–4], связанные с минимаксными
задачами маршрутизации (задачами на ≪узкие места≫). К постановкам такого ро-
да могут, в частности, приводить логистические задачи транспортного типа, возни-
кающие при планировании авиационных перевозок одним транспортным средством
(самолет, вертолет) в условиях дефицита топлива. Нетрудно свести (при естествен-
ных предположениях) данную содержательную задачу к постановке, когда дальность
беспосадочного перелета ограничена заданной величиной, т.е. имеется допуск на зна-
чение упомянутой дальности перелета. Между тем соответствующее транспортное
средство, т.е. заданный объект управления, имеет конечный набор заданий по по-
сещению заданных пунктов (аэродромов, вертолетных площадок), которые следует
упорядочить, имея в виду как перевозку пассажиров, так и транспортировку грузов.
В последнем случае речь идет о заданной системе перемещений между некоторы-
ми фиксированными пунктами; предполагается, что все такие перемещения грузов
должны быть выполнены. Возникает задача с большим числом ограничений, вклю-
чая условия на дальность беспосадочного перелета. Вполне естественным является
вопрос о разрешимости упомянутой задачи. При положительном ответе на вопрос о
разрешимости возникает следующий вопрос: как именно построить допустимое ре-
шение?

Для решения вышеупомянутой задачи, включая условия ее разрешимости, мо-
жет быть применен аппарат широко понимаемого динамического программирования
(ДП); здесь мы имеем в виду подход [4] (см. также общие конструкции в [1–3]). При
этом ресурсные ограничения снимаются и строится вспомогательная минимаксная
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задача маршрутизации; сами показатели, которые в исходной задаче были стеснены
ресурсными ограничениями в переводе на язык условий, ограничивающих дальность
беспосадочного полета, превращаются в компоненты критерия. Исходная задача раз-
решима в смысле соблюдения условий на дальность беспосадочных перелетов тогда
и только тогда, когда экстремум вспомогательной задачи укладывается в заданный
допуск. Если это последнее условие выполнимо, то решение исходной задачи можно
определить в виде соответствующего оптимального решения вспомогательной задачи.
Исходя из этих соображений, мы уделяем основное внимание решению последней за-
дачи, предполагая в отличие от [1–4], что ее критерий может включать терминальную
компоненту. На основании теоретических конструкций, связанных с ДП, построен оп-
тимальный алгоритм решения минимаксной задачи и реализован в виде стандартной
программы для ПЭВМ.

Естественным прототипом рассматриваемой экстремальной задачи маршрутиза-
ции является известная труднорешаемая задача коммивояжера (ЗК); см. в этой свя-
зи [5–14]. Особо отметим работу [14], в которой обсуждается минимаксная задача
коммивояжера. Следует отметить, что, несмотря на актуальность данной тематики,
соответствующих исследований в этом направлении сравнительно немного; в част-
ности, это касается приближенных методов, которые активно исследуются в ≪адди-
тивной≫ ЗК и задачах типа ЗК с аддитивным критерием. Эвристики, традиционно
используемые для решения ≪обычных≫ ЗК, в минимаксной задаче могут приводить
к неудовлетворительным результатам уже в достаточно простых примерах. В этом
смысле ДП для минимаксной ЗК с условиями предшествования является надежным
инструментом решения и, на наш взгляд, заслуживает серьезного внимания. Более
общие постановки, связанные с последовательным обходом мегаполисов с минимакс-
ным критерием, рассматривались в [1–4]; мы сосредоточимся, однако, на минимакс-
ной ЗК с условиями предшествования и матрицей затрат с зависимостью от списка
заданий, имея в виду возможность практического применения в задачах авиационной
логистики.

1. Общие сведения

Используем стандартную теоретико-множественную символику (кванторы, про-
позициональные связки и др. используем для большей краткости в определениях);

через ∅ обозначаем пустое множество, , – равенство по определению. Семейством
называем множество, все элементы которого – множества. Любым двум объектам x и
y сопоставляем их неупорядоченную пару {x; y}, т.е. множество, содержащее x, y и не
содержащее никаких других элементов. Тогда каждому объекту z отвечает синглетон
(одноэлементное множество) {z} , {z; z} со свойством z ∈ {z}. Множества – суть объ-
екты. Поэтому для любых двух объектов p и q, следуя [15, c. 67], определяем упоря-

доченную пару (УП) (p, q) , {{p}; {p; q}} с первым элементом p и вторым элементом
q. Если h – какая-либо УП, то через pr1(h) и pr2(h) обозначаем соответственно пер-
вый и второй элементы h, однозначно определяемые равенством h = (pr1(h), pr2(h))
(см. [15, гл. II, §3, теорема 4]). Любым трем объектам x, y и z сопоставляем триплет
(x, y, z) , ((x, y), z) с первым элементом x, вторым элементом y и третьим элементом

z. В этой связи отметим, что (см. [16, c. 17]) A × B × C , (A × B) × C для любых
трех множеств A,B и C; тогда при x ∈ A×B, y ∈ C имеем (x, y) ∈ A× B × C.

Если H – множество, то через P(H) (через P ′(H)) обозначаем семейство всех
(всех непустых) подмножеств H , а через Fin(H) – семейство всех конечных множеств
из P ′(H); итак, Fin(H) – семейство всех непустых конечных подмножеств H . Для
любых непустых множеств A и B через BA обозначаем (см. [15, гл. II]) множество
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всех отображений (функций) из A в B; как обычно, при a ∈ A в виде f(a) ∈ B имеем
значение f ∈ BA в точке a. Если же A и B – непустые множества, h ∈ BA и C ∈ P(A),

то h1(C) , {h(x) : x ∈ C} (образ C при действии h), h1(C) 6= ∅ при C 6= ∅. Если
A,B,C и D – непустые множества, f ∈ DA×B×C , µ ∈ A × B и ν ∈ C, то f(µ, ν) ∈ D

определено и f(pr1(µ), pr2(µ), ν) , f(µ, ν).
В дальнейшем R+ , {ξ ∈ R|0 ≤ ξ} (R – вещественная прямая), N , {1; 2; ...} ∈

P ′(R+), N0 , {0} ∪ N = {0; 1; 2; ...} ∈ P ′(R+) и

p, q , {k ∈ N0|(p ≤ k)&(k ≤ q)} ∈ P(N0) ∀p ∈ N0 ∀q ∈ N0

(ясно, что 1, 0 = ∅ и 1, n = {k ∈ N|k ≤ n} при n ∈ N). Непустому конечному мно-
жеству K сопоставляем его мощность |K| ∈ N и непустое множество (bi)[K] всех

биекций [17, c. 87] дискретного интервала 1, |K| на K (тогда (bi)[K] определено при
K ∈ P ′(S), где S – непустое конечное множество). Перестановка непустого множества
A есть [17, c. 87] биекция A на себя; перестановке α данного множества A сопостав-
ляется перестановка α−1 данного множества, обратная к α:

α(α−1(a) = α−1(α(a)) = a ∀a ∈ A.

Как обычно, полагаем, что |∅| , 0. Непустому множеству S сопоставляем (непустое)

множество R+[S] , (R+)
S всех неотрицательных вещественнозначных (в/з) функций

на S. Заметим, что в последующем изложении для любых x ∈ R и y ∈ R величина
sup({x; y}) совпадает с наибольшим из чисел x, y.

2. Постановка задачи

Фиксируем непустое множество X, а также X0 ∈ Fin(X). Элементы (конечно-
го множества) X0 будут использоваться в качестве точек старта для перемещений,
осуществляемых в X. Пусть N ∈ N, N ≥ 2 и заданы точки

m1 ∈ X, ...,mN ∈ X, (1)

именуемые городами (традиция ЗК); пусть при этом

(mi 6= mj ∀i ∈ 1, N ∀j ∈ 1, N\{i})&(mk /∈ X0 ∀k ∈ 1, N). (2)

Пусть P , (bi)[1, N ]; элементы P называем маршрутами. Мы рассматриваем далее
вопросы организации перемещений

(x ∈ X0) −→ mα(1) −→ ... −→ mα(N), (3)

где α ∈ P. Полагаем, что выбор α стеснен условиями предшествования. В этой связи
фиксируем n ∈ N, а также кортежи индексов

(µi)i∈1,n : 1,n −→ 1, N, (νi)i∈1,n : 1,n −→ 1, N ; (4)

при j ∈ 1,n УП (µj , νj) называется адресной, полагаем, что µj есть отправитель,
а νj – получатель. Итак, в (4) введен кортеж отправителей и кортеж получателей
адресных УП. В виде

K , {(µj, νj) : j ∈ 1,n} ∈ P ′(1, N × 1, N)
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имеем (непустое) множество адресных пар. Полагаем, что перемещения (3) должны
быть организованы так, чтобы

α−1(µ1) < α−1(ν1), ..., α
−1(µN) < α−1(νN);

это соответствует требованию об обязательной перевозке ≪грузов≫ в следующих на-
правлениях:

(mµ1
) −→ (mν1), ..., (mµn

) −→ (mνn). (5)

Итак, в (5) имеем план перевозок. На выбор кортежей (4) накладываем условие,
исключающее зацикливание маршрутов:

∀K0 ∈ P ′(1,n) ∃p ∈ K0 : µp 6= νq ∀q ∈ K0. (6)

С учетом определения K получаем в силу (6), что

∀K0 ∈ P ′(K) ∃z0 ∈ K0 : pr1(z0) 6= pr2(z) ∀z ∈ K0. (7)

Обсуждение (6), (7) см. в [18, часть 2], где указаны конкретные классы задач, для
которых данные условия выполняются. Из (7) вытекает, что

A , {α ∈ P|α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K} =
= {α ∈ P|α−1(µj) < α−1(νj)) ∀j ∈ 1,n} ∈ P ′(P);

(8)

в (8) введено множество всех маршрутов, допустимых по предшествованию: α ∈ P

принадлежит A тогда и только тогда, когда все перевозки (5) выполняются (для
каждой адресной пары ее отправитель посещается раньше получателя, что и означает
реализуемость соответствующей перевозки). Итак, в рассматриваемом далее случае
(6), (7) допустимые по предшествованию маршруты существуют. Если x ∈ X0 и
α ∈ A, то имеем траекторию

y[x;α]; 0, N −→ X, (9)

определяемую по следующему правилу:

(y[x;α](0) , x) (y[x;α](t) , mα(t) ∀t ∈ 1, N). (10)

С учетом (3) и (10) видно, что траектория у нас – это, по сути дела, переобозначенный

маршрут. Пусть M , {mj : j ∈ 1, N} и N , P ′(1, N); элементы N называем списками
(заданий). Пусть

X , M∪X0.

Предполагаем, что задана функция

c ∈ R+[X×M×N] (11)

(фактически – объемная матрица; итак, мы допускаем зависимость от списка зада-
ний). Кроме того, фиксируем функцию

f ∈ R+[M]. (12)

Мы полагаем, что c (11) используется для оценки перемещений, а f (12) – для оце-
нивания терминального состояния. Если x ∈ X0 и α ∈ A, то

Bα[x] , sup({max
t∈1,N

c(y[x;α](t− 1),y[x;α](t), α1(t, N)); f(y[x;α](N))}) ∈ R+ (13)
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используем в качестве оценки УП (x, α). Ниже в качестве основной рассматривается
следующая задача:

Bα[x] −→ min, (x, α) ∈ X0 ×A, (14)

которой сопоставляется экстремум V0 и непустое множество SOL всех оптимальных
решений:

V0 , min
(x,α)∈X0×A

Bα[x] ∈ R+, (15)

SOL , {(x, α) ∈ X0 ×A|Bα[x] = V0} ∈ P ′(X0 ×A) (16)

(напомним, что X0×A – непустое конечное множество). В интересах решения задачи
(14) (т.е. для нахождения V0 (15) и SOL (16)) будем использовать вспомогательные
задачи. Так, если x ∈ X0, то возникает задача курьера [8–10]

Bα[x] −→ min, α ∈ A, (17)

которой сопоставляется экстремум V0[x] и (непустое) множество (sol)[x] оптимальных
маршрутов:

V0[x] , min
α∈A

Bα[x] ∈ R+, (18)

(sol)[x] , {α ∈ A|Bα[x] = V0[x]} ∈ P ′(A). (19)

Наконец, в связи с (18) представляется естественной задача оптимизации старта:

V0[x] −→ min, x ∈ X0, (20)

экстремум которой совпадает с V0: в силу (15), (18)

V0 = min
x∈X0

V0[x]; (21)

X0
opt , {x ∈ X0|V0[x] = V0} ∈ Fin(X0). (22)

Вполне очевидно следующее общее свойство:

(x∗, α∗) ∈ SOL ∀x∗ ∈ X0
opt ∀α

∗ ∈ (sol)[x∗]. (23)

Замечание 1. Проверим (23), фиксируя x∗ ∈ X0
opt и α∗ ∈ (sol)[x∗]. Тогда в силу

(19) Bα∗ [x∗] = V0[x
∗], где V0[x

∗] = V согласно (22). Получаем при этом, что (x∗, α∗) ∈
X0×A есть УП со свойством Bα∗ [x∗] = V. Из (16) следует теперь требуемое свойство
(x∗, α∗) ∈ SOL. Итак, (23) установлено.

3. Динамическое программирование

В настоящем разделе мы используем ≪неаддитивный≫ вариант ДП [1–4] для ре-
шения задач (14), (17), (20). Отметим, однако, что в [1–4] рассматривались факти-
чески процедуры ДП для исследования последовательного обхода мегаполисов при
нулевой терминальной компоненте f критерия. В настоящей работе мы отказываем-
ся от этого предположения. Однако данное обстоятельство, как нетрудно убедить-
ся, не разрушает структуру процедур [1–4] на основе ДП. Поэтому мы ограничимся
совсем кратким перечислением основных положений [1–4], относящихся к ДП (см.,
например, [1, гл. 3, 5]) и реализуемых для частного случая посещения городов (1)
(не мегаполисов), опуская доказательства и отсылая к аналогам из [1, гл. 3, 5]), где
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нужные выкладки приведены со всей подробностью (отмеченная выше особенность,
связанная с f (12), не разрушает схему рассуждений).

Сначала введем частичные задачи, в которых допускается старт из точек X и
требуется посещение не всех, вообще говоря, городов. Рассматриваем УП (x,K), x ∈
X, K ∈ N, как позиции. Тогда на множестве

X , (X×N) ∪ (M× {∅})

может быть определена функция экстремума v0 ∈ R+[X]. Для ее построения исполь-
зуется специальное отображение I, действующее в N по следующему правилу: при
K ∈ N

I(K) , K\{pr2(z) : z ∈ Ξ0[K]}, (24)

где
Ξ0[K] , {z ∈ K|(pr1(z) ∈ K)&(pr2(z) ∈ K)}.

Данное определение является общим и соответствующим [1–4]. В нашем случае опре-
деляемое парой кортежей (4) оно может быть преобразовано к следующему виду:
если K ∈ N, то

I(K) = K\{νs : s ∈ Σ[K]}, (25)

где Σ[K] , {j ∈ 1,n|(µj ∈ K)&(νj ∈ K)}. Итак, в нашем случае (24) и (25) опреде-
ляют одно и то же отображение. Легко видеть, что при (x,K) ∈ X ×N, j ∈ I(K) и
y ∈ M

(y,K\{j}) ∈ X. (26)

Вернемся к определению v0. Для этого потребуются частичные задачи. В первую
очередь введем в рассмотрение частичные маршруты: при K ∈ N полагаем, следуя
[1–4], что

(I− bi)[K] , {α ∈ (bi)[K]|α(s) ∈ I(α1(s, |K|)) ∀s ∈ 1, |K|}, (27)

получая (см. [18, с. 33]) непустое множество. При этом (см. [18, теорема 2.2.1])

A = (I− bi)[1, N ]. (28)

В (27) введена фактически допустимость частичных маршрутов по вычеркиванию
(заданий из списка); в (28) указано, что для полной задачи ≪запасы≫ маршрутов,
допустимых по предшествованию и по вычеркиванию, совпадают. Теперь логично
ввести и частичные траектории.

Итак, если K ∈ N, x ∈ X и α ∈ (I− bi)[K], то полагаем, что

yK [x;α] : 0, |K| −→ X (29)

определяется следующим правилом:

(yK [x;α](0) , x)&(yK [x;α](t) = mα(t) ∀t ∈ 1, |K|). (30)

Из (9), (10), (29) и (30) вытекает, в частности, что (см. (28))

y[x;α] = y1,N [x;α] ∀x ∈ X0 ∀α ∈ A. (31)

Теперь введем аналог (13) для частичных маршрутов: если K ∈ N, x ∈ X и α ∈
(I− bi)[K], то

Bα[x|K] ,

, sup({maxt∈1,|K| c(yK [x;α](t− 1),yK [x;α](t), α
1(t, |K|)); f(yK[x;α](|K|))})∈ R+.

(32)
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Ясно, что (13) является частным случаем (32). С учетом (32) вводим при x ∈ X и
K ∈ N задачу

Bα[x|K] −→ min, α ∈ (I− bi)[K], (33)

которой сопоставляется экстремум v0(x,K) ∈ R+ и (непустое) множество оптималь-
ных частичных маршрутов; для наших целей сейчас существенно v0(x,K):

v0(x,K) , min
α∈(I−bi)[K]

Bα[x|K] ∈ R+. (34)

Мы дополняем (34) краевым условием, полагая, что

v0(x,∅) , f(x) ∀x ∈ M. (35)

Итак, посредством (34), (35) определена искомая функция v0 на множестве X, совпа-
дающем с объединением двух дизъюнктных подмножеств X ×N и M× {∅}. Легко
видеть, что при (x,K) ∈ X×N и j ∈ I(K)

(mj , K\{j}) ∈ X,

а тогда определено v0(mj , K\{j}) ∈ R+.

Предложение 1. Если (x,K) ∈ X×N, то

v0(x,K) = min
j∈I(K)

sup({c(x,mj , K); v0(mj, K\{j})}).

Доказательство предложения повторяет по существу обоснование [1, теорема
5.2.1] в случае, когда a = 1 в упомянутой теореме [1]; имеется особенность в сравне-
нии с [1, теорема 5.2.1], связанная с возможным использованием ненулевой, вообще
говоря, терминальной функции f , но не влияющая на схему доказательства. Поэто-
му доказательство предложения 1 опустим по соображениям объема. Заметим, что
согласно (13), (28), (32) при x ∈ X0 и α ∈ A

Bα[x|1, N ] = Bα[x]. (36)

Как следствие, (см. (18), (28), (34), (36)) при x ∈ X0

V0[x] = v0(x, 1, N). (37)

Тогда из предложения 1 и (37) следует, что

V0[x] = min
j∈I(1,N)

sup({c(x,mj, 1, N); v0(mj, 1, N\{j})}) ∀x ∈ X0. (38)

4. Реализация процедуры на основе

динамического программирования

Мы имеем в (14), (20) варианты задачи курьера [12] на узкие места; все хорошо
известные трудности вычислительной реализации, возникающие в теории ЗК, здесь
сохраняются, а потому, следуя [1–4], мы обращаемся к подходу, в рамках которого
не предполагается построение всего массива значений функции Беллмана, а исполь-
зуется лишь некоторая ≪часть≫ этих значений, формализуемая посредством слоев.
Прежде всего введем в рассмотрение существенные списки заданий: в виде

L , {K ∈ N|∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)} =
= {K ∈ N|∀j ∈ 1,n (µj ∈ K) ⇒ (νj ∈ K)}

(39)
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имеем семейство всех таких списков; пусть, кроме того,

Ls , {K ∈ L|s = |K|} ∀s ∈ 1, N (40)

(ранжируем существенные списки по мощности). Ясно, что LN = {1, N} и

L1 , {{t} : t ∈ 1, N\K1}, (41)

где K1 , {µj : j ∈ 1,n} = {pr1(z) : z ∈ K}. Напомним, наконец (см. [18, раздел 4.9]),
что

Ls−1 = {K\{t} : K ∈ Ls, t ∈ I(K)}. (42)

Получили рекуррентную процедуру LN −→ LN−1 −→ ... −→ L1, начальный эле-
мент которой есть {1, N}, а регулярный шаг определяется в (42). После реализации
данной процедуры переходим к построению слоев пространства позиций (позицией
называется УП (x,K), где x ∈ X и K ⊂ 1, N) D0, D1, ..., DN . Так, полагаем, что

DN , X0 × {1, N} = {(x, 1, N) : x ∈ X0}. (43)

Далее, при M̃ , {mj : j ∈ 1, N\K1} полагаем, что

D0 , M̃ × {∅} = {(x,∅) : x ∈ M̃}. (44)

Введены крайние слои. Если s ∈ 1, N − 1 и K ∈ Ls, то последовательно определяем

Js(K) , {j ∈ 1, N\K|{j} ∪K ∈ Ls+1},

Ms[K] , {mj : j ∈ Js(K)},

Ds[K] , Ms[K]× {K} = {(x,K) : x ∈ Ms[K]},

реализуя процедуру Js(K) −→ Ms[K] −→ Ds[K]. Тогда при s ∈ 1, N − 1 полагаем,
что

Ds ,
⋃

K∈Ls

Ds[K].

Все построенные множества непусты (см. [18, раздел 4.9]): D0 6= ∅, D1 6= ∅, ..., DN 6=
∅. Ясно, что

D0 ⊂ M× {∅} ⊂ X, Ds ⊂ X× Ls ⊂ X

при s ∈ 1, N . Поэтому при s ∈ 0, N и (x,K) ∈ Ds определено значение v0(x,K) ∈ R+.
С учетом этого полагаем, что при s ∈ 0, N функция vs ∈ R+[Ds] определяется в виде
сужения v0 на Ds :

vs(x,K) , v0(x,K) ∀(x,K) ∈ Ds. (45)

Заметим, что (см. (35)) v0(x,∅) = f(x) при x ∈ M̃ (см. (44)) Далее, из (37) и (43)
вытекает, что

vN (x, 1, N) = v0(x, 1, N) = V0[x] ∀x ∈ X0. (46)

Итак, функция v0 полностью определяется посредством f , а функция vN есть, по
существу, искомая функция экстремума, определенная на X0.

Напомним, что (см. [19, (6.11)])) при s ∈ 1, N , (x,K) ∈ Ds и j ∈ I(K)

(mj, K\{j}) ∈ Ds−1. (47)
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С учетом этого получаем (см. предложение 1 и (45), (47)) следующее положение.

Предложение 2. Если s ∈ 1, N , то преобразование vs−1 в vs определяется правилом

vs(x,K) = min
j∈I(K)

sup({c(x,mj, K); vs−1(mj, K\{j})}) ∀(x,K) ∈ Ds.

Доказательство очевидно. Таким образом, построена рекуррентная процедура

v0 −→ v1 −→ ... −→ vN , (48)

начальный элемент которой полностью определяется терминальной функцией f , а
регулярный шаг – предложением 2; финальная функция (см. (46)) есть функция
экстремума, определенная на X0. Заметим, что, располагая функцией vN , мы можем
определить V0 и X0

opt: в силу (46)

V0 = min
x∈X0

vN(x, 1, N), (49)

X0
opt = {x ∈ X0|vN (x, 1, N) = V0}). (50)

Если для нас достаточно определений (49) и (50), то при реализации процедуры (48)
можно воспользоваться вариантом процедуры с перезаписью слоев (здесь имеется в
виду аналогия с [20], где рассматривалась другая задача). Речь идет о следующей
процедуре.

Функция v0 определяется по функции f непосредственно. Пусть s ∈ 1, N и функ-
ция vs−1 (см. (48)) уже построена. Используя предложение 2, определяем vs. При
s = N считаем процедуру (48) завершенной. Если s < N, то массив значений vs−1

уничтожается и заменяется аналогичным массивом vs, после чего vs+1 определяется
по vs в соответствии с предложением 2 при очевидных переобозначениях. Данный
вариант (48) (схема с перезаписью слоев) позволяет найти (49) (50) при некоторой
экономии ресурсов памяти вычислителя (см. [21]).

5. Построение оптимального решения

Рассмотрим кратко схему построения элемента множества (16), предполагая, что
процедура (48) реализована ≪в полном объеме≫, т.е. все функции v0, v1, ..., vN постро-
ены и находятся в нашем распоряжении (схема с перезаписью слоев здесь недоста-
точна). Следуем [4, §5]. Мы знаем уже V0 (49) и множество (50). С учетом этого
выбираем x0 ∈ X0

opt. Тогда (x0, 1, N) ∈ DN , vN(x
0, 1, N) = V0 и согласно предложению

2
V0 = min

j∈I(1,N)
sup({c(x0, mj , 1, N); vN−1(mj , 1, N\{j})}). (51)

С учетом (51) находим ω1 ∈ I(1, N), для которого

V0 = sup({c(x0, mω1
, 1, N); vN−1(mω1

, 1, N\{ω1})}). (52)

В силу (47) (mω1
, 1, N\{ω1}) ∈ DN−1, а потому (см. предложение 2)

vN−1(mω1
,1, N\{ω1}) = min

j∈I(1,N\{ω1})
sup({c(mω1

, mj ,1, N\{ω1}); vN−2(mj ,1, N\{ω1; j})}). (53)

С учетом (53) находим ω2 ∈ I(1, N\{ω1}) со свойством

vN−1(mω1
, 1, N\{ω1}) = sup({c(mω1

, mω2
, 1, N\{ω1}); vN−2(mω2

, 1, N\{ω1;ω2})}), (54)
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получая в силу (47), что (mω2
, 1, N\{ω1;ω2}) ∈ DN−2. Из (52) и (54) получаем равен-

ство

V0=sup({sup({c(x0, mω1
,1, N); c(mω1

, mω2
,1, N\{ω1})}); vN−2(mω2

,1, N\{ω1;ω2})}), (55)

где (mω2
, 1, N\{ω1;ω2}) ∈ DN−2 в силу (47).

Замечание 2. В случае N = 2 из (53) следует равенство

V0 = sup({sup({c(x0, mω1
, 1, N); c(mω1

, mω2
, 1, N\{ω1})}); f(mω2

)}); (56)

при этом (ωi)i∈1,N = (ωi)i∈1,2 ∈ A в силу (27), (28). Заметим, что из (5), (13) и (56)

вытекает равенство B(ωi)i∈1,N
[x0] = V0. Это означает (см. (16)), что в данном случае

(x0, (ωi)i∈1,N ) = (x0, (ωi)i∈1,2) ∈ SOL.

В общем случае N ≥ 2 процедуры выбора индексов, подобные (52), (54), следует
продолжить вплоть до исчерпания 1, N . В результате будет построен маршрут

ω , (ωi)i∈1,N) ∈ A

со следующим свойством

V0 = sup({max
t∈1,N

c(y[x0;ω](t− 1),y[x0;ω](t), 1, N)\ω1(1, t− 1)); f(y[x0;ω](N))}) =

= sup({max
t∈1,N

c(y[x0;ω](t− 1),y[x0;ω](t), ω1(t, N); f(y[x0;ω](N)))} (57)

(в последнем равенстве учтена биективность ω). С учетом (13) и (57) получаем ра-
венство

Bω[x
0] = V0, (58)

означающее требуемое свойство (x0, ω) ∈ SOL.

6. Задача с ограничениями ресурсного характера

Сейчас мы вернемся к проблеме, намеченной во Введении и связанной с разре-
шимостью задачи маршрутизации с ограничениями на величину затрат на каждом
этапе перемещений. Итак, пусть d ∈ R+ есть заданный допуск на уровень затрат.
Требуется найти x ∈ X0 и α ∈ A со свойствами

(c(y[x;α](t− 1),y[x;α](t), α1(t, N)) ≤ d ∀t ∈ 1, N)&(f(y[x;α](N)) ≤ d). (59)

Возникающий при этом вопрос о разрешимости системы неравенств (59) имеет очень
простой ответ: система неравенств (59) разрешима тогда и только тогда, когда

V0 ≤ d. (60)

Для проверки (60) можно при нахождении V0 ограничиться процедурой (48) с переза-
писью слоев (см. раздел 4). Еще один вопрос, связанный с (59), состоит в следующем:
как именно определить УП (x, α) ∈ X0 ×A со свойством (59). Для ответа на данный
вопрос в ситуации (60) заметим, что в силу (13) свойство (59) эквивалентно неравен-
ству

Bα[x] ≤ d. (61)

В этой связи нам следует использовать (48) в полной версии, т.е. найти все функции
vo, v1, ..., vN , после чего выполнить построения предыдущего раздела: фиксируя x0 ∈
X0

opt, реализовать построение ω ∈ A со свойством (57), получая при этом равенство

(58), из которого в силу (60) будет следовать надлежащий вариант (61): x = x0, α =
ω. Таким образом, наш вариант широко понимаемого ДП доставляет исчерпывающий
ответ на вопрос о реализуемости (59).
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7. Вычислительный эксперимент

Заданы 35 точек на плоскости. Функция затрат – евклидово расстояние, исполь-
зуется критерий агрегирования затрат за ≪узкие места≫. Количество адресных пар
(условия предшествования) – 74. Множество X0 имеет вид

{(90, 35); (−10,−10); (70, 70); (−30, 70); (−70,−95); (−90, 25); (80,−90)}.

Терминальная функция определяется как евклидово расстояние до множества

{(115,−80); (105,−110); (110, 70); (65,−125); (−45,−125); (110,−20)}. (62)

Вычислительный эксперимент проводился на ПЭВМ с центральным процессором
Intel Core i7 с объемом ОЗУ 64гБ с установленной операционной системой Windows
7 x64 Sp1 Максимальная.

Задача без перехода в финальную точку (задача с нулевой терминальной функ-
цией): величина совокупных затрат: 63,63. Выбрана начальная точка: (80,–90).

Траектория, реализующаяся на построенном маршруте (рис. 1):

(80,−40), (85,−64), (43,−90), (−20,−94), (6,−96), (−10,−45), (−63,−30), (−96,−55),

(−95,−90), (−70,−65), (−90,−25), (−65, 20), (−19, 58), (−40, 5), (−55, 65), (−90, 55),

(−40, 50), (10, 60), (30, 40), (52, 60), (80, 55), (80,−5), (20,−25), (−30,−50), (−40,−80),

(16,−62), (50,−45), (65,−65), (60,−15), (10, 5), (65, 21), (35, 0), (0, 40), (−30, 32), (−85, 0).

Время вычисления: 36 ч 54 мин 2 с.

Рис. 1. Маршрут и трасса для задачи без перехода в финальную точку

Задача с ненулевой терминальной функцией (терминальная функция – расстоя-
ние до точки из выделенного множества (62)): величина совокупных затрат: 82,01.
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Выбрана начальная точка: (90,35). Выбрана конечная точка на выделенном множе-
стве: (115, –80). Траектория реализуется на построенном маршруте (рис. 2):

(80,−40), (16,−62), (50,−45), (43,−90), (6,−96), (−20,−94), (−95,−90), (−96,−55),

(−65, 20),(−19, 58),(10, 60),(−55, 65),(−40, 50),(30, 40),(52, 60),(80, 55),(80,−5),(85,−64),

(20,−25), (10, 5), (−63,−30), (−90,−25), (−40, 5), (−70,−65), (−40,−80), (−10,−45),

(60,−15), (65, 21), (0, 40), (−30, 32), (−90, 55), (−85, 0), (−30,−50), (35, 0), (65,−65).

Время вычисления: 37 ч 22 мин 39 с.

Рис. 2. Маршрут и трасса для задачи с ненулевой терминальной функцией
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ON THE APPLICATION OF THE MINIMAX TRAVELING SALESMAN
PROBLEM IN AVIATION LOGISTICS
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We consider the problem of organizing a system of movement between the given points
(cities) under conditions of resource constraints and in the presence of precedence conditions.
The solvability conditions for this problem are extracted from the solution to the minimax
traveling salesman problem (the bottleneck problem) without resource constraints. The
solution to this extreme routing problem is determined on the basis of a broadly understood
dynamic programming in its “non-additive” version. Possible applications may be related
to the formation of the route of a vehicle (airplane or helicopter) in order to organize a
transportation system in conditions of fuel shortage; it is assumed that in addition to the
mandatory visits to all points, there are requirements for the passing movement of goods
between some of the points, which creates additional restrictions (precedence conditions). To
solve an auxiliary extremal problem, an optimal algorithm is constructed and implemented
on a PC.

Keywords: movement routing; constraint system; dynamic programming.
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