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Аннотация. Целью данной работы является описание одновременного 
влияния как диполь-дипольных взаимодействий, так и амплитуды поля на 
динамическую восприимчивость и релаксационные процессы в феррожидкостях. 
Для этого будут построены формулы, отражающие зависимость диполь-
дипольных и поле-дипольных взаимодействий. Акцент ставится на изучение 
области высоких амплитуд магнитного поля и восприимчивости Ланжевена. 
Полученные приближенные формулы для динамической восприимчивости 
комплексно предсказываю динамический отклик феррожидкостей, одновременно 
учитывая влияние амплитуды переменного поля и диполь-дипольных 
взаимодействий. 

Ключевые слова ферромагнитная жидкость, уравнение Фоккера-Планка, 
магнитный момент, плотность вероятностей, намагниченность, динамическая 
восприимчивость, восприимчивость Дебая, восприимчивость Ланжевена. 
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Abstract. This work describes the influence of dipole-dipole interactions and the 

field amplitude on the dynamic susceptibility and relaxation processes in ferrofluids. For 
this purpose, we will construct formulas reflecting the dipole-dipole and field-dipole 
interactions dependence. The main direction is the study of the region of high amplitudes 
of the magnetic field and the Langevin susceptibility. Approximate formulas for the 
dynamic susceptibility complexly predict the dynamic response of ferrofluids. At the 
same time, the influence of the amplitude of the alternating field and dipole-dipole 
interactions are considered. 
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Феррожидкость моделируется как ансамбль из 𝑁 сферических, одинакового 
диаметра, однодоменных частиц, распределенных в жидкости. Направление i-го 
магнитного момента описывается вектором 𝒎௜ = 𝑚𝒎ෝ ௜ =

𝑚(sin 𝜃௜ cos 𝜑௜ , sin 𝜃௜ sin 𝜑௜ , cos 𝜃௜). Положение центра i-ой частицы определяется 
радиус вектором 𝒓௜ = 𝑟𝒓ො௜ = 𝑟(sin 𝜁௜ cos 𝜓௜ , sin 𝜁௜ sin 𝜓௜ , cos 𝜁௜). Чтобы избежать 
размагничивающего эффекта был выбран сосуд с формой вытянутого цилиндра 
радиуса 𝑅 и объёма 𝑉, вытянутый вдоль оси 𝑂𝑧. Внешнее переменное магнитное 

поле 𝑯 = ℎ 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 𝑯෡  действует в том же направлении, 𝑯෡ = (0,0,1). 
Предполагается, что релаксация магнитного момента происходит согласно 
Броуновскому механизму релаксации. Из-за симметрии системы ориентация 
магнитного момента описывается только полярным углом 𝜃௜. Вращательное 
движение магнитного момента случайно выбранной частицы (например, с 
номером 1) описывается плотностью вероятности 𝑊 = 𝑊(𝑡, 𝑥), 𝑥 = cos 𝜃ଵ, 
которая является решением уравнения Фоккера-Планка: 

 2𝜏஻
డௐ

డ௧
=

డ

డ௫
ቂ(1 − 𝑥ଶ) ቀ

డௐ

డ௫
+ 𝑊

డ௎

డ௫
ቁቃ, (1) 

где 𝑈 – потенциальная энергия диполя в единицах тепловой энергии 𝑘஻𝑇. 𝑊(𝑡, 𝑥) 
удовлетворяет условию нормировки: 

 ∫ 𝑊(𝑡, 𝑥) 𝑑𝑥 = 1
ଵ

ିଵ
. (2) 

В отсутствии межчастичных взаимодействий, обозначаемой идеальным 
случаем (id), потенциальная энергия случайно выбранного диполя (с номером 1) 
имеет вид: 

 𝑈 = 𝑈௜ௗ(1) =
௎ಹ(ଵ)

௞ಳ்
= −𝛼 cos(𝜔𝑡). (3) 

Чтобы учесть диполь-дипольные взаимодействия воспользуемся 
результатом более ранней работы [1], в который одночастичная энергия 𝑈௜ௗ(1) 
была расширена за счёт включений диполь-дипольный взаимодействий на основе 
модифицированной теории среднего поля первого порядка [1]: 

 𝑈 = 𝑈௜௡௧(1) =
ଵ

௞ಳ்
൫𝑈ு(1) + 𝜌〈𝑈ௗ(1,2)𝑊௜ௗ(2)〉ଶ൯, (4) 

где 𝜌 – концентрация частиц, 𝑊௜ௗ(2) = 𝑊௜ௗ(𝑡, 𝑥ଶ) – вероятность ориентации 
магнитного момента частицы с номером 2 в идеальной системе. Угловые скобки 
означают усреднение по всем возможным ориентациям магнитного момента и 
положениям частицы номер 2. 

 𝜌〈𝑈ௗ(1,2)𝑊௜ௗ(2)〉ଶ = ∫ 𝑑𝑚ෝଶ ∫ 𝑑𝑟̂ଶ𝑈ௗ(1,2) 𝑊௜ௗ (2), (5) 
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 ∫ 𝑑𝒎ෝ ଶ =
ଵ

ସగ
∫ 𝑑𝑥ଶ ∫ 𝑑𝜑ଶ ,   ∫ 𝑑𝒎ෝ ଶ ∙ 1 = 1
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,  

 ∫ 𝑑𝒓ොଶ = lim
ோ→ஶ

∫ 𝑑𝜓ଶ ∫ sin 𝜁ଶ𝑑𝜁ଶ ∫ 𝑟ଶ
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ௗ

గ

଴
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଴
.  

 
Подставляя результат интегрирования (5) в уравнение (4), получим: 

 𝑈 = 𝑈௜௡௧(1) = − ቂ𝛼 +
ఞಽ

ଶ
∫ 𝑊௜ௗ(𝑡, 𝑥ଶ)𝑥ଶ𝑑𝑥ଶ

ଵ

ିଵ
ቃ 𝑥 cos(𝜔𝑡). (6) 

В потенциальную энергию диполя (6) восприимчивость Ланжевена  𝜒௅ 
входит в первой степени. Это означает, что в модель включены только парные 
межчастичные взаимодействия. Трёхчастичные, четырёхчастичные (и более) 
взаимодействия в этой модели не учитываются. 

Для решения уравнения Фоккера-Планка используется конечно-разностная 
схема. Впервые эта схема была предложена в работе [2] для решения задач 
конвекции-диффузии. Также в [2] доказан критерий сходимости к решению. 
Преимуществом метода является стабильность решения даже в случае 
преобладания конвективного члена в уравнении. 

Для получения простого аналитического выражения для динамической 
восприимчивости взаимодействующих частиц в переменном поле произвольной 
амплитуды использовался метод, предложенный в работе [3]. Динамическая 
восприимчивость была представлена в виде (7), где 𝜒(0) – значение 
действительной части восприимчивости на низких частотах, 1 𝜏௘⁄  – положение и 
[𝑘𝜒(0)/2] – значение максимума мнимой части динамической восприимчивости. 
В общем случае 𝜒(0), 𝜏௘ и 𝑘 являются функциями от 𝛼 и 𝜒௅. При формировании 
аналитических выражений для 𝜒(0), 𝜏௘ и 𝑘 зависимость от восприимчивости 
Ланжевена учитывалась до 𝜒௅

ଶ. Численные значения для 𝜒(0), 𝜏௘ и 𝑘 для системы 
с 𝜒௅ = 0.4 аппроксимировались выражениями с неопределенными 
коэффициентами. В результате были получены следующие аналитические 
выражения для динамической восприимчивости в зависимости от амплитуды 
поля и с учётом взаимодействий: 
 𝜒(𝜔) = 𝜒ᇱ(𝜔) + 𝑖𝜒ᇱᇱ(𝜔), (7) 

 𝜒ᇱ(𝜔) =
ఞ(଴)

ଵା(ఠఛ೐)మ
, 

 

 𝜒ᇱᇱ(𝜔) = 𝑘
ఞ(଴)ఠఛ೐

ଵା(ఠఛ೐)మ
, 

  𝜒(0) =

𝜒௅ ቀ1 +
ఞಽ

ଷ
ቁ ቀ1 −

଴.ଵ଴ଵకమ

ଵା଴.ଶ଻଺కା .ଵ଴ସకమቁ, (8) 
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ଵ
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ටቀ1 −
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ଷ
ቁ

ଶ
+ 0.076𝜉ଶ, (9) 
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 𝑘 = 1 +
଴.଴ଶ଻కమ

ଵା଴.ଵ଴ଶకା଴.଴ସ଻కమ
, (10) 

Стоит отметить, что новые формулы (7) – (10) были получены на основе 
численных результатов для системы с восприимчивостью Ланжевена 𝜒௅ = 0.4. В 
дальнейшем, будет показано, что выражения (7) – (10) справедливы для систем и 
с другими значениями 𝜒௅. 

  
а) б) 

  
в) д) 

  
е) ж) 



118 

Рисунок 1 – действительная 𝜒′(𝜔) и мнимая 𝜒′′(𝜔) части восприимчивости 
взаимодействующих частиц с (а), (б) 𝜒௅ = 0.2; (в), (д) 𝜒௅ = 0.5; (е), (ж) 𝜒௅ =

1. На всех графиках показана динамическая восприимчивость при амплитуде 
переменного поля 𝜉 = 0.1, 2, 6, ,8, 10, 20. Точки взяты из численных расчетов, 

сплошные линии – формулы (7) – (10). 
 

На рис 1. сравниваются численные расчеты динамической восприимчивости 
со взаимодействием частиц и результаты формул (7) – (10). Рассматриваются три 
системы с восприимчивостью Ланжевена 𝜒௅ = 0.2, 0.5 и 1 для амплитуды 
переменного поля 0.1 ≤ 𝜉 ≤ 20. Для 𝜒௅ = 0.2 и 0.5 численного решение хорошо 
соответствует теоретическим значениям. При 𝜒௅ = 1 наблюдаются небольшие 
отклонения. В целом, можно заключить, что новые формулы надёжны в диапазоне 
𝜒௅ ≲ 1 и 𝜉 ≲ 20. Как было отмечено ранее, межчастичные взаимодействия 
учитываются в уравнении Фоккера-Планка в пределах модифицированной теории 
среднего поля первого порядка. Это означает, что в модель включены только 
парные межчастичные взаимодействия. На рис. 1 видно, что увеличение 
амплитуды поля приводит к уменьшению восприимчивости и смещению вправо 
мнимой части 𝜒′′(𝜔). Это приводит к уменьшение времени релаксации. Таким 
образом, увеличение амплитуды поля способствует ускорению ориентационной 
релаксации частиц в системе. 
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