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ЗАДАЧИ НА КЛАССЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ1

Р.Р. Акопян

Исследуется несколько взаимосвязанных экстремальных задач для аналитических функций в конечно-

связной области G c жордановой спрямляемой границей Γ. Получено точное неравенство между значением

аналитической функции в области G и весовыми средними ее граничных значений
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на двух измеримых подмножествах γ1 и γ0 = Γ \ γ1 границы области, являющееся аналогом теорем Ада-

мара о трех кругах и братьев Неванлинна о двух константах. Для двусвязной области G и 1 ≤ q, p ≤ ∞
изучается, когда неравенство дает значение модуля непрерывности функционала аналитического продол-

жения функции в заданную точку области с части границы γ1. В этих случаях решены соответствующие

задача оптимального восстановления функции в точке области по приближенно заданным граничным

значениям на γ1 и задача наилучшего приближения функционала линейными ограниченными функцио-

налами. Случай односвязной области G ранее полностью исследован.
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R.R.Akopyan. Analog of the Hadamard theorem and related extremal problems on the class

of analytic functions.

We study several related extremal problems for analytic functions in a finitely connected domain G with

rectifiable Jordan boundary Γ. A sharp inequality is established between values of a function analytic in G and

weighted means of its boundary values on two measurable subsets γ1 and γ0 = Γ \ γ1 of the boundary:
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, z0 ∈ G, 0 < q, p ≤ ∞.

The inequality is an analog of Hadamard’s three-circle theorem and the Nevanlinna brothers’ theorem on two

constants. In the case of a doubly connected domain G and 1 ≤ q, p ≤ ∞, we study the cases where the inequality

provides the value of the modulus of continuity for a functional of analytic extension of a function from a part

of γ1 to a given point of the domain. In these cases, the corresponding problems of optimal recovery of a function

from its approximate boundary values on γ1 and of the best approximation of a functional by linear bounded

functionals are solved. The case of a simply connected domain G has been completely investigated previously.
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Введение

Целью работы является исследование аналогов утверждений работы [3] в случае много-
связной области. В дальнейшем G — конечносвязная область комплексной плоскости, ограни-
ченная кривой Γ, которая является жордановой спрямляемой кривой или объединением таких

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-01-00336), Программы повыше-
ния конкурентоспособности УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, кон-
тракт № 02.A03.21.0006 от 27.08.2013) и в рамках исследований, проводимых в Уральском матема-
тическом центре.
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непересекающихся кривых. Пусть γ1 — измеримое подмножество Γ положительной меры и
γ0 — дополнение γ1 до Γ, т. е. γ0 = Γ \ γ1.

Напомним некоторые известные понятия и факты, которые будут использоваться. Пусть
g(z, ζ) — классическая функция Грина (задачи Дирихле) области G с логарифмической осо-
бенностью в точке z = ζ, а ∂g/∂n — производная функции Грина по внутренней для области G
нормали к кривой Γ. Производную функции Грина по нормали также называют плотностью

гармонической меры относительно области G в точке z; в дальнейшем для нее будем ис-
пользовать обозначение P (z, ζ). Соответственно гармоническая мера w(z, γ,G) измеримого
подмножества γ спрямляемой границы Γ относительно области G в точке z представима по
формуле

w(z, γ,G) =

∫

γ

P (z, ζ) |dζ|.

Подробнее о гармонической мере см., например, [12, гл. VIII, § 4], а также [35].
Через N∗(G) обозначают класс функций f из класса Неванлинны N(G) — аналитических

вG функций ограниченного вида (ограниченной характеристики), для которых гармоническая
мажоранта функции ln+ |f | представима по формуле Грина. Класс N∗(G) называют классом

Смирнова или универсальным классом Харди, класс был введен В.И. Смирновым [22]. Для
класса N∗(G) используют несколько эквивалентных определений (см. [26, § 4, 4.2; 27; 29, § 2, 1]
и приведенную там библиографию). Функции класса N(G), а следовательно, и класса N∗(G)
имеют почти всюду на Γ некасательные (угловые) предельные граничные значения. Удобно
обозначать функцию и ее граничные значения одинаково. Обозначим через ϕk неотрицатель-
ные измеримые функции на γk, k = 0, 1. Будем предполагать суммируемость функций lnϕk с
плотностью гармонической меры. Эти функции в дальнейшем называем весовыми функциями

или весами.
Введем класс H = Hp,q(G; γ0, ϕ0; γ1, ϕ1), 0 < p, q ≤ ∞, аналитических в области G функций

из N∗(G) таких, что их некасательные предельные граничные значения на γk, k = 0, 1, имеют
конечные, соответственно, Lp, Lq-средние с весом ϕk, т. е.

‖f‖Lp
ϕ0

(γ0) =

(
∫

γ0

|f(ζ)|pϕ0(ζ) |dζ|

)1/p

< +∞, ‖f‖Lq
ϕ1

(γ1) =

(
∫

γ1

|f(ζ)|qϕ1(ζ) |dζ|

)1/q

< +∞.

Если показатель нормы равен бесконечности, то конечна соответствующая L∞-норма:

‖f‖L∞(γk) = ess sup {|f(ζ)| : ζ ∈ γk} .

Отметим, что класс Харди Hp(G) — класс аналитических в области G функций f, об-
ладающих следующих свойством: субгармоническая функция |f |p имеет в области G гармо-
ническую мажоранту и является частным случаем H. Точнее, критерием принадлежности
функции f классу Hp(G) являются условия f ∈ N∗(G) и суммируемости предельных гра-
ничных значений функции |f |p на Γ с плотностью гармонической меры P (z0, ζ) (z0 — произ-

вольная фиксированная точка области G), т. е.
∫

Γ
|f(ζ)|p P (z0, ζ) |dζ| < +∞. Это утверждение

является аналогом теоремы Полубариновой — Кочиной о характеризации функций простран-
ства Харди Hp в круге (см. [21, § 6, 6.4; 22; 26, § 4, 4.3]). Отсюда в случае p = q и весов
ϕk(ζ) = ηkP (z0, ζ), ζ ∈ γk, ηk > 0, k = 0, 1, класс H является классом Харди Hp(G).

Функции всех рассматриваемых классов (N(G), N∗(G), H
p(G)), включая класс H, обла-

дают свойством суммируемости логарифма модуля их предельных граничных значений по

гармонической мере, т. е.
∫

Γ
| ln |f(ζ)||P (z0, ζ) |dζ| < +∞ [26, § 4, 4.1]. Для классов N(G), N∗(G)

и Hp(G) аналитических функций в конечносвязных областях справедливы многие аналоги из-
вестных классических теорем для функций, аналитических в односвязной области. Подробную
информацию см. в [26; 27; 38] и в приведенной там библиографии.
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В первой части статьи получено точное неравенство между значением аналитической функ-
ции в точке области G и Lq

ϕ1(γ1) и Lp
ϕ0(γ0), 0 < q, p ≤ ∞, весовыми средними ее граничных

значений на двух измеримых подмножествах границы области. Это неравенство есть аналог
(разных метрик) теорем Адамара о трех кругах и братьев Неванлинна о двух константах.
В случае двусвязной области G исследуется, когда экстремальные функции являются одно-
значными и неравенство дает значение модуля непрерывности функционала аналитического
продолжения функции в заданную точку области с части границы γ1. Для двусвязной об-
ласти G и 1 ≤ q, p ≤ ∞ в случаях, когда вычислен модуль непрерывности функционала, во
второй части статьи решены соответствующие задача оптимального восстановления функции
в точке области по приближенно заданным граничным значениям на γ1 и задача Стечкина
наилучшего приближения функционала линейными ограниченными функционалами. В след-
ствиях 4 и 5 для случая, когда область G является кольцом и множества γk, k = 0, 1, сов-
падают с граничными окружностями, результаты сформулированы в более простой форме.
Случай односвязной области G ранее полностью исследован в [3].

1. Аналог теоремы Адамара о трех кругах

Рассмотрим следующую экстремальную задачу на классе H = Hp,q(G; γ0, ϕ0; γ1, ϕ1). Обоз-
начим через Ω функцию двух неотрицательных переменных, определяемую соотношением

Ω(λ0, λ1) = sup
{

|f(z0)| : f ∈ H, ‖f‖Lp
ϕ0

(γ0) ≤ λ0, ‖f‖Lq
ϕ1

(γ1) ≤ λ1
}

. (1.1)

Определение (1.1) влечет точное неравенство

|f(z0)| ≤ Ω
(

‖f‖Lp
ϕ0

(γ0), ‖f‖Lq
ϕ1

(γ1)

)

, f ∈ H.

Оценки модуля значения в точке аналитической в многосвязной области функции через
ее предельные граничные значения исследовали большое количество математиков, в том чис-
ле М. Хейнс и Р.М. Робинсон (круговое кольцо), Г. Грунский, Л. Альфорс, С.Я. Хавинсон,
З. Нехари, П.Р. Гарабедян, X. Уидом, Т.С. Кузина (многосвязная область) и др. (см. [28–30;37]
и приведенную там библиографию). В отличие от классических постановок, рассмотрим огра-
ничения на (вообще говоря, различные) Lq

ϕ1 , L
p
ϕ0-средние на произвольных измеримых под-

множествах γk, k = 0, 1.
Сформулируем здесь лишь два классических результата, относящихся к случаю, когда

область G есть кольцо Cr,R = {z ∈ C : r < |z| < R}, множества γk, k = 0, 1, совпадают с
граничными окружностями, точнее, γk = {z ∈ C : |z| = R(r/R)k}, и q = p = ∞. Первый из
них — хорошо известная теорема Адамара о трех кругах.

Теорема A. Для чисел r, ρ и R, связанных неравенством 0 < r < ρ < R, произвольной

ограниченной аналитической в кольце Cr,R функции f, необязательно однозначной, но без

точек ветвления в Cr,R и имеющей однозначный модуль, и произвольной точки z0, |z0| = ρ,
справедливо неравенство

ln |f(z0)| ≤
lnR− ln ρ

lnR− ln r
ln ‖f‖L∞(γ1) +

ln ρ− ln r

lnR− ln r
ln ‖f‖L∞(γ0). (1.2)

Неравенство (1.2) обращается в равенство на функциях czd, c ∈ C, d ∈ R, и только на них.

Неравенство (1.2), в случае q = p = ∞, G = Cr,R, γk — граничные окружности радиуса
R(r/R)k, k = 0, 1, дает оценку сверху решения задачи (1.1). А именно, справедливо неравен-
ство

Ω(λ0, λ1) ≤ λβ0 λ
α
1 , α =

lnR− ln ρ

lnR− ln r
, β = 1− α =

ln ρ− ln r

lnR− ln r
.

Однако это неравенство обращается в равенство только при λ1/λ0 = (r/R)n, n ∈ Z. Резуль-
тат Р.М. Робинсона (1943) [41] (см. также [12, гл. 11, § 4]) уточняет неравенство (1.2) и дает
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решение задачи (1.1) при всех значениях параметров λ0, λ1. Для его формулировки введем обо-
значения. При произвольных значениях параметров 0 < r < 1 и ̺ > 0 определим однозначную
аналитическую в Cr,1 функцию формулой

b[r, ̺](z) = zκ
Θ
(

z rκ ̺−1, r
)

Θ(z r−κ ̺, r)
, Θ(ζ, r) =

∞
∏

k=1

(1 + r2k−1ζ)(1 + r2k−1ζ−1),

в которой целый параметр κ задается равенством κ =
⌊ ln ̺

ln r

⌋

+1, таким образом, rκ ≤ ̺ < rκ−1.

Эта функция отображает кольцо Cr,1 на единичный круг с разрезом по дуге окружности с
центром в нуле и радиусом ̺r1−κ, симметричной относительно вещественной оси. Справедливо
следующее утверждение.

Теорема B. В случае G = Cr,R, q = p = ∞ и γk, k = 0, 1, совпадающих с граничными

окружностями, для произвольных λ0, λ1 > 0 верхняя грань в задаче (1.1) достигается на

функциях ǫλ0b
[ r

R
,
λ1
λ0

](z|z0|

z0R

)

, |ǫ| = 1, и только на них.

Как и в изучавшемся в [3] случае односвязной области, введем функцию sδ равенством

sδ(z) = exp (uδ(z) + ivδ(z)) , z ∈ G, где функция uδ(z) =
∫

Γ
P (z, ζ) lnψδ(ζ) |dζ|, z ∈ G, является

гармонической в области G, vδ — функция, гармонически сопряженная к uδ, функция ψδ

определена на границе Γ области G формулой

ψδ(ζ) =















(P (z0, ζ)

βϕ0(ζ)

)1/p
, ζ ∈ γ0,

δ
(P (z0, ζ)

αϕ1(ζ)

)1/q
, ζ ∈ γ1,

в которой величины α и β, соответственно, равны гармонической мере γ1 и γ0 относительно
области G в точке z0. Здесь и в дальнейшем, если p и/или q равны бесконечности, то считаем,
что величины 1/p и/или 1/q, соответственно, равны нулю. В случае односвязной области G
функция vδ однозначная и единственная с точностью до вещественной аддитивной константы,
выбор значения которой нам не важен. В случае, когда G не является односвязной областью,
функция vδ и как следствие sδ, вообще говоря, однозначной не является. Однако аналитиче-
ская функция sδ имеет в области G однозначный модуль, |sδ(z)| = exp(uδ(z)), z ∈ G.

Также будем использовать введенную в [3] величину C = Cp,q(z0; γ0, ϕ0; γ1, ϕ1), определяе-
мую равенствами

C = ε1/q(γ1, ϕ1) ε
1/p(γ0, ϕ0)α

−α/qβ−β/p,

ε(γk, ϕk) = exp

∫

γk

P (z0, ζ) ln
P (z0, ζ)

ϕk(ζ)
|dζ|, k = 0, 1. (1.3)

Теорема 1. Пусть G — конечносвязная область; γ1 — измеримое подмножество Γ и

γ0 = Γ\γ1; ϕk, k = 0, 1, — весовые функции и 0 < p, q ≤ ∞. Функция f, аналитическая в обла-

сти G, без точек ветвления в G и имеющая в G однозначный модуль, который на Γ имеет

почти всюду некасательные предельные граничные значения, удовлетворяющие условиям

∫

Γ

| ln |f(ζ)||P (z, ζ) |dζ| < +∞, (1.4)

для некоторой (и, что то же самое, для произвольной) точки z ∈ G;

∀z ∈ G ln |f(z)| ≤

∫

Γ

ln |f(ζ)|P (z, ζ) |dζ|. (1.5)
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Тогда справедливо неравенство

|f(z0)| ≤ C ‖f‖αLq
ϕ1

(γ1)
‖f‖β

Lp
ϕ0

(γ0)
, z0 ∈ G, (1.6)

α = w(z0, γ1, G), β = 1− α = w(z0, γ0, G).

Неравенство (1.6) обращается в равенство на функциях вида csδ, c ∈ C, δ > 0. Других экс-

тремальных функций нет.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из аналитичности функции f следует, что ln |f(z)|, z ∈ G, яв-
ляется функцией субгармонической. Точнее, является гармонической функцией кроме (ис-
ключительных) точек — нулей f, в которых стремится к минус бесконечности. Рассмотрим
гармоническую в области G функцию, определяемую равенством

u(z) =

∫

Γ

P (z, ζ) ln |f(ζ)| |dζ| =

1
∑

k=0

∫

γk

P (z, ζ) ln |f(ζ)| |dζ|. (1.7)

Из условий теоремы для субгармонической функции ln |f(z)| справедливо неравенство (1.5), в
частности, неравенство

ln |f(z0)| ≤ u(z0). (1.8)

В случае 0 < q <∞, используя неравенство Йенсена, получим оценку сверху слагаемого в
представлении u(z0) следующим образом:

∫

γ1

P (z0, ζ) ln |f(ζ)| |dζ| =
1

q

∫

γ1

P (z0, ζ) ln
|f(ζ)|q P (z0, ζ)αϕ1(ζ)

P (z0, ζ)αϕ1(ζ)
|dζ|

=
α

q

∫

γ1

P (z0, ζ)

α
ln

|f(ζ)|q αϕ1(ζ)

P (z0, ζ)
|dζ|+

1

q

∫

γ1

P (z0, ζ) ln
P (z0, ζ)

αϕ1(ζ)
|dζ|

≤
α

q
ln

∫

γ1

P (z0, ζ)

α

|f(ζ)|q αϕ1(ζ)

P (z0, ζ)
|dζ|+

1

q

∫

γ1

P (z0, ζ) ln
P (z0, ζ)

αϕ1(ζ)
|dζ| = ln C1 + ln ‖f‖αLq

ϕ1
(γ1)

,

ln C1 =

∫

γ1

P (z0, ζ) ln
(P (z0, ζ)

αϕ1(ζ)

)1/q
|dζ|.

Получим аналогичную оценку при q = ∞
∫

γ1

P (z0, ζ) ln |f(ζ)| |dζ| ≤ ess sup{ln |f(ζ)| : ζ ∈ γ1}

∫

γ1

P (z0, ζ) |dζ| = ln ‖f‖αL∞(γ1)
;

в этом случае ln C1 = 0. Аналогично получается оценка для Lp
ϕ0-средней по множеству γ0.

Теперь, подставляя полученные оценки слагаемых в соотношения (1.7), (1.8) и потенциируя
полученное неравенство, получим (1.6).

Из равенства (1.3) следует, что на функциях вида csδ, c ∈ C, δ > 0, неравенство (1.6) обра-
щается в равенство. Для завершения доказательства теоремы 1 осталось выяснить, что других
таких функций нет. Заметим, что неравенство (1.8) является равенством в том и только в том
случае, когда ln |f(z)| = u(z), z ∈ G. А неравенства в оценках слагаемых являются равенства-
ми только в случае, когда функция |f(ζ)|(β ϕ0(ζ)/P (z0, ζ))

1/p почти всюду на γ0 и функция
|f(ζ)|(αϕ1(ζ)/P (z0, ζ))

1/q почти всюду на γ1 являются константами. Теорема доказана. �

Следствие 1. Для произвольной функции f класса

H = Hp,q(G; γ0, ϕ0; γ1, ϕ1), 0 < p, q ≤ ∞,

справедливо неравенство (1.6).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теоремы 1 имеем, что достаточно показать для функций
класса N∗(G) справедливость условий (1.4) и (1.5). Условие (1.4) выполняется для произволь-
ной функции класса N(G), и тем более класса N∗(G) [27, теорема 2.5.1]. Для доказатель-
ства выполнения (1.5) воспользуемся мультипликативным (параметрическим) представлени-
ем функций класса N∗(G) (теоремой Смирнова [21; 22] для односвязной G, обобщением для
конечносвязных областей, см. [33; 38]). Для произвольной функции f ∈ N∗(G) справедливо
равенство f(z) = B(z)F (z), z ∈ G, в котором F является однозначной аналитической в G
функцией и для которой справедливо равенство

ln |F (z)| =

∫

Γ

ln |F (ζ)|P (z, ζ)|dζ| +

∫

Γ

P (z, ζ)dν, z ∈ G, (1.9)

где ν — сингулярная мера на Γ и dν ≤ 0. Функция B — произведение Бляшке, построенное по
нулям {zk} функции f, однозначная аналитическая функция, для которой существует набор
вещественных чисел cj , j = 1, N, такой, что почти всюду на границе справедливы равенства

ln |B(ζ)| = cj , ζ ∈ Γj, j = 1, N,

а в области — соотношение

ln |B(z)| =

N
∑

j=1

cjw(z,Γj , G)−
∑

k

g(z, zk), z ∈ G. (1.10)

Из равенств (1.9) и (1.10) следуют оценки

ln |F (z)| ≤

∫

Γ

ln |F (ζ)|P (z, ζ)|dζ|, z ∈ G, (1.11)

ln |B(z)| ≤
N
∑

j=1

cjw(z,Γj , G) =

∫

Γ

ln |B(ζ)|P (z, ζ)|dζ|, z ∈ G. (1.12)

Складывая соотношения (1.11) и (1.12), получим условие (1.5). Следствие доказано. �

В случае односвязной области G, как обсуждалось выше, функция sδ при произвольном
δ > 0 является однозначной в области G, что означает принадлежность функции sδ классу H.
Тогда из теоремы 1 получаем утверждение.

Следствие 2. Пусть G — односвязная область, 0 < p, q ≤ ∞, ϕk, k = 0, 1, — весовые

функции. Тогда для величины (1.1) справедливо равенство

Ω(λ0, λ1) = C λβ0 λ
α
1 , λk ≥ 0, k = 0, 1.

Верхняя грань в (1.1) достигается на функциях вида ǫλ0sδ, δ = λ1/λ0, |ǫ| = 1.

Для односвязной области G новым в следствиях 1 и 2 по сравнению с результатом работы [3]
являются только случаи 0 < q < 1 и/или 0 < p < 1. Для 1 ≤ q ≤ ∞ и 1 ≤ p ≤ ∞ эти
утверждения были получены в [3] иным способом, а именно при решении связанных задач
оптимального восстановления и наилучшего приближения функционала.

В случае многосвязной области G из теоремы 1 для величины (1.1) следует лишь оценка
сверху

Ω(λ0, λ1) ≤ C λβ0 λ
α
1 , λk ≥ 0, k = 0, 1.

Ясно, что для пары чисел λ0 и λ1 неравенство является равенством и дает точное решение
задачи (1.1) тогда и только тогда, когда sδ, δ = λ1/λ0, является в области G однозначной
функцией.
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Подробно исследуем случай, когда G есть двусвязная область. Будем обозначать g функ-
цию, реализующую однолистное конформное отображение двусвязной области G на кольцо
Cr,1 = {z ∈ C : r < |z| < 1}, удовлетворяющую условиям: при отображении Γ1 переходит в
окружность радиуса r и r < g(z0) < 1. Функция g и число r, модуль двусвязной области G,
существуют и единственны (см. [12, гл. V, § 1]). Введем обозначения

eρ =
{

t ∈ [0, 2π] : ρeit = g(ζ), ζ ∈ γ1
}

, ρ = r или ρ = 1; µ = µ(er)− µ(e1),

где µ(e) — мера Лебега измеримого множества e ∈ R. Пусть ν(δ) = ν(G, γ0, ϕ0, γ1, ϕ1, δ) есть
величина, задаваемая равенством

ν(δ) =
1

2π ln r

2π
∫

0

ln
ψδ

(

g−1(reit)
)

ψδ (g−1(eit))
dt =

1

2π ln r

(

µ ln δ +

2π
∫

0

ln
ψ1

(

g−1(reit)
)

ψ1 (g−1(eit))
dt

)

. (1.13)

Следствие 3. Если G — двусвязная область, то sδ ∈ H тогда и только тогда, когда

число ν(δ), определенное равенством (1.13), является целым. В этом случае верхняя грань

в (1.1) достигается на функциях ǫλ0sδ, δ = λ1/λ0, |ǫ| = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, что sδ ∈ H, т. е. sδ — однозначная анали-
тическая функция тогда и только тогда, когда ν(δ) ∈ Z.

Из определения функции sδ следует, что функция uδ(g−1(ξ)), ξ ∈ Cr,1, является решением
задачи Дирихле в кольце Cr,1. Точнее, uδ(g−1(ξ)) есть гармоническая функция с граничными
значениями, почти всюду задаваемыми равенствами uδ(g

−1(rkeit)) = lnψδ

(

g−1(rkeit)
)

, k =
0, 1, t ∈ [0, 2π]. Известно (см., например, [11, §3]), что функция uδ(g−1(ξ)), ξ ∈ Cr,1, имеет вид

uδ(g
−1(ξ)) = ν ln |ξ|+ ℜϕ(ξ), где ϕ(ξ) =

+∞
∑

n=−∞

cnξ
n, ν ∈ R, cn ∈ C, n ∈ Z.

Интегрируя последнее равенство вдоль граничных окружностей, получаем соотношения

1

2π

2π
∫

0

lnψδ

(

g−1(reit)
)

dt = ν ln r+ ℜc0,
1

2π

2π
∫

0

lnψδ

(

g−1(eit)
)

dt = ℜc0. (1.14)

Выражая из равенств (1.14) коэффициент ν, имеем ν = ν(δ), где ν(δ) определено в (1.13).
Тогда для функции sδ справедлива формула

sδ(z) = exp {uδ(z) + ivδ(z)} = g(z)ν(δ) expϕ (g(z)) , z ∈ G.

Отсюда sδ является однозначной в том и только том случае, если ν(δ) является целым числом.
Следствие доказано. �

Следующее утверждение — аналог теоремы Адамара о трех кругах — является частным
случаем теоремы 1, точнее, случаем, когда область G является кольцом Cr,R, для которого
r = r/R, и множества γk, k = 0, 1, совпадают с граничными окружностями γk = {z ∈ C : |z| =
Rrk}.

Следствие 4. Пусть числа r, ρ и R связаны неравенством 0 < r < ρ < R. В условиях

теоремы 1 для аналитической в кольце Cr,R функции f и точки z0, |z0| = ρ, справедливо

неравенство

ln |f(z0)| ≤ ln C +
lnR− ln ρ

lnR− ln r
ln ‖f‖Lq

ϕ1
(γ1) +

ln ρ− ln r

lnR− ln r
ln ‖f‖Lr

ϕ0
(γ0). (1.15)
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Неравенство (1.15) обращается в равенство на функциях вида csδ, c ∈ C, δ > 0, и толь-

ко на них. Если параметр δ = δν является элементом последовательности, определяемой

равенством

ln δν =
1

2π

2π
∫

0

ln
ψ1(Re

it)

ψ1(reit)
dt+ ν ln

r

R
, ν ∈ Z,

то функция sδν (z) = sδ0(z)z
νR−ν является однозначной и принадлежит классу H.

Действительно, неравенство (1.15) является аналогом (различных метрик) классического слу-
чая теоремы Адамара (1.2); при q = r = ∞ величина C равна единице и, следовательно,
первое слагаемое в правой части неравенства (1.15) равно нулю. С другой стороны, из пото-
чечного неравенства (1.15) не следуют хорошо известные обобщения теоремы Адамара для
q–средних на трех окружностях (см. [20, отд. III, гл. 6, § 3]); связанные с этими неравенствами
для q–средних, при q ≥ 1, задачи оптимального восстановления и наилучшего приближения
функционала изучались ранее в [1].

В качестве гипотезы приведем утверждение, аналогичное теореме B.

Предположение 1. В случае G = Cr,R, 0 < q, p ≤ ∞ и γk, k = 0, 1, совпадающих с гранич-

ными окружностями, для произвольных λ0, λ1 > 0 верхняя грань в задаче (1.1) достигается

на функциях

ǫλ0sδ0(z)z
νR−νb

[ r

R
, ̺
](z|z0|

z0R

)

, λ1 = λ0δν̺,
r

R
< ̺ ≤ 1, ν ∈ Z, |ǫ| = 1,

и только на них.

В общем случае n-связной области G и произвольного измеримого множества γ1 можно пред-
положить, что экстремальной в (1.1) является сама функция sδ в случае ее однозначности или
функция, полученная из sδ путем устранения многозначности, как это описано в работе [26],
когда к функции подключается множитель, являющийся непрерывной в G аналитической
функцией, модуль граничных значений которой равен единице и которая имеет в G не более
чем n− 1 нуль.

2. Оптимальное восстановление значения функции,
аналитической в двусвязной области,

и задача Стечкина наилучшего приближения функционала

Обозначим через Q = Qp,q(G; γ0, ϕ0; γ1, ϕ1) класс функций f ∈ H, которые удовлетворяют
неравенству ‖f‖Lp

ϕ0
(γ0) ≤ 1. Рассматриваем функционал Υ0

z0 , ставящий в соответствие гранич-
ным значениям на γ1 функции f ее значение в точке z0 области G.

2.1. Постановка задачи оптимального восстановления

Наш интерес к вычислению величины (1.1) связан с эквивалентностью этой задачи на-
хождению модуля непрерывности функционала Υ0

z0 на классе Q. Функцию переменной δ ≥ 0,
определяемую равенством

ω(δ) = ω(δ; Υ0
z0 , Q) = sup

{

|f(z0)| : f ∈ Q, ‖f‖Lq
ϕ1

(γ1) ≤ δ
}

, (2.1)

называют модулем непрерывности функционала Υ0
z0 на классе Q. Из определений величин

(1.1) и (2.1) сразу следуют связывающие их равенства

ω(δ) = Ω(1, δ), δ ≥ 0, и Ω(λ0, λ1) = λ0ω
(λ1
λ0

)

, λ1 ≥ 0, λ0 > 0. (2.2)
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Исследуем задачу оптимального восстановления значения аналитической в областиGфунк-
ции в точке z0 (функционала Υ0

z0) по заданным с известной погрешностью δ по норме Lq
ϕ1(γ1)

ее граничным значениям на γ1 и дополнительной информации принадлежности функции клас-
су Q. Более точно, пусть для неизвестной функции f из класса Q задана функция g ∈ Lq

ϕ1(γ1)
такая, что справедливо неравенство ‖f − g‖Lq

ϕ1
(γ1) ≤ δ. Мы хотим найти способ восстановить

по g значение функции f(z0), z0 ∈ G, для всех таких пар функций f и g. Эта задача является
некорректной, она исследовалась М.М. Лаврентьевым в [13, гл. II, § 1, п. 4–5]. Для ее решения
были предложены регуляризирующие операторы, которые имеют в качестве ядра функции,
названные функциями Карлемана и являющиеся по сути аппроксимациями ядра Коши.

Наша цель — построение наилучшего (оптимального) метода восстановления. В качестве
множества методов восстановления, из которых выбирается оптимальный, рассматриваем мно-
жество F всех возможных функционалов на Lq

ϕ1(γ1). Как известно (см. [5; 7; 9; 10; 14; 23; 39] и
приведенную там библиографию), в задаче оптимального восстановления линейного функцио-
нала на выпуклом центрально симметричном классе с помощью множества F всех возможных
функционалов существует наилучший линейный ограниченный функционал, и величина укло-
нения равна модулю непрерывности восстанавливаемого функционала.

Формальная постановка задачи такова. Для числа δ ≥ 0 и метода восстановления T ∈ F
величина

U(T, δ) = sup
{

|f(z0)− Tg| : f ∈ Q, g ∈ Lq
ϕ1
(γ1), ‖f − g‖Lq

ϕ1
(γ1) ≤ δ

}

является погрешностью восстановления значения в точке z0 функций класса Q по их гранич-
ным значениям на γ1, заданным с ошибкой δ по норме Lq

ϕ1(γ1), методом T . Тогда

EF (δ) = inf {U(T, δ) : T ∈ F} (2.3)

есть величина оптимального восстановления значения в точке z0 (или, что то же самое, оп-
тимального восстановления функционала Υ0

z0) функций класса Q по их δ-приближенным гра-
ничным значениям на γ1 с помощью методов восстановления F . Задача состоит в вычислении
величины EF (δ) и определении оптимального метода восстановления — функционала, на ко-
тором в (2.3) достигается нижняя грань. Как обсуждалось выше, имеет место связывающее
величины (2.1) и (2.3) равенство

EF (δ) = ω(δ), δ ≥ 0. (2.4)

Задача (2.3) — частный случай, в котором элемент задан с погрешностью, задачи опти-
мального восстановления операторов на классе элементов банахова пространства по неполной
(в частности, неточной) информации об элементах.

Общие результаты по этой тематике и дальнейшие ссылки можно найти в [4–7; 14; 19;
39]. Задачи оптимального восстановления на классах аналитических функций исследовали
К.Ю. Осипенко, Ш. Мичелли, Т. Ривлин, С.Д. Фишер, К. Уайлдероттер, Б. Боянов, М.И. Сте-
син, О.Г. Парфенов, М.П. Овчинцев, и др. (см. монографию [39], статьи [17; 18; 34; 36; 40] и
приведенную там библиографию).

2.2. Постановка задачи наилучшего приближения функционала

С задачами (2.1) и (2.3) тесно связана задача наилучшего приближения функционала Υ0
z0

линейными ограниченными функционалами.
Точная постановка задачи такова. Пусть B(N) — множество линейных ограниченных функ-

ционалов на Lq
ϕ1(γ1), норма которых не превосходит числа N > 0. Величина

U(T ) = sup {|f(z0)− Tf | : f ∈ Q}

является уклонением функционала T ∈ B(N) от функционала Υ0
z0 на классе функций Q.

Соответственно, величина
E(N) = inf {U(T ) : T ∈ B(N)} (2.5)
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есть наилучшее приближение функционала Υ0
z0 множеством линейных ограниченных функ-

ционалов B(N) на классе Q. Задача состоит в том, чтобы вычислить величину E(N) и найти
экстремальный функционал, на котором в (2.5) достигается нижняя грань.

Задача (2.5) — частный случай задачи Стечкина приближения неограниченного оператора
множеством линейных ограниченных операторов на классе элементов банахового простран-
ства.

Задача появилась в работе С.Б. Стечкина [24] в 1965 г. В статье [25] 1967 г. была да-
на постановка задачи и получены первые принципиальные результаты. Этой тематике к на-
стоящему времени посвящено большое число исследований С.Б. Стечкина, В.В. Арестова,
В.И. Бердышева, А.П. Буслаева, В.Н. Габушина, Л.В. Тайкова, О.А. Тимошина, В.Г. Тимо-
феева, М.А. Филатовой и др. (см. обзорные работы [6;7], а также [32; 31; 8], и приведенную в
них библиографию). В частности, известна взаимосвязь задачи Стечкина с задачей оптималь-
ного восстановления оператора и модулем непрерывности оператора. Эта взаимосвязь будет
существенно использоваться в этом исследовании и выражается следующим образом. Введем
обозначения

∆(N) = sup {ω(δ) −N : δ ≥ 0} , N > 0;

ℓ(δ) = inf {E(N) +Nδ : N > 0} , δ ≥ 0.

Для задач (2.3) и (2.5) взаимосвязь (см. [6; 7; 10; 15; 16] и приведенную там библиографию)
выражается в следующих соотношениях:

E(N) = ∆(N), ω(δ) = ℓ(δ). (2.6)

2.3. Случаи точного решения задач (2.3) и (2.5)

Предполагаем далее, что µ 6= 0. В следующей теореме для случая двусвязной области G,
когда параметр δ — элемент последовательности

δ0 = exp

{

1

µ

2π
∫

0

ln
ψ1(g

−1(eit))

ψ1(g−1(reit))
dt

}

, δν = δ0 r
2πν/µ, ν ∈ Z, (2.7)

т. е. если sδ ∈ H, выписано решение задачи (2.3). Также решение задачи (2.5) получено в
случае, когда параметр N является элементом последовательности

Nν = α C δ−β
ν , ν ∈ Z. (2.8)

Выражая из равенства (2.8) параметр δν через Nν , получим соотношение

δν = α1/β C1/β N−1/β
ν , ν ∈ Z. (2.9)

Пусть δν — элемент последовательности (2.7). Тогда функция sδν является однозначной
аналитической в области G. В этом случае формула

Tδνg =

∫

γ1

P (z0, ζ)
sδν (z0)

sδν (ζ)
g(ζ) |dζ|, g ∈ Lq

ϕ1
(γ1).

определяет линейный ограниченный функционал Tδν на пространстве Lq
ϕ1(γ1).

Теорема 2. Пусть G — двусвязная область, 1 ≤ q, p ≤ ∞, и ϕk, k = 0, 1, — весовые

функции; α = w(z0, γ1, G) и β = 1−α = w(z0, γ0, G) — гармонические меры, соответственно,

γ1 и γ0 относительно области G в точке z0. Тогда справедливы следующие утверждения.
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1) Для произвольного элемента δν последовательности (2.7) для величин (2.1) и (2.3)
имеют место равенства

ω(δν) = EF (δν) = C δαν .

При этом экстремальными в (2.1) являются функции вида ǫsδν , |ǫ| = 1; в задаче (2.3) опти-

мальным методом восстановления является функционал Tδν .
2) Для произвольного элемента Nν последовательности (2.8) для величины (2.5) справед-

ливо равенство

E(Nν) = β C1/β αα/β N−α/β
ν .

При этом в задаче (2.5) функционалом наилучшего приближения является функционал Tδν .

Д о к а з а т е л ь с т в о. При δ = δν , ν ∈ Z, функция sδν является однозначной анали-
тической из класса H, более того, принадлежит классу Q. При этом справедливы равенства
‖sδν‖Lq(γ1) = δν и |sδν (z0)| = C δαν . Отсюда, используя следствие 3, равенства (2.2) и (2.4), имеем
цепочку соотношений

EF (δν) = ω(δν) = |sδν (z0)| = C δαν .

Для величины E(Nν), применяя определение ∆(Nν), равенства (2.6) и (2.9), получим оцен-
ку снизу

E(Nν) = ∆(Nν) = sup {ω(δ)−Nνδ : δ ≥ 0} ≥ C δαν −Nνδν = β C1/β αα/β N−α/β
ν .

Вычисляя аналогично [3, лемма 4] норму и уклонения для оператора Tδν , получаем равен-
ства

‖Tδν‖ = Nν , U(Tδν ) = β C1/β αα/β N−α/β
ν , U(Tδν ) = C δαν .

Наконец, соотношения

EF (δν) ≤ U(Tδν ) и ∆(Nν) = E(Nν) ≤ U(Tδν )

завершают доказательство теоремы 2. �

При p = q = ∞ утверждение теоремы содержит результаты работы автора [2].

Вернемся к случаю, когда область G является кольцом Cr,R (случаю следствия 4). Из
теоремы 2 получаем утверждение.

Следствие 5. Пусть область G является кольцом Cr,R и множества γk, k = 0, 1, сов-

падают с граничными окружностями

γk = {z ∈ C : |z| = R(r/R)k}, 1 ≤ q, p ≤ ∞, ϕk, k = 0, 1, — весовые функции,

α =
lnR− ln ρ

lnR− ln r
, β = 1− α =

ln ρ− ln r

lnR− ln r
.

Тогда справедливы следующие утверждения.

1) Для произвольного элемента δν последовательности

δ0 = exp

{

1

2π

2π
∫

0

ln
ψ1(re

it)

ψ1(Reit)
dt

}

, δν = δ0

( r

R

)ν
, ν ∈ Z,

для величин (2.1) и (2.3) имеют место равенства

ω(δν) = EF (δν) = C δα0

( ρ

R

)ν
.

При этом экстремальными в (2.1) являются функции вида ǫsδν , |ǫ| = 1; в задаче (2.3) опти-

мальным методом восстановления является функционал Tδν .
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2) Для произвольного элемента Nν последовательности

Nν = αCδ−β
0

(ρ

r

)ν
, ν ∈ Z,

для величины (2.5) справедливо равенство

E(Nν) = β C δα0

( ρ

R

)ν
.

При этом в задаче (2.5) функционалом наилучшего приближения является функционал Tδν .
Экстремальные функция и функционал имеют вид

sδν (z) =
zν

Rν
sδ0(z); Tδνg =

zν0sδ0(z0)

rν−1

2π
∫

0

P (z0, re
it)

g(reit)

sδ0(re
it)
e−iνt dt.

Д о к а з а т е л ь с т в о Утверждение непосредственно следует из теоремы 2 при подста-
новке явных значений гармонических мер и вида функции sδν в рассматриваемом случае. �

В следствии 5 при q = p = ∞, т. е. для класса функций, аналитических и ограниченных
в кольце Cr,R, функция sδ0 тождественно равна единице, и, следовательно, sδν (z) = (z/R)ν ,
δν = (r/R)ν . Кроме того, действие функционала Tδν может быть записано в терминах ряда
Лорана функции (см. [1]).

В завершение обсудим случай, когда число µ равно нулю. Как это следует из определе-
ния (1.13), при µ = 0 величина ν(δ) не зависит от δ, и справедливо тождество

ν(δ) ≡
1

2π ln r

2π
∫

0

ln
ψ1

(

g−1(reit)
)

ψ1 (g−1(eit))
dt.

Если эта величина целая, то при любых δ ≥ 0 функция sδ однозначная и справедливы утвер-
ждения теоремы 2. Если величина не является целой, то при любых δ > 0 функция sδ не
принадлежит классу H.
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