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ПРЕДИСЛОВИЕ

Учебное пособие составлено на основе лекций, читаемых авторами в Ин-
ституте экономики и управления Уральского федерального университета.

Пособие состоит из пяти глав. Первые две главы посвящены матричной 
алгебре и системам линейных уравнений. Третья глава содержит основные по-
нятия векторной алгебры. В четвертой главе излагаются основы аналитической 
геометрии. Пятая посвящена линейным операторам.

Материал представлен в объеме, предлагаемом студентам на занятиях, 
и содержит теоретическую часть, примеры, типовые задачи и задачи для само-
стоятельного решения. Кроме этого студентам предлагаются тесты для текущего 
и промежуточного контроля знаний. Пособие могут использовать студенты 
очной формы обучения в качестве вспомогательной литературы при освоении 
курса и заочники для самостоятельного ознакомления с материалом, а также 
оно полезно при изучении дисциплины в дистантном формате.

При составлении книги авторы попытались учесть специфику института, 
для студентов которого предлагается данный материал.

Во-первых, мы отдаем себе отчет в том, что математика как наука не яв-
ляется основной сферой интересов будущих менеджеров и экономистов, она 
лишь инструмент, с помощью которого специалисты станут решать приклад-
ные задачи. Поэтому авторы попытались изложить материал максимально 
простым и понятным языком, практически не приводя сложных доказательств 
и выкладок. Для глубокого освоения данных разделов математики мы ре-
комендуем студентам учебники, в которых материал изложен более полно 
и доказательно.

Во-вторых, мы попытались уже на этапе освоения основ математики пока-
зать студентам, каким образом они в дальнейшем смогут применить получен-
ные знания. В пособии приведены примеры решения задач с экономическим 
содержанием, а также рассмотрены такие экономико-математические модели, 
как модель Леонтьева и модель Неймана.



И, наконец, в‑третьих, мы понимаем, что живем в эпоху, когда решение 
задач «на бумаге», без применения информационных технологий восприни-
мается современным поколением как анахронизм. Поэтому в пособии даются 
рекомендации по использованию пакета MS Excel для решения вычислитель-
ных задач линейной алгебры и самопроверки при выполнении домашних 
и расчетно-графических работ.



7

1. МАТРИЧНАЯ АЛГЕБРА

1.1. Матрицы

Понятие матрицы и основанный на нем раздел математики — ​матричная 
алгебра — ​имеют важное значение для экономистов. Объясняется это тем, что 
многие экономико-математические модели изучаются и исследуются в доста-
точно простой матричной форме.

Таблица чисел aij

	 A A

11 1 1

1

1

... ...

... ... ,

... ...

j n

i i j inm n

m m j mn

a a a

a a a

a a a

×

 
 − − − − − 
 = =  
− − − − − 

  

состоящая из m строк и n столбцов, называется матрицей размера m × n. Чи-
сла aij называются ее элементами (индекс i указывает номер строки, индекс 
j — ​номер столбца, на пересечении которых находится элемент). Используют 
сокращенную запись A = (aij) = (aij)m × n.

Если размерность матрицы такова, что m ≠ n, то матрица называется пря-
моугольной. В частности, матрица, состоящая из одного столбца (т. е. если 
n = 1) или из одной строки (т. е. если m = 1), называется вектором-столбцом или 
соответственно вектором-строкой:

	 ( )
1

2
1 2, ... .n

n

a
a

B b b b

a

 
 
 = = 
  
 

A

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При m = n матрица называется квадратной матрицей n-го порядка. Эле-
менты a11, a22, … ann квадратной матрицы n-го порядка образуют ее главную 
диагональ, элементы a1n, a2, n — ​1, … an1 — ​побочную диагональ. Например, в ма-

трице 
5 1 2

C 3 4 7
0 0 6

 −
 = − 
 
 

 элементы c11 = 5, c22 = 4, c33 = 6 образуют главную диаго-

наль, элементы c13 = 2, c22 = 4, c31 = 0 — ​побочную (второстепенную) диагональ.

В частности, квадратная таблица 11 12

21 22

A ,
a a
a a
 

=  
 

 состоящая из 4 чисел, 

называется матрицей второго порядка. Таблица чисел 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

A
a a a
a a a
a a a

 
 =  
 
 

 на-

зывается квадратной матрицей третьего порядка.

Виды матриц
Квадратная матрица n-го порядка, у которой все элементы, находящиеся 

выше и ниже главной диагонали, равны нулю, называется диагональной:

	

11

22

0 ... 0
0 ... 0

D .
... ... ... ...
0 0 ... nn

d
d

d

 
 
 =  
 
 
 

Квадратная матрица n-го порядка, у которой диагональные элементы равны 
единице, а все остальные элементы равны нулю, называется единичной матри-
цей n-го порядка и обозначается буквой Е:

	

1 0 ... 0
0 1 ... 0

E .
... ... ... ...
0 0 ... 1

 
 
 =  
  
 

Матрица любого размера называется нулевой, если все ее элементы равны 
нулю:

	

0 0 ... 0
0 0 ... 0

O O .
... ... ... ...
0 0 ... 0

m n×

 
 
 = =  
  
 
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Две матрицы A = (aij) и B = (bij) размера m × n называются равными, если 
они совпадают поэлементно, т. е.

	 , 1, , ; 1, , .ij ija b i m j n= = … = …

Следом квадратной матрицы A = (aij)n × n называется число 
1

tr A .
n

ii
i

a
=

=∑  На-

пример, след матрицы 
4 5
3 6
 
 
 

 равен trA = 4 + 6 = 10.

Квадратные матрицы, все элементы которых ниже (или выше) главной 
диагонали равны нулю, называются треугольными:

	

11 12 1

22 2

...
0 ...

A .
... ... ... ...
0 0 ...

n

n

nn

a a a
a a

a

 
 
 =  
  
 

Прямоугольная матрица вида

	

11 12 1 1

22 2 2

...
0 ...

A
... ... ... ...
0 0 ...

m n

m n

nm mn

a a a a
a a a

a a

 
 
 =  
  
 










называется квазитреугольной (ступенчатой или трапециевидной).

1.2. Операции над матрицами

Умножение числа на матрицу
Операция умножения матрицы A = (aij) на число λ ∈  задается по правилу

	 A ( ) ,( 1, , ; 1, , ,)ij ija a i m j nλ = λ = λ = … = …

т. е. при умножении матрицы на число l нужно каждый элемент матрицы A 
умножить на число l. В частности, 0 · A = O.
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Пример 1.1. Пусть A

2 3 4 5
2 0 1 3 , 5.

5 2 1 3

 
 = − − λ = 
 
 

 Тогда

	  A

10 15 20 25
5 10 0 5 15 .

25 10 5 15

 
 = − − 
 
 

Замечание. Общий множитель всех элементов матрицы можно выносить 
за знак матрицы.

Сложение матриц одинакового размера
Операция сложения матриц A = (aij) и B = (bij) одного и того же размера 

m × n задается по правилу

	 ( )A B , 1, , ; 1, , .ij ija b i m j n+ = + = … = …

Пример 1.2. Пусть 
2 3 4 1 3 7

A , B .
1 0 5 2 7 0
   

= =   
   

 Тогда

	
2 3 4 1 3 7 3 6 11

A B .
1 0 5 2 7 0 3 7 5
     

+ = + =     
     

Упражнение. Найти 2A + 3B.
Матрица (–1) · A = –A называется противоположной к A.
Вычитание двух матриц одинаковой размерности равносильно сложению 

с противоположной матрицей:

	  A (– B A .)–B= +

Свойства умножения матрицы на число и сложения матриц:
1)	 ( ) ( )A A, , ;λ µ = λµ λ µ∈
2)	 ( )A B A B, ;λ + = λ + λ λ∈
3)	 ( )A A A, , ;λ +µ = λ +µ λ µ∈
4)	 A + B = B + A;
5)	 (A + B) + C = A + (B + C).
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Умножение матрицы на матрицу
Произведением матрицы A = (aij)m × n на матрицу B = (bij)n × l называется матри-

ца C = (cij)m × l, каждый элемент cij которой равен сумме произведений элементов 
i‑й строки матрицы A на соответствующие элементы j-го столбца матрицы B:

	
( )

1

2
1 2 1 1 2 2

1

, , , ,

1, , ; 1, , .

j

n
j

ij i i in i j i j in nj ik kj
k

nj

b
b

c a a a a b a b a b a b

b

i m j n

=

 
 
 = = + + + = 
  
 
= =

∑ 



 

Заметим, что умножение матрицы A на матрицу B выполнимо лишь в том 
случае, когда число столбцов матрицы A равно числу строк матрицы B.

Пример 1.3. Даны матрицы 2 3 3 2

4 5
1 1 0

A A , B B 1 3 .
2 3 4

0 7
× ×

 
−   = = = =   

   
 

Найти произведения матриц AB и BA.
Решение. Так как матрица A = А2 × 3 имеет три столбца, а  матрица 

B = В3 × 2 — три строки, то умножение A на B выполнимо. Матрица AB = А2 × 3В3 × 2 
имеет размерность 2 × 2:

	
( ) ( )

2 3 3 2

3 21 4 1 1 0 0 1 5 1 3 0 7
AB A B .

11 472 4 3 1 4 0 2 5 3 3 4 7× ×

 ⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ + ⋅  
= = =    ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅   

Найдем произведение BA. Так как матрица B = В3 × 2 имеет два столбца, 
а матрица A = А2 × 3 — две строки, то умножение B на A выполнимо. Матрица 
BA = В3 × 2А2 × 3 имеет размерность 3 × 3:

	
( )
( )
( )

BA B A3 2 2 3

4 5
1 1 0

1 3
2 3 4

0 7

4 1 5 2 4 1 5 3 4 0 5 4 14 11 20
1 1 3 2 1 1 3 3 1 0 3 4 7 8 12 .
0 1 7 2 0 1 7 3 0 0 7 4 14 21 28

× ×

 
−  = = =  

  
 

   ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ + ⋅
   = ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ + ⋅ =   

  ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ + ⋅   

Замечание. Как показывает пример, коммутативный (переместительный) 
закон умножения для матриц, вообще говоря, не выполняется, т. е. AB ≠ BA. 
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В частном случае коммутативным законом обладает произведение любой ква-
дратной матрицы A n-го порядка на единичную матрицу E того же порядка:

	 AE = EA = A.

Замечание. Произведение двух ненулевых матриц может дать нулевую 
матрицу O, например,

	 A B
1 1 2 1 0 0

.
2 2 2 1 0 0
     

⋅ = ⋅ =     − −     

Если AB = BA, то матрицы A и B называются перестановочными.

Пример 1.4. Найти все матрицы, перестановочные с матрицей A
1 0

.
5 2
 

=  
 

Решение. Запишем все перестановочные матрицы в виде B ,
a b
c d
 

=  
 

 где  
a, b, c, d ∈ . Найдем

	
1 0

AB ,
5 2 5 2 5 2

a b a b
c d a c b d

    
= =    + +    

	
1 0 5 2

BA .
5 2 5 2

a b a b b
c d c d d

+    
= =    +    

Так как AB = BA, то 
5 2

.
5 2 5 2 5 2

a b a b b
a c b d c d d

+   
=   + + +   

По определению равных матриц имеем 
( )

5 , ,
5 2 5 , 5 ,

2 , 0,
5 2 2 .

a a b a
a c c d c d a

b b b
b d d d

= + ∈ 
 + = + = − ⇒ = = 
 + = ∈ 





Итак, все перестановочные с А матрицы имеют вид:

	 ( )
0

B , , .
5

a
a d

d a d
 

= ∈ − 

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Выполним проверку (AB = BA):

	
( )

( )

01 0 0
AB

55 2 5 10 2
AB BA.

0 1 0 0
BA

5 5 2 5 10 2

a a
d a d a d d

a a
d a d a d d

    
= =     − − +      ⇒ =
    = =    − − +     

Возведение в целую положительную степень
Целой положительной степенью Am (m >1) квадратной матрицы A называ-

ется произведение m матриц, равных A:

	 A A A A A A, .m
n n

m
×= ⋅ =



В частности, E E E E E.m

m

= ⋅ =



Замечание. Из того, что Am = O, не следует, что A = O.
Свойства умножения матриц:
1)  ( ) ( ) ( )AB A B A B ;,λ = λ = λ λ∈
2) A (B + C) = AB + AC;
3) (A + B) C = AC + BC;
4) A(BC) = (AB)C;
5) AB ≠ BA.

Транспонирование матрицы
Матрица AT, полученная из матрицы A заменой строк на соответствующие 

столбцы, называется транспонированной к матрице A:

	

11 12 1 11 21 1

21 22 2 12 22 2T

1 2 1 2

... ...

... ...
A , A .

... ... ... ... ... ... ... ...
... ...

n m

n m

m m mn n n mn

a a a a a a
a a a a a a

a a a a a a

   
   
   = =   
      
   

Свойства операции транспонирования матриц:
1) (A + B)T = AT + BT;
2)  T TA A( ) , ;λ = λ λ∈
3) (AB)T = B TA T;
4) (AT)T = A.
Квадратная матрица A называется симметричной, если AT = A, и кососим-

метричной, если AT = –A.
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Замечание. Для кососимметричной матрицы AT = –A ⇔ aji = –aij. Если i = j, 
то aii = –aii ⇒ aii = 0.

Пример 1.5. Дана матрица A
1 2 3

,
4 5 6
 

=  
 

 тогда ТA

1 4
2 5 .
3 6

 
 =  
 
 

1.3. Использование алгебры матриц  
в решении экономических задач

Матрицы широко используются при решении экономических задач. Любая 
таблица, с которой приходится иметь дело в бытовой или профессиональной 
деятельности, может быть представлена в матричном виде, позволяющем свести 
громоздкие вычисления к удобной и компактной форме. С помощью операций 
над матрицами можно определить объем выпускаемой продукции за опреде-
ленный промежуток времени, прибыль, затраты, стоимость ресурсов и т. п.

Пример 1.6. Молокозавод производит четыре вида молочной продукции, 
объемы выпуска которой заданы матрицей A = (40 50 30 45). Реализация про-
дукции производится в трех магазинах. Цена реализации единицы i-го вида 

продукции в j-м магазине задана матрицей В

40 35 38
25 22 23

.
55 52 50
30 32 35

 
 
 =  
  
 

 Найти матрицу 

выручки по магазинам и определить, какой из них наиболее выгоден для реа-
лизации товара.

Решение. Для нахождения матрицы выручки по магазинам необходимо 
вычислить произведение матриц AB:

	 ( ) ( )

40 35 38
25 22 23

AB 40 50 30 45 5850 5500 5745 .
55 52 50
30 32 35

 
 
 = ⋅ = 
  
 

Наиболее выгодным для реализации товара является первый магазин, 
в котором выручка от реализации товара составит 5850 д. ед.

Пример 1.7. Малое предприятие на создание изделий двух видов, объем 
выпуска которых за год составляет 200 и 250 единиц соответственно, использу-
ет три вида материалов. Нормы расхода материалов на единицу каждого вида 
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изделия и цена материала представлены в таблице. Представить данные задачи 
в матричном виде и найти матрицу полных затрат по материалам каждого вида 
и полную стоимость всего материала за год.

Вид материала
Расход материала на единицу изделия Цена материала,  

д. ед.А Б
1 5 3 50
2 4 4 45
3 3 5 47

Решение. Нормы расхода материалов на единицу каждого вида изделия 

представим матрицей 
5 3

A 4 4 ,
3 5

 
 =  
 
 

 объем выпуска изделий за год — ​матрицей 

200
B ,

250
 

=  
 

 а стоимость материала каждого вида — ​матрицей P = (50 45 47).

Для нахождения матрицы полных затрат по материалам каждого вида 
необходимо найти произведение матриц AB:

	
5 3 1750

200
AB 4 4 1800 .

250
3 5 1850

   
    = =    
    

   

Для нахождения матрицы полной стоимости всего материала необходимо 
вычислить произведение PAB:

	 ( ) ( ) д. ед.

5 3 1750
200

PAB 50 45 47 4 4 50 45 47 1800 255 450
250

3 5 1850

   
    = = =    
    

   

1.4. Определители

Каждой квадратной матрице A порядка n ставится в соответствие по опре-
деленному закону (правилу) некоторое число, называемое определителем или 
детерминантом n-го порядка этой матрицы.

О б о з н а ч е н и я: |A|, D, det A, D(A).
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Определителем матрицы первого порядка A = (a11) называется число a11:

	 1 11| |A .a= ∆ =

Определителем матрицы второго порядка 11 12

21 22

A
a a
a a
 

=  
 

 называется число, 
которое вычисляется по формуле

	 11 12
2 11 22 12 21

21 22

A .
a a

a a a a
a a

= ∆ = = −

Определителем матрицы третьего порядка A
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 =  
 
 

 называется 
число, которое вычисляется по формуле

	

22 23 21 23 21 22
3 11 12 13

32 33 31 33 31 32

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32

« » « »

A

.

a a a a a a
a a a

a a a a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a

+ −

= ∆ = − + =

= + + − − −


	 (1.1)

Определитель третьего порядка равен алгебраической сумме шести трой-
ных произведений элементов, взятых по одному из каждой строки и каждого 
столбца.

Формулу (1.1) легко запомнить, пользуясь правилом треугольников или пра-
вилом Саррюса* (рис. 1.1). Со знаком «плюс» берутся произведения элементов 
главной диагонали и произведения элементов, расположенных в вершинах двух 
треугольников, основания которых параллельны главной диагонали. Со знаком 
«минус» берутся произведение элементов побочной диагонали и произведения 
элементов, расположенных в вершинах двух треугольников, основания которых 
параллельны побочной диагонали.

Со знаком «+» Со знаком «–»

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

Рис. 1.1. Правило треугольников

*  Пьер Фредерик Саррюс (1798–1861) — ​французский математик, автор нескольких 
математических трактатов, в частности, об определении орбит комет. За одну из своих работ 
по вариационному исчислению получил Гран-при Французской академии наук в 1843 г. Простое 
мнемоническое правило, известное сейчас как правило Саррюса, используется для расчета 
определителя матрицы третьего порядка.
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Наряду с правилом треугольников вычисление определителя выполняется 
согласно следующей схеме: справа от определителя дописывают первых два 
столбца, и произведения элементов на главной диагонали и на диагоналях, ей 
параллельных, берут со знаком «плюс», а произведения элементов побочной 
диагонали и диагоналей, параллельных ей, — ​со знаком «минус»:

	

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32 .

a a a a a
a a a a a
a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

=

= + + − − −

Существуют также методы вычисления определителей четвертого порядка, 
сходные с правилом Саррюса.

Пример 1.8. Вычислить определитель матрицы:

	 A

1 1 1
2 1 1 .
1 1 2

 −
 =  
 
 

Решение. |A| = D3 = 1 · 1 · 2 + (–1) · 1 · 1 + 1 · 2 · 1 – 1 · 1 · 1 – (–1) · 2 · 2 – 1 · 1 · 1 = 
= 2 – 1 + 2 – 1 – 1 + 4 = 5.

Определителем порядка n, соответствующим матрице A = (aij)n × n, называется 
алгебраическая сумма n! произведений по n элементов этой матрицы, причем 
в каждое произведение, взятое с определенным знаком, входит по одному эле-
менту из каждой строки и каждого столбца данной матрицы. Определитель 
n‑го порядка обозначается символом

	

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
A .

... ... ... ...
...

n

n
n

n n nn

a a a
a a a

a a a

= ∆ =

Для вычисления определителей n-го порядка на практике используют те-
орему Лапласа. Для ее рассмотрения введем некоторые понятия. Пусть дана 
квадратная матрица А n-го порядка.

Минором элемента aij квадратной матрицы А называется число Mij, равное 
определителю матрицы (n – 1)-го порядка, полученной из А вычеркиванием 
i-й строки и j-го столбца.
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Например, минором М12 элемента а12 ма-
трицы третьего порядка будет определитель 
второго порядка, получающийся вычерки-
ванием первой строки и второго столбца 

(рис. 1.2): M 21 23
12 21 33 31 23

31 33

.
a a

a a a a
a a

= = −

Алгебраическим дополнением Aij элемента aij матрицы А называется его 
минор, взятый со знаком (–1) i + j:

	 Aij = (–1) i + jMij,

т. е. алгебраическое дополнение совпадает с минором, когда сумма номеров 
строки и столбца (i + j) — ​четное число, и отличается от минора знаком, когда 
(i + j) — ​нечетное число.

Например, A23= (–1)2 + 3 M23 = –M23, A31= (–1)3 + 1M31 = M31.
С учетом введенных понятий минора и алгебраического дополнения опре-

делитель третьего порядка можно записать в виде

	 M M M
11 12 13

21 22 23 11 11 12 12 13 13 11 11 12 12 13 13

31 32 33

A A A .
a a a
a a a a a a a a a
a a a

= − + = + +

Обобщением последнего равенства является теорема о способе вычисления 
определителей.

Теорема 1.1 (теорема Лапласа* о разложении определителя).
Определитель квадратной матрицы порядка n равен сумме произведений 

элементов любой его строки (столбца) на их алгебраические дополнения:

	 1 1 2 2
1

A A A A A
n

n i i i i in in ij ij
j

a a a a
=

= ∆ = + + + =∑

(разложение по элементам i-й строки, i = 1, …, m),

	 1 1 2 2
1

A A A A A
n

n j j j j nj nj ij ij
i

a a a a
=

= ∆ = + + + =∑

(разложение по элементам j-го столбца, j = 1, …, n).

*  Пьер-Симон, маркиз де Лаплас (1749–1827) — ​французский математик, механик, физик 
и астроном; известен работами в области небесной механики, дифференциальных уравнений, 
один из создателей теории вероятностей. Лаплас состоял членом шести академий наук и ко-
ролевских обществ, в том числе Петербургской академии (1802), и членом Французского гео-
графического общества. Его имя внесено в список величайших ученых Франции, помещенный 
на первом этаже Эйфелевой башни.

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

Рис. 1.2. Иллюстрация 
к определению минора М12
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Замечание. Формулы вычисления определителей 2‑го и 3‑го порядка яв-
ляются частным случаем теоремы Лапласа для n = 2, n = 3.

Теорема Лапласа позволяет свести вычисление определителей n-го порядка 
к вычислению определителей (n – 1)-го порядка.

Свойства определителей n-го порядка:
1. При транспонировании матрицы ее определитель сохраняется, т. е.

	 |AT| = |A|.

В самом деле, согласно теореме 1.1,

	 11 11 12 12 1 1 1 1
1

A A A A A ,
n

n n n j j
j

a a a a
=

= ∆ = + + + =∑

	 Т
11 11 12 12 1 1 1 1

1

A A A A A ,
n

n n n i i
i

a a a a
=

= ∆ = + + + =∑

т. е. разложение определителя |A| по элементам первой строки тождественно 
совпадает с разложением определителя |AT| по элементам первого столбца.

2. При перестановке двух строк (столбцов) матрицы ее определитель меняет 
знак на противоположный.

Предположим вначале, что переставлены две соседние строки с номерами 
i и i + 1. Определитель

	

11 1 1

1
1 1

1,1 1, 1,

1

A A A A .

j n

i ij in
i i ij ij in in

i i j i n

n nj nn

a a a

a a a
a a a

a a a

a a a

+ + +

− − − − −

∆ = = = + + + +

− − − − −

 

 

 

 

 

После перестановки i-й и (i + 1)-й строк получим

	

( ) ( )

A

M M A A A

11 1 1

1,1 1, 1,

1

1

1 1 1
1 1 1 11 1 .

j n

i i j i n

i ij in

n nj nn

i i n
i i in in i i ij ij in in

a a a

a a a
a a a

a a a

a a a a a

+ + +

+ + + +

− − − − −

′∆ = = =

− − − − −

= − + + − = − − − − −

 

 

 

 

  
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Таким образом, D′ = –D.
Нетрудно проследить, что перестановка i-й и (i + k)‑й строки сопровожда-

ется 2k – 1 изменением знака, так что D′ = –D.
3. Пусть λ, µ ∈ . Тогда

	
11 1 1 1

1

j j n

n nj nj nn

a a a a

a a a a

′ ′′λ + µ
=

′ ′′λ + µ

 

    

 

	
11 1 1 11 1 1

1 1

j n j n

n nj nn n nj nn

a a a a a a

a a a a a a

′ ′′

= λ +µ
′ ′′

   

         

   

.

Доказательство вытекает из теоремы Лапласа.
4. Определитель с двумя одинаковыми строками или столбцами равен нулю.
Доказательство вытекает из свойства 2. Действительно, переставим эти 

строки (столбцы). С одной стороны, определитель не изменяется, с другой сто-
роны, в силу свойства 2 определитель поменяет знак, т. е. D = –D, откуда D = 0.

5. Если все элементы какой-либо строки (столбца) матрицы умножить 
на число l, то ее определитель умножится на l.

Это свойство вытекает из свойства 3 при m = 0.
Замечание. За знак определителя можно выносить общий множитель 

любой строки или столбца, в отличие от матрицы, за знак которой можно вы-
носить общий множитель всех элементов.

Например,

	 A

3 9 3 1 3 1 1 3 1 1 3 1
6 6 12 3 6 6 12 3 3 2 2 4 3 3 3 2 2 4 ,

15 3 3 15 3 3 15 3 3 5 1 1

− − − −
= − − = ⋅ − − = ⋅ ⋅ − − = ⋅ ⋅ ⋅ − −

− − − −

но  А

3 9 3 1 3 1
6 6 12 3 2 2 4 .

15 3 3 5 1 1

   − −
   = − − = ⋅ − −   
   − −   

6. Если какая-либо строка (столбец) матрицы состоит из одних нулей, то ее 
определитель равен нулю.

7. Если элементы двух строк (или столбцов) определителя пропорциональ-
ны, то определитель равен нулю.
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В самом деле, D′ = lD, l — ​коэффициент пропорциональности, определи-
тель D содержит две одинаковые строки.

8. Если к элементам некоторой строки (столбца) матрицы прибавить эле-
менты другой строки (столбца), умноженные на одно и то же число l, то опре-
делитель матрицы не изменится.

Доказательство вытекает из свойств 3 и 7.
9. Сумма произведений элементов какой-либо строки (или какого-либо 

столбца) определителя на соответствующие алгебраические дополнения эле-
ментов любой другой строки (любого другого столбца) равна нулю.

Рассмотрим определитель A A A

11 12 1

1 2

1 1

1 1

1 1

.

n

i i in

i i in in

k k kn

n n nn

a a a

a a a
a a

a a a

a a a

= = + +



   



   




   



Заменив aij на akj, получим определитель с двумя одинаковыми строками, 
который равен нулю. С другой стороны, разлагая этот определитель по элемен-
там i-й строки, получаем

	 A A1 1 0, .k i kn ina a k i+ + = ≠

Объединяя результат теоремы Лапласа и свойства 9, получаем

	
A

A
1

, ,
0, .

n

ks is
s

i k
a

i k=

 ==  ≠
∑ 	 (1.2)

10. Определитель произведения квадратных матриц равен произведению 
их определителей.

Замечание. Из свойства 10 следует, что даже если AB ≠ BA, то |AB| = |BA|.
Приведенные свойства определителей позволяют существенно упростить 

их вычисления. При вычислении определителей целесообразно с помощью 
свойств 1–9 преобразовать их к треугольному виду или получить как можно 
больше нулей в какой-либо строке (столбце) определителя.

Пример 1.9. Вычислить определитель 3‑го порядка:

	 A

1 3 1
2 2 4 .
3 1 1

−
= − −

−
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Решение. Обнулим элементы определителя, расположенные ниже главной 
диагонали. Для этого умножим элементы первой строки на (–2), (–3) и прибавим 
их соответственно к элементам 2‑й и 3‑й строки, получим

	 A

1 3 1
0 4 6 .
0 8 2

−
= −

−

Умножим элементы второй строки на (–2) и прибавим к элементам третьей 
строки. Далее воспользуемся теоремой Лапласа:

	 ( )A
1 1

1 3 1
4 6

0 4 6 1 1 1 4 10 40.
0 10

0 0 10

+
−

−
= − = ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ =

Нетрудно заметить, что определитель треугольного вида равен произведе-
нию элементов, расположенных на главной диагонали.

Пример 1.10. Вычислить определитель 4‑го порядка:

	 A

1 3 1 2
2 2 4 3

.
3 1 1 2
4 0 3 1

−
− − −

=
− −

Решение. Преобразуем матрицу так, чтобы все элементы последней строки, 
кроме одного, обращались в ноль. Для этого умножим элементы последнего 
столбца на (–4) и на (–3) и прибавим соответственно к элементам первого 
и третьего столбцов. Раскладывая полученный определитель по элементам 
последней строки, найдем

	 ( )A
4 4

7 3 5 2
7 3 5

14 2 5 3
1 1 14 2 5 .

11 1 7 2
11 1 7

0 0 0 1

+

− − −
− − −

− −
= = ⋅ − ⋅ −

− −
−

Продолжим упрощение матрицы. Обнулим в матрице третьего порядка 
элементы второго столбца (кроме одного). Для этого умножим элементы тре-
тьей строки на (–3) и на (–2) и прибавим соответственно к элементам первой 
и второй строк:

	 A

7 3 5 40 0 26
14 2 5 8 0 9 .
11 1 7 11 1 7

− − − − −
= − = − −

− −



23

Раскладывая по элементам второго столбца и вынося общий множитель, 
получаем:

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A
3 2 40 26 5 26

1 1 8 8 45 26 152.
8 9 1 9

+ − − −
= − ⋅ − ⋅ = − ⋅ = − ⋅ − + =

− − −

1.5. Обратная матрица

Квадратная матрица B называется обратной по отношению к матрице A 
того же порядка, если

	 AB = BA = E.

Обратная матрица обозначается символом A–1.
Матрица A называется невырожденной (неособенной), если ее определитель 

|A| ≠ 0.
Теорема 1.2 (необходимое и достаточное условия существования обратной 

матрицы). Обратная матрица A–1 существует (и единственна) тогда и только 
тогда, когда исходная матрица невырожденная.

Обратная матрица находится по формуле

	 ( )
11 21 1

12 22 2

1 2

A A A

A A A
A A

A A
A A A

1 1 1 ,

n

T n
i j

n n nn

−

 
 
 = ⋅ = ⋅ 
  
 





   



	 (1.3)

где Aij — ​алгебраические дополнения элементов матрицы A.
Необходимость. Пусть матрица A имеет обратную A–1, т. е. AA–1 = A–1A = E. 

По свойству 10 определителей имеем |AA–1| = |A–1A| = |E| = 1, |A| ≠ 0 и |A–1| ≠ 0.

Достаточность. Рассмотрим матрицу ( )T
A A

A A

A A

11 1

1

,
n

i j

n nn

∨

 
 

= =  
 
 



  



 на-

зываемую присоединенной. Найдем

	
A A

A A

A A

11 1 11 1

1 1

n n

n nn n nn

a a

a a

∨

  
  

= =  
  
  

 

     

 
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A A A A

A A A A

11 11 1 1 1 11 1

11 1 1 1 1

.
n n n nn n

n n nn n n nn nn

a a a a

a a a a

 + + + +
 

=  
 + + + + 

  

  

  

Используя равенства (1.2), получаем

	
A

A A A Е.

A

0

0

∨

 
 

= = 
 
 



  



Аналогично AA∨ = |A|E. Таким образом, A∨A = AA∨ = |A|E. Так как |A| ≠ 0, 
то пользуясь свойствами умножения матриц, получим

	 A A A A Е.
A A
1 1∨ ∨= =

Отсюда следует, что если в качестве обратной матрицы взять матрицу 

A A
A

1 1 ,− ∨=  то A–1A = AA–1 = E.

Докажем единственность обратной матрицы. Предположим, что A–1 и B–1 — ​
матрицы, обратные данной матрице A. Покажем, что они совпадают. Действи-
тельно, A–1A = E. Умножая обе части равенства на B–1 справа, получим A–1A B–1 = 
= E B–1. Так как A B–1 = B–1A = E, то A–1E = EB–1, поэтому A–1 = B–1.

Свойства обращения матриц:

1)  A A
A

11 1 ;
| |

−− = =

2)  T TA A1 1( ) ( ) ;− −=
3) (AB)–1 = B–1A–1;
4) (A–1)–1 = A;
5) | A∨| = 1.
Пример 1.11. Найти матрицу, обратную к  A

1 3 7
0 1 1 .
2 0 1

 
 =  
 
 

Определитель матрицы A

1 3 7 1 3 4
0 1 1 0 1 0 7 0,
2 0 1 2 0 1

= = = − ≠  т. е. матрица A–1 

существует.
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Находим алгебраические дополнения элементов матрицы A:

	 ( ) ( ) ( )A A A
1 1 1 2 1 3

11 12 13

1 1 0 1 0 1
1 1, 1 2, 1 2,

0 1 2 1 2 0
+ + +

= − = = − = = − = −

	 ( ) ( ) ( )A A A
2 1 2 2 2 3

21 22 23

3 7 1 7 1 3
1 3, 1 13, 1 6,

0 1 2 1 2 0
+ + +

= − = − = − = − = − =

	 ( ) ( ) ( )A A A
3 1 3 2 3 3

31 32 33

3 7 1 7 1 3
1 4, 1 1, 1 1.

1 1 0 1 0 1
+ + +

= − = − = − = − = − =

Присоединенная матрица ( )T
A A

1 3 4
2 13 1 .
2 6 1

ij
∨

 − −
 = = − − 
 − 

 По формуле (1.3) 

обратная матрица ( )T
A A

A
1

1 3 4
1 1 2 13 1 .

7
2 6 1

ij
−

 − −
 = ⋅ = − − − 
 − 

Можно проверить правильность вычисления обратной матрицы по фор-
мулам A–1A = AA–1 = E.

1.6. Решение матричных уравнений

Рассмотрим матричные уравнения:

	 AX = B,	 (1.4)

	 XA = B,	 (1.5)

	 AXB = C.	 (1.6)

В (1.4) матрица A имеет размер n × n, |A| ≠ 0, B, X — ​матрицы размерa n × m; 
в (1.5) матрица A имеет размер n × n, |A| ≠ 0, B, X — ​матрицы размерa m × n; 
в (1.6) матрица A имеет размер n × n, |A| ≠ 0, матрица B имеет размер m × m, 
|B| ≠ 0, C, X — ​матрицы размерa n × m. В частности, m = n.

Умножим обе части (1.4) на A–1 слева, с учетом того, что A–1 A = E, получаем 
решение уравнения (1.4):

	 X = A–1B.
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Решение уравнения (1.5):

	 X = BA–1;

решение уравнения (1.6):

	 X = A–1CB–1.

Пример 1.12. Решить матричное уравнение AX = B, где A

1 3 7
0 1 1 ,
2 0 1

 
 =  
 
 

 

В

1 0 2
1 1 2 .
0 1 3

 
 = − 
 
 

Ранее (пример 1.11) найдено A 1

1 3 4
1 2 13 1 .
7

2 6 1

−

 − −
 = − − − 
 − 

 Искомая матрица

	 Х А В1

1 3 4 1 0 2 2 1 16
1 12 13 1 1 1 2 11 12 25 .
7 7

2 6 1 0 1 3 4 5 11

−

    − − − − −
    = = − − − − = − − −    
    − −    

1.7. Векторы. Действия с n-мерными векторами

Упорядоченная совокупность n действительных чисел a1, a2, …, an назы-
вается n-мерным вектором и обозначается a = (a1, a2, …, an). Числа ai, i = 1, 2, 
…, n, называются компонентами вектора а.

Два n-мерных вектора a = (a1, a2, …, an) и b = (b1, b2, …, bn) называются 
равными, если равны соответствующие компоненты векторов, т. е.

	 1 1 2 2, , , .n n= ⇔ α =β α =β … α =βa b

Нулевым вектором называют вектор θ = (0, 0, …, 0).
Суммой двух векторов a = (a1, a2, …, an) и b = (b1, b2, …, bn) называется 

вектор

	 ( ) 1 1 2 2, , , .n n+ = α + β α + β … α + βa b

Для любого вектора а справедливо равенство: а + θ = а.
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Произведением действительного числа l на вектор а называется вектор

	l a = (la1, la2, …, lan).

Вектор (–1) · a называют вектором, противоположным а, и обозначают –а, 
таким образом,
	 (–1) · a = –a.

Свойства линейных операций над векторами:
1) a + b = b + a;
2) a + (b + c) = (a + b) + c;
3) ∀а $ (–а) (противоположный вектор): а + (–а) = θ;
4) $ θ = (0, 0, …, 0): а + θ = а ∀а;
5) 1 · а = а ∀а;
6)  ;, : ( ) ( )∀λ µ∈ λ µ = λµa a

7)  ;, : ( )∀λ µ∈ λ +µ = λ +µa a a

8)  : ( ) .∀λ∈ λ + = λ + λa b a b

Множество всех n-мерных векторов с введенными операциями сложения 
векторов и умножения вектора на число, удовлетворяющими свойствам 1)–​8) 
(рассматриваемым как аксиомы), называется пространством арифметических 
векторов (n-мерным векторным пространством) и обозначается n.

Линейной комбинацией векторов a1, a2, …, as называется сумма произведе-
ний этих векторов на произвольные вещественные числа:

	 1 1 2 2 , , 1, .s s i i sλ + λ + λ λ ∈ = aa a

Числа l1, l2, …, ls называются коэффициентами линейной комбинации.
Система векторов a1, a2, …, as называется линейно зависимой, если найдутся 

такие числа l1, l2, …, ls, одновременно не равные нулю, что

	 1 1 2 2 .s sλ + λ +…+λ =a a a q

В противном случае эта система называется линейно независимой, т. е.

	 1 1 2 2 0, 1, .s s i i sλ + λ + λ = ⇔ λ = =a a a q

Пусть Q — ​произвольное множество арифметических векторов.
Уп о р я д о ч е н н а я система векторов {e1, e2, …, es} ⊂ Q называется базисом 

в Q, если:
1) система 〈e〉 = {e1, e2, …, es} линейно независима;
2) для любого вектора a ∈ Q существуют такие действительные числа li, что:

	 1 1 2 2
1

.
s

s s i i
i=

= λ + λ + λ = λ∑a e e e e 	 (1.7)
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Формула (1.7) называется разложением вектора а по базису {e1, e2, …, es}. 
Коэффициенты li называются координатами вектора а в базисе {e1, e2, …, es}.

Справедливы следующие утверждения:
1°. Разложение вектора a по базису {e1, e2, …, es} единственно.
2°. Если система векторов Q ⊂ n  обладает несколькими базисами, то все 

они состоят из одинакового ч и с л а  векторов, называемого рангом системы Q 
и обозначаемого rangQ = r(Q) = rQ.

Максимальное число линейно независимых векторов системы Q равно 
рангу матрицы A (см. далее п. 1.8), составленной из компонент векторов этой 
системы.

3°. Ранг пространства n равен n и называется размерностью этого про-
странства: n = dim n — число векторов в любом базисе n.

4°. В качестве базиса в n можно взять систему единичных векторов 
{i 1, i 2, …, i n}, где

	

( )
( )

( )

1

2

1, 0, , 0 ,

0,1, , 0 ,

0, 0, ,1 .n

 =


=


 =









i

i

i

Этот базис называют каноническим (единичным).

Любому вектору 1 1 2 2
1

:
n

n
n n k k

k=

∈ = α +α + + α = α∑ a a i i i i  можно сопоста-

вить координатный вектор-столбец вектора a в базисе {i1, i2, …, in}: 

1

2A ,

n

α 
 α =  
  α 



 

и наоборот. То есть

	 A

1

2

1

: .
n

n
k k

k

n

=

α 
 α ∀ ∈ = α ↔ =  
  α 

∑



a a i

Также c = a + b ↔ C = A + B, b = la ↔ B = lA.
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Каждый n-мерный вектор можно записать в виде линейной комбинации 
векторов канонического базиса с коэффициентами a1, a2, …, an:

	 ( ) ( ) ( )          1 2 1 2, , , 1, 0, , 0 0, 1, , 0 0,0, ,1( )n n= α α … α = α … +α … +…+α …a

или

	 A I I I

1

2
1 1 2 2 1 2

1 0 0
0 1 0

.

0 0 1

n n n

n

α       
       α       = = α + α + + α = α +α + +α       
              α       

 

   

Вопросы, связанные с нахождением базиса и ранга системы векторов 
A A A A1 2, , , ( ),n

m i ∈   будут рассмотрены позже.

1.8. Ранг матрицы

В матрице A = A m × n вычеркиванием каких-либо строк или столбцов можно 
получить квадратную матрицу порядка k × k. Определитель Mk такой матрицы 
называется минором k-го порядка, k ≤ min (m, n).

Рангом матрицы A = A m × n называется наивысший порядок r отличных 
от нуля миноров этой матрицы. Любой минор порядка r, отличный от нуля, 
называется базисным минором, если при этом все миноры порядка r + 1 равны 
нулю или таковых нет.

Ранг матрицы А обозначается: rang A, r(A), rA.
Очевидно, что в матрице может быть несколько разных базисных миноров, 

и все они имеют один и тот же порядок.
Столбцы и строки, на пересечении которых расположен базисный минор, 

называются базисными столбцами и строками. По определению:
1)  ( ) ( )r A min , ;m n≤
2)  ( ) ( )r A r A A O0; 0 .≥ = ⇔ =
Пример 1. 13. Определить ранг и найти все базисные миноры матрицы

	 A

1 0 1 0
0 1 0 2 .
2 0 2 0

 
 =  
 
 

Решение. Для матрицы A = A3 × 4 r(A) ≤ min(3, 4) = 3.
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Вычислим все миноры третьего порядка, которые получаются из матрицы 
вычеркиванием одного столбца:

	 M M M M1 2 3 4
3 3 3 3

1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0
0 1 0 0, 0 1 2 0, 0 0 2 0, 1 0 2 0.
2 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 0

= = = = = = = =

Итак, r(A) ≤ 2. Легко найти минор второго порядка, отличный от нуля. 

Например, 2

1 0
1 0.

0 1
∆ = = ≠  Поэтому r(A) = 2.

Базисными минорами являются все миноры 2‑го порядка матрицы A, от-
личные от нуля:

	
1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 2

, , , , , .
0 1 0 2 1 0 2 0 0 2 2 0

Таким образом, матрица A имеет 6 базисных миноров.
Поиск ранга матрицы большого порядка вычислением миноров является 

трудоемкой задачей. Для облегчения этой задачи используются преобразования, 
сохраняющие ранг матрицы.

Каждую строку (столбец) матрицы A = A m × n будем рассматривать как 
вектор из n (m).

Теорема 1.3. Ранг матрицы A (r (A)) равен рангу системы ее векторов-строк 
(векторов-столбцов); при этом система векторов-строк (векторов-столбцов), 
содержащая базисный минор, образует базис в системе всех строк (столбцов) 
этой матрицы.

Элементарными преобразованиями матрицы называются следующие опе-
рации:

1) перестановка строк или столбцов матрицы;
2) умножение всех элементов строки или столбца матрицы на число, не рав-

ное нулю;
3) вычеркивание (удаление) одной из одинаковых строк или удаление 

нулевой строки;
4) прибавление к элементам одной строки соответствующих элементов 

другой строки, умноженных на любое число;
5) транспонирование матрицы.
При элементарных преобразованиях строк (столбцов) матрицы их опре-

делители либо сохраняются, либо изменяют свою величину, не обращаясь при 
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этом в нуль. В результате сохраняется наивысший порядок отличных от нуля 
миноров исходной матрицы, т. е. ранг матрицы.

Матрицы, полученные в результате элементарных преобразований, назы-
ваются эквивалентными.

Теорема 1.4. Ранг матрицы не изменяется при элементарных преобразо-
ваниях матрицы.

Утверждение. Ранг системы векторов-строк матрицы A равен рангу сис-
темы векторов-столбцов.

П р и в е д е м  р я д  п о л е з н ы х  у т в е р ж д е н и й  о линейной комбинации 
строк матрицы.

1. Строки матрицы линейно зависимы тогда и только тогда, когда одна 
из них является линейной комбинацией остальных.

2. Пусть A = (aij) — ​матрица размера n × n. Определитель матрицы A равен 
нулю (|A| = 0) тогда и только тогда, когда система векторов-строк (векторов-
столбцов) матрицы A линейно зависима.

3. ( )A A r A A, 0.n n n×= = ⇔ ≠
4. Пусть A = (aij) — ​матрица размера m × n (m ≤ n). Если система векторов-

строк матрицы линейно зависима, то любой ее минор порядка m равен нулю.
5. Если система векторов-строк матрицы A линейно независима, то суще-

ствует минор m-го порядка, отличный от нуля.
Из последних двух утверждений вытекает
Теорема 1.5 (о базисном миноре). Ранг матрицы A равен r тогда и только 

тогда, когда существует минор порядка r матрицы A, не равный нулю, а все 
миноры порядка r + 1 равны нулю.

Пример 1.14. Строки матрицы A 1

2

1 1 1 1
4 4 4 4
 

=  
 

a
a

 линейно зависимы, 
так как a2 = 4a1;

строки матрицы 
2 3 6 1

B
4 3 0 2

− 
=  
 

 линейно независимы (не  равны 
и не пропорциональны);

строки матрицы C
1

2

3

1 2 3 4
4 3 2 1
5 5 5 5

c
c
c

 
 =  
 
 

 линейно зависимы, так как c3 = c1 + c2;

строки матрицы D

1

2

3

4

1 2 1 2
1 3 4 5

35 12 11 20
5 0 2 3

 
 − − =  −
  − 

d
d
d
d

 также линейно зависимы: 

d3 = 3d1–2 d2 + 8d4.
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Вычисление ранга матрицы приведением ее к ступенчатому виду
Поскольку элементарные преобразования не меняют ранг матрицы, можно 

существенно упростить процесс нахождения ранга матрицы.
Матрица A = A m × n приводится к ступенчатому виду:

	
A A A

11

220

0 0 ,
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

n r

r rm n m n

a
ra

a

m r

−

× ×

←→

↑∗ ∗ ∗ ∗ 
 ∗ ∗ ∗ 
 
 

∗ ∗ ↓= → =  
  ↑ 
  −
 

↓ 


 


 

      




 

 

      

 

где ( )0, 1, , , min , .i ia i r r k m n≠ = ≤ =
  Так как

	 M
11 1

0,
0 0

r

r

r r

a a

a
= ≠

 


  



а любой минор порядка r + 1 равен нулю:

	 M

11 1

1 1 m

*

in(0, , ),0 *
0 0 0

r

r
rr

r m

a

n

a

a+ ≤= +=

 


   






то r(A) = r.

Пример 1.15. Найти ранг матрицы B

0 1 3 0 2
2 4 1 5 3

.
4 5 7 10 0
2 1 8 5 3

− 
 − =  − −
  − − 

Решение. Воспользуемся элементарными преобразованиями со строками: 
к элементам третьей строки прибавим элементы второй строки, умноженные 
на 2, к элементам четвертой строки прибавим элементы второй строки, в ре-
зультате получим
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B

0 1 3 0 2 0 1 3 0 2
2 4 1 5 3 2 4 1 5 32

0 3 9 0 6 : 34 5 7 10 0
0 3 9 0 62 1 8 5 3

−  − 
   − −× + +   = → →   −− −      −− −   

	
0 1 3 0 2

2 4 1 5 3
2 4 1 5 3 .

0 1 3 0 2
0 1 3 0 2

 −
−  → − →   − −  − 

Выделим минор максимального порядка, не равный нулю. Это, например, 

М2

2 4
2 0,

0 1
−

= = ≠  поэтому r (B) = 2.

Заметим, что мы получили число ненулевых строк, равное двум.
Пример 1.16. Используя понятие ранга матрицы, определить, являются ли 

строки матрицы 
1 1 4

B 2 1 5
5 0 4

 −
 = − 
 − − 

 линейно зависимыми.

Решение. Найдем ранг матрицы методом элементарных преобразований:

	

( )1 1 4 2 5 1 1 4 1 1 4
2 1 5 0 1 3 5 0 1 3 .
5 0 4 0 5 16 0 0 1

     − × − + × + − −
     − → − × + → −     
     − − −    

r(B) = 3, следовательно, в матрице В все три строки линейно независимы.

1.9. Операции матричной алгебры в среде MS Excel

Существует ряд специализированных программных средств, позволяющих 
решать математические задачи, в том числе задачи линейной алгебры (Matlab, 
Mathcad и др.). Большие возможности этих программ, к сожалению, сопряжены 
с определенными трудностями в их освоении. Для студентов экономических 
специальностей одним из наиболее удобных средств, позволяющих автоматизи-
ровать процесс решения алгебраических задач, являются электронные таблицы 
Microsoft Excel, знакомые большинству пользователей. Этот продукт, конечно, 
уступает по функционалу специализированным пакетам, но содержит встро-
енные инструменты, позволяющие решать некоторые задачи данного курса.
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Microsoft Excel для Windows представляет собой программное средство 
для работы с таблицами данных. Каждый файл приложения MS Excel является 
отдельной книгой с несколькими рабочими листами (рис. 1.3). Пользователь 
может добавлять и удалять листы. Лист представляет собой сетку строк и стол-
бцов, пересечения которых образуют ячейки. Каждая ячейка имеет однознач-
ные координаты, называемые адресом. Адрес ячейки образуется из названия 
столбца и номера строки, на пересечении которых находится ячейка: А1; B3; 
С5:F8 (прямоугольный диапазон ячеек).

Рис. 1.3. Рабочий лист MS Excel

Для выполнения различных вычислений в ячейке создается формула. Фор-
мула всегда начинается со знака равенства и содержит операторы, числовые 
значения и указания адресов других ячеек (ссылки на ячейки). Если знак равен-
ства отсутствует, то MS Excel не интерпретирует данные как формулу.

Для облегчения ввода формул можно воспользоваться функциями MS Excel. 
Функции — ​это встроенные в MS Excel стандартные формулы. Формулы сгруппи-
рованы по различным типам. Формулы, необходимые для решения задач линей-
ной алгебры, относятся к категориям «Математические» и «Ссылки и массивы».

Приведем решение нескольких задач линейной алгебры в MS Excel.
Пример 1.17. Решение примера 1.1 в MS Excel. В примере 1.1 требуется ум-

ножить матрицу А на число λ. Для выполнения операций умножения матрицы 
на число и сложения (вычитания) матриц достаточно составить необходимую 
формулу для одного из элементов матрицы, а затем скопировать ее для всех 
остальных.

Пусть матрица А из примера 1.1 введена в диапазон B3:E5, а число λ — ​
в ячейку G4. В диапазоне I3:L5 вычислим матрицу 5A, полученную при умно-
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жении матрицы A на число 5. Для этого введем формулу «=B3*$G$4» в ячей-
ку I3, где В3 — ​элемент a11 матрицы А (формулы в Excel можно вводить как 
непосредственно в ячейку, так и в командную строку; рис 1.4). Знак «$» в ссылке 
на ячейку G4 позволяет зафиксировать адрес этой ячейки в формуле и не дать 
изменить его при дальнейшем копировании.

Рис. 1.4. Умножение матрицы на число

Скопируем теперь введенную формулу в остальные ячейки результирующей 
матрицы. Для этого установим курсор в ячейку I3, наведем указатель мыши 
на нижний правый угол ячейки так, чтобы он принял вид тонкого крестика, 
и при нажатой левой кнопке мыши протянем указатель до ячейки I5, а затем 
так же протянем указатель мыши до ячейки L5. В результате в ячейках I3:L5 
появится матрица, равная произведению матрицы A на число 5 (рис. 1.5).

Рис. 1.5. Произведение матрицы на число l

Пример 1.18. Решение примера 1.2 в MS Excel. Рассчитаем сумму матриц 
A+B в пакете Microsoft Excel. Введем матрицы A и B в ячейки B4:D5 и F4:H5 
рабочего листа. Сумма A + B имеет размер 2 × 3, поэтому отведем под результат 
ячейки J4:L5. В ячейку J4 введем формулу «=B4+F4» (рис. 1.6).

Скопировав формулу в нужные ячейки, например, с помощью маркера 
автозаполнения, получим матрицу A + B (рис. 1.7).
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Рис. 1.6. Сложение матриц

Рис. 1.7. Сумма матриц А и В

Пример 1.19. Решение примера 1.3 в MS Excel. В примере 1.3 рассматрива-
ются матрицы A = A2 × 3 и B = B3 × 2. Найдем произведение матриц AB.

Для нахождения произведения матриц в Excel воспользуемся встроенной 
функцией МУМНОЖ (массив1; массив2). Аргументами функции служат два 
массива (две матрицы), причем число столбцов в массиве 1 должно быть та-
ким же, как и число строк в массиве 2.

Введем матрицы A и B в ячейки B3:D4 и F3:G5 рабочего листа. В результате 
умножения A на B получим матрицу размерностью 2 × 2, поэтому отведем под 
результат ячейки I3:J4 (рис. 1.8). Выделим указанный диапазон.

Рис. 1.8. Умножение матриц

С помощью кнопки «fx» вызовем диалоговое окно «Вставка функции», вы-
берем категорию «Математические» и функцию МУМНОЖ (рис. 1.9).
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Рис. 1.9. Работа с диалоговым окном «Вставка функции»
В  диалоговом окне «Аргументы функции» диапазон исходной ма-

трицы А — ​B3:D4 введем в рабочее поле «Массив1», а диапазон матрицы  
В — ​F3:G5 — ​в рабочее поле «Массив2». После этого нажмем сочетание клавиш 
CTRL + SHIFT + ENTER (рис. 1.10).

Рис. 1.10. Диалоговое окно встроенной функции МУМНОЖ
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В диапазоне ячеек I3:J4 получим результат умножения матриц А и B 
(рис. 1.11).

Рис. 1.11. Произведение матриц А и В

При изменении значения ячеек матриц A и B значения матрицы AB поме-
няются автоматически.

Пример 1.20. Решение примера 1.5 в MS Excel. В примере дана матрица A 
размерностью 2 × 3. Найдем матрицу AT, транспонированную к A.

Для осуществления транспонирования в Excel используется функция 
ТРАНСП(массив). Аргументом функции служит массив (матрица), которую 
необходимо транспонировать.

Введем матрицу A в ячейки B3:D4 рабочего листа. В результате транспо-
нирования A мы получим матрицу размерностью 3 × 2, поэтому отведем под 
результат ячейки F3:G5. Выделим указанный диапазон. С помощью кнопки « fx » 
вызовем диалоговое окно «Вставка функции», выберем категорию «Ссылки 
и массивы» и функцию ТРАНСП.

В диалоговом окне «Аргументы функции» введем диапазон исходной 
матрицы А — ​B3:D4 в рабочее поле «Массив». После этого нажмем сочетание 
клавиш CTRL + SHIFT + ENTER (рис. 1.12).

В диапазоне ячеек F3:G5 получим результат транспонирования матрицы А 
(рис. 1.13). При изменении значения ячеек матрицы A значения матрицы AT 
поменяются автоматически.

Пример 1.21. Решение примера 1.10 в MS Excel. В примере дана матрица A 
размерностью 4 × 4. Найдем определитель A.

Для нахождения определителя квадратной матрицы в Excel используется 
функция МОПРЕД(массив). Аргументом функции служит массив (матрица), 
определитель которой необходимо найти.

Введем матрицу A в ячейки B3:E6 рабочего листа. Поставим курсор в ячей-
ку G4. С помощью кнопки « fx » вызовем диалоговое окно «Вставка функции», 
выберем категорию «Математические» и функцию МОПРЕД.
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Рис. 1.12. Транспонирование матрицы

Рис. 1.13. Результат транспонирования матрицы

В диалоговом окне «Аргументы функции» введем диапазон исходной 
матрицы А — ​B3:E6 в рабочее поле «Массив». Нажмем кнопку «ОК» (рис. 1.14).

В ячейке G4 появится значение определителя матрицы — ​152 (рис. 1.15).
Пример 1.22. Решение примера 1.11 в MS Excel. В примере дана матрица A 

размерностью 3 × 3. Найдем матрицу A–1, обратную к A.
Для нахождения обратной матрицы в  Excel используется функция 

МОБР(массив). Аргументом функции служит матрица (массив), к которой 
требуется найти обратную.

Введем матрицу A в ячейки B4:D6 рабочего листа. Обратная матрица A–1 
имеет ту же размерность 3 × 3, поэтому отведем под результат ячейки F4:H6. Вы-
делим указанный диапазон. С помощью кнопки « fx » вызовем диалоговое окно 
«Вставка функции», выберем категорию «Математические» и функцию МОБР.
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Рис. 1.14. Вычисление определителя матрицы

Рис. 1.15. Результат вычисления определителя матрицы

В диалоговом окне «Аргументы функции» введем диапазон исходной 
матрицы А — ​B4:D6 в рабочее поле «Массив». После этого нажмем сочетание 
клавиш CTRL + SHIFT + ENTER (рис. 1.16).

В диапазоне ячеек F4:H6 получим обратную матрицу А–1 (рис. 1.17). В слу-
чае, если определитель матрицы равен нулю и матрица не имеет обратной 
матрицы, Excel выдаст сообщение об ошибке вида «#ЧИСЛО».
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Рис. 1.16. Вычисление обратной матрицы

Рис. 1.17. Результат вычисления обратной матрицы

При необходимости Числовой формат ячеек (записанный в десятичных 
дробях) можно привести в Дробный. Для этого выделим ячейки, в которых 
расположена обратная матрица, и нажатием правой кнопки мыши выберем 
в раскрывающемся меню «Формат ячеек». В появившемся окне выбираем за-
кладку «Число», формат «Дробный» и нужный тип дробей (например, «Про-
стыми дробями»). Закроем диалоговое окно нажатием кнопки «ОК» (рис. 1.18).
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Рис. 1.18. Перевод числового формата ячеек в дробный

В результате элементы обратной матрицы будут иметь вид простых дробей 
(рис. 1.19).

Рис. 1.19. Запись элементов обратной матрицы в дробном формате

Задания для самостоятельного решения

1.1. Для матриц A

1 2 2
1 1 2 ,
1 1 1

 − −
 = − 
 − − 

 B

1 2 2
2 0 2 ,
1 2 3

 −
 = − 
 
 

 C
1 3 3

2 0 2
− 

=  − 
 вы-

полнить указанные действия:
а) AT + B2 – ​E; б) 2BCTC.
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1.2. Найдите все матрицы, перестановочные с матрицей А=
1 3

.
5 0
 
 
 

1.3. Вычислите определители, применяя свойства определителей:

а) 
2 3 4

24 36 48 ;
7 7 1

− −
− −
−

 б) 
2 5 4
6 15 48 ;
6 15 12

−
−

−
 в) 

3 1 1 2
0 4 1 3

20 40 10 30
2 0 1 2

−
−

−

.

1.4. Для заданной матрицы А=

3 1 1 2
0 4 1 3

20 40 10 30
2 0 1 2

− 
 − 
 
  − 

 найдите |A| + M32 + A14.

1.5. Вычислите ранги матриц:

	 A В= С

5 3 0 1
1 2 2 1 2 3

3 4 3 5
1 1 2 , 4 5 1 , .

2 1 3 4
2 1 4 2 1 4

1 5 6 9

− 
   − − − −  − −     = − − =     −   − − − −       − − 

Укажите максимальное число линейно независимых строк матрицы.
1.6. Найти обратную матрицу A–1 для данной матрицы А:

1)  A
2 6
1 5
 

=  
 

; 2)  A

1 2 2
1 1 2 ,
1 1 1

 − −
 = − 
 − − 

а) с помощью присоединенной матрицы;
б) методом Жордана — ​Гаусса.
Сделать проверку, перемножив взаимно-обратные матрицы.

1.7. Для данных матриц A

1 2 2
1 1 2
1 1 1

 − −
 = − 
 − − 

 и  B

1 1 1
0 2 4
3 0 2

 −
 = − 
 − 

 решить ма-

тричные уравнения: а) AX = B; б) XA = B.
1.8. Для производства l видов продукции используется m видов комплек-

тующих, которые вырабатываются из n видов сырья. Расход i‑го вида сырья 
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на производство комплектующей j‑го вида и число комплектующих j‑го вида, 
необходимых для сборки единицы продукции k‑го вида, а также объем выпуска 
по каждому виду продукции и стоимость единицы каждого вида сырья заданы 
таблицей.

Вид комплектующих Вид сырья Вид продукции
1 2 1 2 3

1 2 4 2 2 3
2 6 1 4 1 5
3 0 3 2 4 1
4 6 2 0 3 2

5 4 3 4 6
Стоимость Объем выпуска

Определить:
а) необходимое количество комплектующих каждого вида;
б) необходимое количество единиц сырья каждого вида (вектор ресурсов);
в) общую стоимость всего израсходованного сырья;
г) расход i-го сырья на производство единицы продукции k-го вида (ма-

трица удельных расходов);
д) стоимость единицы продукции каждого вида;
е) стоимость производства комплектующей каждого вида.

Указание: Пусть А и В4 2 4 3

2 4 2 2 3
6 1 4 1 5

,
0 3 2 4 1
6 2 0 3 2

× ×

   
   
   = =   
      
   

	 С V(5 4), (3 4 6).= =

Тогда:
а) необходимое количество комплектующих каждого вида: K= BVT;
б) необходимое количество единиц сырья каждого вида: S=АTK;
в) общая стоимость всего израсходованного сырья: CS;
г) расход i-го сырья на производство единицы продукции k-го вида: R=ATB;
д) стоимость единицы продукции каждого вида: СR;
е) стоимость производства комплектующей каждого вида: СAT.
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Ответы к заданиям для самостоятельного решения

1.1. а) 
3 1 11
2 0 11

6 6 1

 − −
 − − 
 
 

; б) 
50 78 102
48 48 80 .
20 12 28

 −
 − 
 − − 

1.2. Например, 
3 3

, , .
5 5

a a d
a d

a d d
− 

∈ − 


1.3. а) 2160; б) 0; в) 940.
1.4. 705.
1.5. rA = 2; rB = 3; rC = 2.

1.6. а)  A 1 5 61 ;
1 24

− − 
=  − 

 б)  A 1

3 0 6
1 1 1 0 .
3

2 1 3

−

 −
 = − 
 − − 

1.7. а)  X

15 3 15
1 1 3 5 ;
3

7 0 4

 −
 = − − 
 − 

 б)  X

4 2 9
1 6 6 12 .
3

5 2 12

 − −
 = − 
 − 

1.8. а)  ( )T
K 32 46 28 24 ;=  б)  ( )T

S 484 306 ;=  в) CS = 3644; г) R
28 28 48

;
18 27 24
 

=  
 

 

д)  ( )CR 212 248 336 ;=  е)  ( )TCA 26 34 12 38 .=

Тесты

1.1. Установите соответствие между приведенными ниже матрицами и их 
свойствами:

Матрица Свойства

A
1 1
0 1
 

=  
 

A = AT

A
1 5
5 3
 

=  
 

|A| = 1

A
0 2
2 0

 
=  − 

A = –AT

A = A–1

A–1 = AT
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1.2. Минор к элементу обратной матрицы к матрице A

1 2 2
1 1 2 ,
1 1 1

 − −
 = − 
 − − 

стоящему в первой строке второго столбца, равен… ______

1.3. Определитель матрицы A–1, если A
2 6
1 5
 

=  
 

, равен… ______

1.4. Определитель матрицы A–1, если A

1 2 3
0 4 6 ,
0 0 5

 
 =  
 
 

 равен… ______

1.5. Даны матрицы A
1 0
0 1
 

=  
 

, B
1 1
2 3
 

=  
 

. Определитель |AB| произведе-

ния матриц А и В равен…______

1.6. Определитель матрицы (BA)– 1, если A В
2 6 0 2

, ,
1 5 1 5

−   
= =   
   

  

равен… ______

1.7. Матрица A
3 2

1 2
− − 

=  α 
 является обратной к матрице В

1 2
1 3
− − 

=  
 

, 

если α равно…______

1.8. Ранг матрицы A

1 2 3
4 5 6
3 3 3

 
 =  
 
 

 равен… ______

1.9. Определитель матрицы А равен 5. Определитель транспонированной 
матрицы AT равен… ______

1.10. Определитель матрицы А равен 5. Определитель обратной матрицы 
A–1 равен… ______

1.11. Дана матрица A

1 4 2
6 2 1
3 5 3

 
 =  
 
 

. Если A – ​B = E, где E — ​единичная ма-

трица того же размера, что и матрица A, то матрица B равна…
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а)  В

2 5 3
7 3 2 ;
4 6 4

 
 =  
 
 

 б)  В

0 4 2
6 1 1 ;
3 5 2

 
 =  
 
 

 в)  В

0 3 1
5 1 0 ;
2 4 2

 
 =  
 
 

 г)  В

2 4 2
6 3 1 .
3 5 4

 
 =  
 
 

1.12. Если A
1 3 2

,
0 1 1
 

=  − 
 то  сумма всех элементов матрицы A · AT  

равна… ______

1.13. Сумма рангов матриц A и В

1 5
4 10

3 15
2 5

2 4

 −
   = = −   
   

 

  равна… ______

1.14. Из приведенных ниже матриц обратимыми являются:

	 A В С Д

1 2 3 4
1 5 1 1 1

2 10 0 5 6 7
, 3 15 , , 4 4 4 .

1 5 0 0 8 9
2 4 2 3 1

0 0 0 10

 
   − −       = = − = =                

 

1.15. Дана матрица 

1 1 1
2 2 2

.
3 3 3
4 4 4

α 
 α 
 α
  α 

 Правильный ответ:

а) ранг матрицы равен 4 при a ≠ 0;
б) ранг матрицы равен 3 при a = 0;
в) ранг матрицы равен 2 при a ≠ 0;
г) ранг матрицы равен 1 при a = 0;
д) ранг матрицы не зависит от параметра a.

1.16. Дана матрица A
4 2

.
3 1

 
=  − 

 Если BT – 2A = 3E, где E — ​единичная ма-

трица того же размера, что и матрица A, то матрица B равна…

а) 
11 6

;
4 5

− 
 
 

 б) 
11 4

;
6 5

 
 − 

 в) 
5 4

;
6 1
− − 
 
 

 г) 
5 6

.
4 1
− − 
 − 

1.17. Ранг матрицы 
1 2 3 4
2 4 6 1
 
 
 

 равен… ______
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1.18. Матрица, ранг которой равен единице, может иметь вид…

а) 
11 11

;
4 4

 
 
 

 б) 
11 4

;
6 5

 
 − 

 в) 
0 0

;
0 1
 
 
 

 г) 
5 6

.
4 1
− − 
 − 

1.19. Даны матрицы ( )A и В

1 2 3
4 5 6 1 0 2 .
1 0 1

 
 = = − 
 
 

 Тогда сумма всех 

элементов матрицы C = BA равна ______

1.20. Для матрицы A
9 5
2 1
 

=  
 

 сумма всех элементов обратной матрицы A–1 

равна… ______
1.21. Даны матрицы A и В

9 2 3
.

4 1 1
−   

= =   − −   
 Тогда решение матричного 

уравнения AX = B имеет вид…

а б в г
5 5 3 4

) ; ) ; ) ; ) .
21 21 1 3

− − −       
       − −       

1.22. Если известно, что A и В
1 3 6 1 4 3
0 5 1 7 0 1
   

= =   −   
, то определитель 

матрицы C = 2A · BT равен… ______

1.23. Если известно, что A В
5 4 4 0

, ,
0 2 2 5
   

= =   
   

 то разность определителей 

матриц C и D, при условии, что C = AB, D = BA, равна… ______
1.24. Произведение элементов главной диагонали матрицы (A · AT)– 1, если 

A
2 4

,
3 1
 

=  
 

 равно… ______

1.25. Предприятие производит продукцию трех видов, используя для этого 
два вида сырья. Нормы затрат сырья (в у. е.) на производство одной единицы 
изделия каждого вида указаны в таблице.

Вид сырья
Вид продукции

P1 P2 P3
S1 2 3 4
S2 5 3 1
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Если ввести обозначения: x1 — ​объем используемого ресурса S1; x2 — ​объ-
ем S2; y1, y2 и y3 — ​объемы произведенной продукции видов P1, P2 и P3 соот-
ветственно, то полные затраты ресурсов (сырья) можно определить из системы 
линейных уравнений вида…

а)  1 1 2 3

2 1 2 3

2 3 4 ,
5 3 ;

x y y y
x y y y
= + +

 = + +
 б)  1 1 2 3

2 1 2 3

5 3 ,
2 3 4 ;

x y y y
x y y y

= + +
 = + +

в)  1 1 2 3

2 1 2 3

2 3 4 ,
5 3 ;

y x x x
y x x x
= + +

 = + +
 г)  1 1 2 3

2 1 2 3

5 3 ,
2 3 4 .

y x x x
y x x x

= + +
 = + +

Установите соответствие между объемами произведенной продукции 
Y = (y1, y2, y3) и полными затратами ресурсов X = (x1, x2) …

Y = (1, 3, 5) X = (31, 19)
Y = (5, 3, 1) X = (23, 35)
Y = (2, 4, 6) X = (40, 28)

X = (44, 33)
X = (23, 19)

Ответы к тестам
1.1.

Матрица Свойства

A
1 1
0 1
 

=  
 

|A| = 1

A
1 5
5 3
 

=  
 

A = AT

A
0 2
2 0

 
=  − 

A = –AT

1.2. –1/3. 1.3. 0,25. 1.4. 0,05. 1.5. 1. 1.6. 0,125. 1.7. 0,5. 1.8. 2. 1.9. 5. 1.10. 0,2.

1.11. г)  В

2 4 2
6 3 1
3 5 4

 
 =  
 
 

. 1.12. 14. 1.13. 3. 1.14. С Д

1 2 3 4
1 1 1

0 5 6 7
, 4 4 4 .

0 0 8 9
2 3 1

0 0 0 10

 
 − 
  = =   
     

 

1.15. в) ранг матрицы равен 2 при a ≠ 0; г) ранг матрицы равен 1 при a = 0.



1.16. а) 
11 6
4 5

− 
 
 

. 1.17. 2. 1.18. а) 
11 11
4 4

 
 
 

; в) 
0 0
0 1
 
 
 

. 1.19. 2. 1.20. –3. 1.21. а
5

) .
21
 
 
 

.
1.22. 216. 1.23. 0. 1.24. 0,02. 

1.25. а)  1 1 2 3

2 1 2 3

2 3 4 ,
5 3 ;

x y y y
x y y y
= + +

 = + +

Y = (1, 3, 5) X = (31, 19)

Y = (5, 3, 1) X = (23, 35)
Y = (2, 4, 6) X = (40, 28)
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2. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

2.1. Понятие о системах линейных уравнений и их виды

Система m линейных алгебраических уравнений (далее — СЛАУ) с n пе-
ременными имеет вид:

	

11 1 12 2 1 1 1

1 1 2 2

... ... ,
.......................................................................

... ... ,
...........................................................

j j n n

i i ij j in n i

a x a x a x a x b

a x a x a x a x b

+ + + + + =

+ + + + + =

1 1 2 2

.............
... ... ,m m mj j mn n ma x a x a x a x b








 + + + + + =

	 (2.1)

или в краткой записи

	 ( )
1

1, .
n

ij j i
j

a x b i m
=

= =∑ 	

Здесь xj — ​неизвестные, 1, ;j n=  aij — ​коэффициенты при j-м неизвестном 
в i-м уравнении, 1, ;i m=  bi — ​свободный член i-го уравнения.

Если b1 = b2 = … = bm = 0, то систему линейных уравнений называют одно-
родной.

Матрица, составленная из коэффициентов при неизвестных, называется 
матрицей системы:

	 A

11 1 1

1

1

... ...

... ... .

... ...

j n

i i j in

m m j mn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 =  
 
  

    

    
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Обозначим через

	 A , , A A B

1111 1

11

1

, , ,

nj

iniji ij n

mjm mn m

aaa b

aaa b

aa a b

     
     
     
     = = = =
     
     
     

      




 

 


  

векторы-столбцы коэффициентов при неизвестных x1, …, xj, …, xn и столбец 
свободных членов. Система линейных уравнений (2.1) в векторной форме 
имеет вид:

	 A A A B1 1 .j j n nx x ... x+ + + + = 	 (2.2)

Удобной и компактной является матричная форма записи системы урав-
нений:

	 AX = B,

где X

1

i

n

x

x

x

 
 
 
 =
 
 
 
 





 — ​вектор-столбец неизвестных.

Матрица системы, дополненная справа столбцом свободных членов, назы-
вается расширенной матрицей системы:

	 ( )A B

11 1 1 1

1

1

... ...

... ... .

... ...

j n

i i j in i

m m j mn m

a a a b

a a a b

a a a b

 
 
 
 =  
 
  

    



     

Решением системы линейных уравнений (2.1) называется такая совокуп-
ность n чисел x1 = c1, x2 = c2, …, xn = cn, при подстановке которых каждое уравне-
ние системы обращается в верное равенство. Если такая совокупность чисел 
существует, то система линейных уравнений называют совместной. В против-
ном случае систему называют несовместной. Совместная система уравнений 
называется определенной, если она имеет единственное решение, и неопреде-
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ленной, если она имеет более одного решения (точнее, бесконечное множество 
решений). Решить систему — ​значит найти все ее решения или доказать, что 
их нет.

Исследование системы линейных уравнений можно выразить схемой 
(рис. 2.1).

СЛАУ неопределенная, 
имеет бесконечное 

множество решений

СЛАУ совместна

СЛАУ несовместна

СЛАУ

СЛАУ определенная,
имеет единственное решение

Рис. 2.1. Схема исследования системы линейных алгебраических уравнений

Две совместные системы линейных уравнений одинаковых размеров на-
зываются равносильными или эквивалентными, если их множества решений 
совпадают. Любые две несовместные системы, имеющие одинаковое число 
неизвестных, по определению равносильны.

Не всякая система линейных уравнений имеет решение. Например, система 

1 2

1 2

0,
1

x x
x x
− =

 − =
 решений не имеет.

Пример 2.1. Рассмотрим две СЛАУ: 1 2

1 2

2,
0

x x
x x
+ =

 − =
 и  1

2

1 0,
2 2 0.
x
x
− =

 − =

x1 = 1, x2 = 1 — ​решение каждой из этих систем. Поэтому эти системы рав-
носильны или эквивалентны.

2.2. Решение системы линейных уравнений  
с помощью обратной матрицы

Запишем систему линейных уравнений (2.1) в виде матричного уравне-
ния AX = B. Если матрица A квадратная и |A| ≠ 0, то умножив слева обе части 
уравнения на A– 1, получим A–1(AX) = A–1B. Так как A–1(AX) = (A–1A)X = EX = X, 
то решением системы будет матрица-столбец:

	 X = A– 1B.
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Пример 2.2. Решить СЛАУ 
3 7 28,

5,
2 5.

x y z
y z

x z

 + + =
 + =
 + =

Обозначим A X B

1 3 7 28
0 1 1 , , 5
2 0 1 5

x
y
z

     
     = = =     
     
     

 и запишем данную систему 

в  матричной форме: AX = B. Ранее, в  примере 1.11, найдено 

A 1

1 3 4
1 2 13 1 .
7

2 6 1

−

 − −
 = − − − 
 − 

 Искомое решение

	 X A B1

1 3 4 28 7 1
1 12 13 1 5 14 2 .
7 7

2 6 1 5 21 3

−

      − − −
      = = − − − = − − =      
      − −      

Итак, x = 1, y = 2, z = 3.

2.3. Формулы Крамера*

Теорема 2.1. Пусть D = |A|, D j — ​определитель матрицы, получаемой 
из матрицы А заменой j‑го столбца столбцом свободных членов. Тогда, если 
D = |A| ≠ 0, то система имеет единственное решение, определяемое по формулам

	 1 2
1 2, , , .n

nx x x
∆∆ ∆

= = =
∆ ∆ ∆

 	 (2.3)

Формулы (2.3) называются формулами Крамера.

Доказательство. ( )T
A A

X A B A B
A A

A A

11 1 1
1

1

1 1 n

ij

n nn n

b

b

−

  
  = = ⋅ ⋅ = =  
  
  



   



*  Габриэль Крамер (1704–1752) — ​швейцарский математик, ученик и друг Иоганна Бер-
нулли, один из создателей линейной алгебры.
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A A

A
A A

1 11 1

1 1

1 .
n n

n n nn

b b

b b

 + +
 =  
 + + 



  



 Отсюда вытекает, что для любого j, j = 1, 2, …, n, 

справедливы равенства

	 ( )A A
A 1 1
1 .j

j j n njx b b
∆

= + + =
∆



Пример 2.3. Решим систему 
3 7 28,

5,
2 5,

x y z
y z

x z

 + + =
 + =
 + =

 рассмотренную в предыду-

щем примере, методом Крамера:

	 A

1 3 7
0 1 1 7,
2 0 1

∆ = = = −  1

28 3 7 13 0 4
5 1 1 5 1 1 7,
5 0 1 5 0 1

∆ = = = −

	 2

1 28 7 1 28 7
0 5 1 0 5 1 14,
2 5 1 0 51 13

∆ = = = −
− −

 3

1 3 28 1 3 28
0 1 5 0 1 5 21.
2 0 5 0 6 51

∆ = = = −
− −

Тогда на основании формул (2.3) получаем

	 31 27 14 211, 2, 3.
7 7 7

x y z
∆∆ ∆− − −

= = = = = = = = =
∆ − ∆ − ∆ −
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2.4. Метод Гаусса* — ​Жордана** для общего решения систем 
линейных алгебраических уравнений

Назовем элементарными преобразованиями системы линейных уравнений 
следующие:

1) перестановка i-го и k-го уравнений системы;
2) умножение i-го уравнения системы на число l ≠ 0;
3) прибавление к i-му уравнению j-го уравнения, умноженного на любое 

число;
4) вычеркивание уравнения 0 · x1 + 0 · x2 + …+ 0 · xn = 0;
5) удаление уравнений, являющихся линейными комбинациями других 

уравнений системы.
Метод Гаусса — ​Жордана для решения систем линейных уравнений осно-

ван на последовательном исключении неизвестных из уравнений с помощью 
элементарных преобразований. Для этого расширенная матрица системы 
(А | B) преобразуется к виду, при котором r переменных системы (r = rang (A | B)) 
образуют диагональную матрицу с точностью до перестановки строк или стол-
бцов, что позволяет сразу, без дополнительных преобразований, получить 
решение системы.

Неизвестное xj называют разрешенным, если существует уравнение системы, 
содержащее это неизвестное с коэффициентом 1, а в остальных уравнениях 
системы коэффициенты при этом неизвестном равны нулю.

Рассмотрим систему линейных уравнений:

	 1 2 4 5

2 3 4 5

2 5,
3 5 2.

x x x x
x x x x

− + − =
 + + − =

Здесь x1, x3 — ​разрешенные неизвестные.
Если каждое уравнение системы содержит хотя бы одно разрешенное неиз-

вестное, то такую СЛАУ называют разрешенной или приведенной к единичному 
базису.

Общим решением (ОР) совместной системы линейных уравнений называют 
решение равносильной ей разрешенной системы.

*  Иоганн Карл Фридрих Гаусс (1777–1855) — ​немецкий математик, механик, физик, ас-
троном и геодезист. Считается одним из величайших математиков всех времен, «королем мате-
матиков». Лауреат медали Копли (1838), иностранный член Шведской (1821) и Петербургской 
(1824) академий наук, английского Королевского общества.

**  Вильгельм Йордан (1842–1899) — ​немецкий геодезист. Занимался также математи-
кой — ​в этой области известен модификацией метода Гаусса, получившей название метод 
Гаусса — ​Йордана (или метод Гаусса — ​Жордана).
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Теорема 2.2. С помощью элементарных преобразований можно преобра-
зовать данную СЛАУ в равносильную ей разрешенную.

ОР СЛАУ строят на основе исходной системы с помощью элементарных 
преобразований.

Алгоритм метода Гаусса — ​Жордана
Систему линейных уравнений записывают в виде матрицы:

	 ( )A|B

11 1 1 1 1

1

1

1

... ... ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ...
... ... ... ... ... ... ... ... .

... ... ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ...

j l n

i ij il in i

k kj kl kn k

m mj ml mn m

a a a a b

a a a a b

a a a a b

a a a a b

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

Шаг 1. Возьмем любой отличный от нуля коэффициент akl (ведущий или 
разрешающий элемент) (строку и столбец, в которых он находится, называют 
разрешающими) и k-е уравнение системы разделим на akl. Затем, умножая по-
лученное уравнение на (–ail) и прибавляя его к i-му уравнению ( 1, ; ),i m i k= ≠  
исключаем xl из всех уравнений, кроме k-го. В результате первого шага (со-
стоящего из двух элементарных преобразований) СЛАУ (2.1) преобразуется 
в эквивалентную ей систему

	
1

( 1, )
n

ij j i
j

a x b i m
=

′ ′= =∑

или

	 ( )A B

11 1 1 1

1

1

1

... ... 0 ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ... 0 ...
... ... ... ... ... ... ... ...|

... ... 1 ...
... ... ... ... ... ... ... ...

... ... 0 ...

j n

i ij in i

k kj kn k

m mj mn m

a a a b

a a a b

a a a b

a a a b

′ ′ ′ ′ 
 
 
 ′ ′ ′ ′
 

′ ′ =  
 ′ ′ ′ ′
 
 
 ′ ′ ′ ′ 

,
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где

	 ( ), .kj k
ij ij il i i il

kl kl

a b
a a a b b a i k

a a
′ ′= − = − ≠ 	 (2.4)

Здесь
	 ( )0 1, , ;i ja i m i k′ = = ≠

	 ( )1, , 1, .k jk
k l k k j

kl k l

ab
a b a j n

a a
′ ′ ′= = = =

Совокупность преобразований первого шага называют жордановым пре-
образованием.

Замечание. На практике в учебных задачах вместо формул (2.4) рассма-
тривают формулы

	 ,ij ij kl kj ila a a a a′ = −

	 ( ).i i k l k i lb b a b a i k′ = − ≠

Числа в правых частях последних равенств находятся в вершинах неко-
торого прямоугольника (рис. 2.2), причем попарно перемножаются числа, 

расположенные в противоположных вершинах этого пря-
моугольника: заменяемый элемент aij умножается на раз-
решающий akl (соответственно элемент bi умножается 
на разрешающий akl) и затем вычитается произведение 
элементов второй диагонали прямоугольников. В таком 
случае сохраняется «целочисленность» всех коэффици-
ентов. Если при решении СЛAУ использовать формулы 
(2.4), то придется иметь дело с дробными числами.

Шаг 2. Описанную операцию повторяют, выбирая 
ведущий элемент в другой строке.

Теорема 2.3 (Штейница*). Максимальное число пере-
ходов не зависит от выбора ведущих элементов и равно 
рангу матрицы A (r(A) = r).

*  Эрнст Штейниц (также Штайниц, 1871–1928) — ​немецкий математик. Основные труды 
посвящены теории графов и топологии. Штейниц также внес фундаментальный вклад в теорию 
многогранников.

ail

akj

aij

akl

ail

akl

bi

bk

Рис. 2.2. Правило 
прямоугольника
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Метод исключения неизвестных заканчивается при получении матрицы 
вида

	 ( )A B

1, 1 1 1

, 1

1

1 0

0 1
| ,

0 0 0 0

0 0 0 0

r n

r r rn rr r

r

m

q q d

q q d
d

d

+

+

+

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

 

      

 

 

      

 

 где ранг r(A) = r.

Если хотя бы одно из чисел dr + 1, …, dm ≠ 0, то СЛАУ несовместна (получа-
ем противоречивое уравнение 0 · x1 + 0 · x2 + … + 0 · xn = d (d ≠ 0)). Если же все 
dr + 1 = … = dm = 0, то СЛАУ совместна, причем она преобразуется в эквивалент-
ную ей систему вида

	
1 1, 1 1 1 1

, 1 1

,
..............................................................,

.

r r n n

r r r r rn n r

x q x q x d

x q x q x d

+ +

+ +

 + + + + =


 + + + + =

 



	 (2.5)

СЛАУ (2.5) является разрешенной относительно базисных неизвестных 
x1, …, xr (на практике номер уравнения и номер базисных неизвестных могут 
не совпадать). Неизвестные xr +1, …, xn называются свободными. Полагая

	 1 1, , ,r n n rx C x C+ −= = 	 (2.6)

получим значения базисных неизвестных, т. е. найдем ОР СЛАУ (2.5) и, следо-
вательно, ОР СЛАУ (2.1).

В частности, если C1 = … = Cn–r = 0, то получаем так называемое базисное 

решение СЛАУ: 

T

Б.Р 1X , , , 0, ,0 .r

n r

d d
−

 
 =
 
 
 



 При этом базисное решение называ-

ется невырожденным, если число ненулевых координат его равно числу базис-
ных неизвестных в выбранном наборе. Если ненулевых координат в базисном 
решении меньше числа разрешенных в выбранном наборе, то такое базисное 
решение называется вырожденным.

Частным решением системы уравнений называется решение, получающееся 
из общего при конкретных значениях свободных неизвестных.
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С учетом (2.6) ОР СЛАУ (2.1) можно записать в виде

	

1 1 1 1, 1 1

1 , 1

1 1

,
.................................................,

,
,

.................................................,

r n r n

r r r r n r rn

r

n n r

x d C q C q

x d C q C q
x C

x C

+ −

+ −

+

−

= − − −


 = − − −
 =



=





или в векторной форме

	



Базовое решение СЛАУ ОР однородной СЛАУ

1 1, 1 1

, 1
1X .

0 1 0

0 0 1

r n

r r r rn
n r

d q q

d q q
C C

+

+
−

− −     
     
     
     − −

= + + +     
     
     
          
     

  



  



2.5. Условия совместности системы линейных  
алгебраических уравнений

Рассмотрим СЛАУ

	 AX = B,

где A = (aij) — ​матрица размера m × n; (A | B) — ​расширенная матрица системы.
Теорема 2.4 (Кронекера* — ​Капелли**). Система линейных уравнений (2.1) 

совместна тогда и только тогда, когда ранг основной матрицы системы равен 
рангу расширенной матрицы:

	 r (A) = r (A | B).

*  Леопольд Кронекер (1823–1891) — ​немецкий математик. Иностранный член-корреспон-
дент Петербургской академии наук (1872), член Берлинской академии наук (1861), профессор 
университета в Берлине. Основные труды по алгебре и теории чисел.

**  Альфредо Капелли (1855–1910) — ​итальянский математик, член Национальной академии 
деи Линчеи. Известен прежде всего как человек, который открыл тождество Капелли.
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Доказательство. С помощью преобразований Гаусса — ​Жордана находим

	 ( )A B

1, 1 1, 1

, 1 ,

1

1 0

0 1
, , .

0 0 0 0

0 0 0 0

r n

r r r n r

r

m

q q d

q q d
r n r m

d

d

+

+

+

 
 
 
 

→ ≤ ≤ 
 
 
  
 

 

      

 

 

      

 

СЛАУ совместна тогда и только тогда, когда dr + 1 = … = dm = 0. В этом случае 
r (A) = r (A | B) = r и система имеет бесконечное множество решений, которое 
зависит от n — ​r произвольных постоянных.

Если n = r, то система имеет единственное решение.
Наоборот, если r (A) = r (A | B) = r, то система совместна. В самом деле, если 

предположить противное, т. е. что система несовместна, то это равносильно 
тому, что хотя бы одно из чисел dr + 1, …, dm ≠ 0. И, следовательно, r (A) = r, 
r (A | B) = r + 1, что противоречит допущению.

Следствие 1. Если СЛАУ (2.1) совместна и ранг матрицы системы равен 
числу переменных (r = n), то система имеет единственное решение.

Следствие 2. Если система (2.1) совместна и ранг матрицы системы меньше 
числа переменных (r < n), то система имеет бесконечное множество решений. 
При этом число свободных переменных равно n – ​r.

Так как X 1 2, , , , 0, , 0r

n r

d d d
−

 
 =
 
 

 



 — ​решение системы уравнений, то ис-

пользуя векторную форму записи системы линейных уравнений (2.2), получаем

	 A1 d1 + … + Ar d r = B,

где dj — ​компонента базисного решения; Aj — ​соответствующий столбец ма-
трицы системы; B — ​вектор-столбец свободных членов. То есть вектор-столбец 
свободных членов является линейной комбинацией векторов базиса {A1, …, Ar} 
с коэффициентами d1, …, d r. В этом заключается векторный смысл базисного 
решения.

Пример 2.4. Решить систему линейных уравнений 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 7 8 23,
2 4 5 13,
3 11 2 15

x x x
x x x
x x x

 − + = −
 − + = −
− + + =

 

методом Гаусса — ​Жордана.
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Решение. Запишем расширенную матрицу данной системы:

	  
4 7 8 23
2 4 5 13 .
3 11 2 15

 − −
 

− − 
 − 

Шаг 1. Обратимся к первому столбцу расширенной матрицы. Наша цель: 
выбрать какой-либо ненулевой разрешающий элемент. У нас в первом столбце 
три ненулевых (т. е. не равных нулю) элемента: 4, 2, (–3). Мы можем выбрать 
любой из них. Предпочтительно выбрать тот элемент, модуль которого ближе 
всего к единице. В нашем случае таким элементом является 2. (Разрешающий 
элемент будем выделять рамкой.) Если бы в столбце присутствовало число 1 
(или хотя бы (– 1)), то выбор пал бы на него. Наша цель — ​обнулить все элемен-
ты в первом столбце, кроме разрешающего элемента, т. е. обнулению подлежат 
числа 4 и (–3).

	

4 7 8 23
2 4 5 13

153 11 2

 − − 
− − 

  − 

.

Элементы разрешающей второй строки перепишем. Заполним свободные 
места (кроме элемента в рамочке) в первом разрешающем столбце нулями; 
остальные элементы матрицы пересчитаем по правилу прямоугольника:

	 ( )12

4 7
7 2 4 4 2,

2 4
a

−
′ = = − ⋅ − ⋅ − =

−
 13

4 8
8 2 4 5 4,

2 5
a′ = = ⋅ − ⋅ = −

	 ( ) ( )1

4 23
23 2 4 13 6,

2 13
b

−
′ = = − ⋅ − ⋅ − =

−
 ( ) ( )32

2 4
11 2 4 3 10,

3 11
a

−
′ = = ⋅ − − ⋅ − =

−

( )33

2 5
2 2 5 3 19,

3 2
a′ = = ⋅ − ⋅ − =

−
 ( ) ( )3

2 13
15 2 3 13 9.

3 15
b

−
′ = = ⋅ − − ⋅ − = −

−

В результате первого шага получим матрицу 
0 2 4 6
2 4 5 13 .
0 10 19 9

 −
 

− − 
 − 
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Замечание. В основе метода прямоугольника лежат два элементарных 
преобразования. Так, например, элементы 32 33 3, ,a a b′ ′ ′ , вычисленные по прави-
лу прямоугольника, можно было бы получить с помощью двух элементарных 
преобразований:

	

( )
4 7 8 23 0 1 2 3
2 4 5 13 2 3 2 4 5 13 ,
3 11 2 15 2 0 10 19 9

 −  − −
   

− − × − + × + → − −   
    − × + −  

т. е. сначала третью строку умножили на 2, а потом к полученной строке при-
бавили вторую строку, умноженную на 3. Элементы первой строки получены 
прибавлением к ней второй строки, умноженной на (–2).

Шаг 2. В качестве разрешающего элемента выберем 12 1 0.a′ = ≠

	

0 1 2 3
2 4 5 13 .
0 10 19 9

 −
 
 − −
 

− 
 

С помощью этого элемента обнулим два остальных элемента второго стол-
бца. Это можно сделать также по правилу прямоугольника. Так как разре-
шающий элемент равен 1, то легче получить нули с помощью элементарных 
преобразований над строками: к элементам второй строки прибавляются 
соответствующие элементы первой строки, умноженные на 4; к элементам 
третьей строки прибавляются соответствующие элементы первой строки, 
умноженные на (–10).

	

( )0 1 2 3 4 10 0 1 2 3
2 4 5 13 2 0 3 1 .
0 10 19 9 0 0 39 39

   − × + × − + −
   

− − → − −   
   − −   

Шаг 3. Перейдем к обнулению элементов третьего столбца. Разделим эле-
менты третьей строки на 39, разрешающим элементом может быть только 
число 1:

	

0 1 2 3 0 1 0 1
2 0 3 1 2 0 0 4 .
0 0 1 1 0 0 1 12 3

   −
   

− − → −   
   − −× + × +   
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Разделим элементы второй строки на 2 и поменяем местами первую и вто-

рую строки: 
1 0 0 2
0 1 0 1
0 0 1 1

 −
 
 
 − 

.

Итак, x1 = –2, x2 = 1, x3 = –1.
Векторный смысл базисного решения:

	
4 7 8 23

2 2 1 4 1 5 13 .
3 11 2 15

       − −
       − ⋅ + ⋅ − − ⋅ = −       
       −       

Пример 2.5. Решить СЛАУ 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 3 2,
6 3 2 4 5 3,
6 3 4 8 13 9,
4 2 2 1

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

− + + + =
 − + + + =
 − + + + =
 − + + + =

методом Гаусса — ​Жордана. Если система является неопределенной, указать 
два любых базисных решения.

Решение. Выпишем расширенную матрицу системы:

	

2 1 1 2 3 2

6 3 2 4 5 3 .
6 3 4 8 13 9
4 2 1 1 2 1

 −
 
 −
 − 
 − 

Выберем ведущий элемент a13 = 1 ≠ 0 и получим нули в третьем столбце:

	

( ) ( ) ( )2 1 1 2 3 2 2 4 1
6 3 2 4 5 3
6 3 4 8 13 9
4 2 1 1 2 1

− × − + × − + × − +
 −  → −
  − 

	

2 1 1 2 3 2
2 1 0 0 1 1

.
2 1 0 0 1 1

2 1 0 1 1 1

− 
 − − − →  −
  − − − − 
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Вторая и третья строки пропорциональны, одну из них, например вторую, 
удалим:

	
2 1 1 2 3 2
2 1 0 0 1 1 .

2 1 0 1 1 1

 −
 → − 
 − − − − 

В  качестве разрешающего элемента выберем элемент второй строки 
a22 = 1 ≠ 0. Обнулим элементы второго столбца:

	

2 1 1 2 3 2 0 0 1 2 4 3
2 1 0 0 1 1 2 1 0 0 1 1 .

0 0 0 1 0 02 1 0 1 1 1

 −  
   → − + +→ −   
     −− − − −   

Итак, разрешающий элемент выбран в первой и во второй строке, осталось 
выбрать в третьей строке. Единственный элемент третьей строки a14 = –1. Об-
нулению подлежит лишь один элемент четвертого столбца:

	  
( )

0 0 1 0 4 3 0 0 1 0 4 3
2 1 0 0 1 1 2 1 0 0 1 1 .

0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0

   
   − → −   
   − ⋅ −   

Поменяем местами первую и вторую строки:

	
2 1 0 0 1 1

0 0 1 0 4 3 .
0 0 0 1 0 0

 − 
 
  
 

В каждой строке матрицы выбран ведущий элемент. Ранги обеих матриц 
равны, r = 3, т. е. надо выбрать 3 базисных переменных. Количество неизвестных 
n = 5, поэтому нужно выбрать n – ​r = 2 свободных переменных. Так как r < n, 
то, согласно следствию 2 из теоремы Кронекера — ​Капелли, данная система 
является неопределенной (т. е. имеет бесконечное множество решений). Базис-
ными переменными являются x2, x3, x4. Свободные переменные — ​x1, x5. Столбцы 
№ 1 и № 5, соответствующие свободным переменным, перенесем за черту, при 
этом сменим знаки элементов.
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2 3 4 1 5

1 0 0 1 2 1
0 1 0 3 0 4 .
0 0 1 0 0 0

x x x B x x 
 − 
 −
 
 
 
 





Из последней матрицы получим общее решение:

	

5,

2 1 5

3 5

4

1

1 2 ;
3 4 ;
0;

.

x x x
x x
x
x x

= + −
 = −
 =
 ∈ ∈  

Полагая 1 1 5 2 1 2, , , ,x C x C C C= = ∈  найдем общее решение системы линей-
ных уравнений

	

1 1

2 1 2

3 2

4

5 2

;
1 2 ;
3 4 ;
0;

.

x C
x C C
x C
x
x C

=
 = + − = −
 =

=

В векторной форме X 1 2

0 1 0
1 2 1
3 0 4 .
0 0 0
0 0 1

C C

     
     −     
     −= + +
     
     
     
     

 В частности, если C1 = C2 = 0, 

получим базисное решение системы линейных уравнений: x1 = 0; x2 = 1; x3 = 3; 

x4 = 0; x5 = 0 или в векторной форме ( )
Б. Р

T(1)X

0
1
3 0;1; 3; 0; 0 .
0
0

 
 
 
 = =
 
 
 
 
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Заметим, что число ненулевых координат в базисном решении меньше чи-
сла разрешенных (базисных), поэтому полученное базисное решение является 
вырожденным.

Замечание. Если разрешенная система уравнений, равносильная исходной 
системе, содержит n неизвестных и r уравнений, то число общих и соответст-
вующих базисных решений исходной системы не превосходит числа сочета-
ний .r

nC  Количество сочетаний можно вычислить по формуле

	 ( )
! .

! !
r
n

nC
r n r

=
−

Для того чтобы найти второе общее и соответствующее ему базисное реше-
ние, в полученной разрешенной системе в каком-либо уравнении необходимо 
выбрать какой-либо другой разрешающий элемент. В нашем примере в матрице

	
0 0 1 0 4 3
2 1 0 0 1 1

0 0 0 1 0 0

 
 − 
 
 

можно выбрать в качестве разрешающего элемента одно из чисел: 4, 1 или (–2). 
Выберем, например, число 4 и обнулим элементы пятого столбца. Обнулению 
подлежит число 1. Элементы разрешающей первой строки перепишем. На месте 
элемента 1 запишем 0, остальные элементы матрицы пересчитаем по правилу 
прямоугольника:

	 21

0 4
2 4 0 1 8,

2 1
a′ = = − ⋅ − ⋅ = −

−
 22

0 4
1 4 0 1 4,

1 1
a′ = = ⋅ − ⋅ =

	 23

1 4
0 4 1 1 1,

0 1
a′ = = ⋅ − ⋅ = − 24

1 4
0 4 1 1 1,

0 1
a′ = = ⋅ − ⋅ = −

	 2

4 3
1 4 1 3 1.

1 1
b′ = = ⋅ − ⋅ =

Получаем

	
0 0 1 0 4 3 0 0 1 0 4 3 : 4
2 1 0 0 1 1 8 4 1 0 0 1 : 4

0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0

   
   − → − − →   
   
   
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0 0 1 4 0 1 3 / 4
2 1 1/ 4 0 0 1 4 .

0 0 0 1 0 0

 
 − − 
 
 

В каждой строке матрицы выбран ведущий элемент. Базисными перемен-
ными являются x2, x4, x5. Свободные переменные — ​x1, x3.

	

3,

2 1 3

4

5 3

1

1/ 4 2 1/ 4 ;
0;
3 / 4 1/ 4 ;

.

x x x
x
x x
x x

= + +
 =
 = −
 ∈ ∈  

Полагая ,1 1 3 2 1 2, , ,x C x C C C= = ∈  найдем общее решение системы линей-
ных уравнений

	

1 1

2 1 2

3 2

4

5 2

;
1/ 4 2 1/ 4 ;

;
0;
3 / 4 1/ 4 .

x C
x C C
x C
x
x C

=
 = + + =
 =

= −

В векторной форме X 1 2

0 1 0
1/ 4 2 1/ 4

0 0 1 .
0 0 0

3 / 4 0 1/ 4

C C

     
     
     
     = + +
     
     
     −     

В частности, если C1 = C2 = 0, получим базисное решение системы линей-
ных уравнений: x1 = 0; x2 = 1/4; x3 = 0; x4 = 0; x5 = 3/4, или в векторной форме 

Б. Р

(2) TX (0;1/ 4; 0; 0; 3 / 4) .=

Пример 2.6. Решить систему уравнений 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 4 1,
2 10 8 3,
3 15 12 5.

x x x
x x x
x x x

 + + =
 + + =
 + + =
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Решение. Запишем расширенную матрицу данной системы и выберем 
в качестве разрешающего элемента число 1:

	

( ) ( )1 5 4 1 2 3 1 5 4 1
2 10 8 3 0 0 0 1 .
3 15 12 5 0 0 0 2

   × − + × − +     →         

В заданной системе два противоречивых уравнения. Например, второе 
уравнение имеет вид: 0 · x1 + 0 · x2 + 0 · x3 = 1, что абсурдно. Поэтому заданная 
система уравнений несовместна. Заметим, что r (A) = 1, r (A | B) = 2.

2.6. Однородные системы линейных уравнений

Однородная система линейных уравнений в матричной форме имеет вид:

	 AX = θ.

Справедливы следующие утверждения:
Теорема 2.5. Однородная система всегда совместна, так как имеет, по край-

ней мере, нулевое (тривиальное) решение.
Теорема 2.6. Если r (A) = r = n (|A| ≠ 0), то однородная система линейных 

уравнений имеет только нулевое решение: x1 = … = x n = 0.
Теорема 2.7. Пусть r (A) = r < n. Тогда:
1) существуют линейно независимые решения системы;
2) число линейно независимых решений равно n – ​r;
3) любое решение системы можно представить в виде линейной комбина-

ции линейно независимых решений.
Действительно, общее решение однородной СЛАУ можно записать в виде

	 X где

1 11 1 1,1

1 1 ,

1 1 1

.

,
............................................,

,
,

,
............................................,

n r n r

r r r r n r n r

r r

n n n r

x q C q Cx

x x q C q C
x x C

x x C

− −

− −

+ +

−

= + + 
 
 
  = + +=   

=  
  
    =  








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В векторной форме X E E

1,11

1 ,
1 1 1 ,

1 0

0 1

n r

r r n r
n r n r n r

qq

q q
C C C C

−

−
− − −

  
  
  
  
 = + + = + + 
  
  
        

 

 





где

	 E E

1,11

1 ,
1 1, , , , ,

1 0

0 1

n r

r r n r
n r n r

qq

q q
C C

−

−
− −

  
  
  
  
 ∈ = = 
  
  
        

 

  





 	 (2.7)

линейно независимы и образуют базис пространства решений системы AX = θ, 
размерность которого n – r. Действительно, матрица из столбцов E1, …, E n – r 
размерности n × (n – r) имеет минор порядка n – r, отличный от нуля (в послед-
них n – r строках), поэтому ранг матрицы равен n – r, и все столбцы линейно 
независимы.

Совокупность решений (2.7) называется нормальной фундаментальной 
системой решений.

Любая система из n – r линейно независимых решений называется фунда-
ментальной системой решений (ФСР).

Замечание. Базисными переменными мы выбрали неизвестные x1, …, xr. 
В качестве базисных переменных можно выбрать любой набор из r переменных 
при условии, что определитель матрицы из коэффициентов при них отличен 
от нуля.

Количество способов выбора таких r переменных из общего числа n не пре-

восходит величины ( )
! .

! !
r
n

nC
r n r

=
−
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Пример 2.7. Решить систему однородных уравнений, выделив какую-либо 
ФСР:

	

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5 3 0,
2 5 6 0,
5 12 17 0,
6 14 22 4 0.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ − + =
 + − − =
 + − + =
 + − + =

Составим матрицу из коэффициентов и воспользуемся элементарными 
преобразованиями со строками матрицы по методу Гаусса — ​Жордана:

1 2 5 3 1 2 5 3
1 2 5 30 1 4 7 1 0 13 172 5 6 1 .

0 2 8 14 0 1 4 7 0 1 4 75 12 17 1
0 2 8 146 14 22 4

 − − 
    − − −  − −    → → →      − − −−         −−   

В каждой строке выбран ведущий элемент. Ранг матрицы системы r(A) = 2, 
т. е. надо выбрать 2 базисные переменные. Количество неизвестных n = 4, поэ-
тому нужно выбрать n – r = 2 свободных переменных. Так как r < n, то согласно 
следствию из теоремы Кронекера — ​Капелли, данная система имеет бесконечное 
количество решений. Базисными переменными являются x1, x2. Свободные 
переменные — ​x3, x4. Общее решение системы имеет вид:

	

1 1 2

2 1 2

3 1

4 2

13 17 ,
4 7 ,

,
,

x C C
x C C
x C
x C

= −
 = − +
 =
 =

или в векторной форме:

	 X E E1 2 1 1 2 2

13 17
4 7

,
1 0
0 1

C C C C

−   
   −   = + = +   
      
   

где 1 2, ,C C ∈  E E1 2

13 17
4 7

,
1 0
0 1

−   
   −   = =   
      
   

 — ​фундаментальная система решений.
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2.7. Обращение матриц методом Гаусса — ​Жордана

Пусть матрица A ( ), , 1, ,i ja i j n= =   невырожденная, т. е. ее определитель 
не равен нулю. Матрица A обратима тогда и только тогда, когда ∀ j СЛAУ 
AX E , 1, ,j j n= =  имеет единственное решение, где Ej — ​j‑й столбец единичной 
матрицы E, X = (x1, x2, …, xn)

T. Если матрица A обратима, то j‑й столбец матри-
цы A–1 совпадает с единственным решением СЛAУ: AX E , 1,j j n= =  (X = A–1Ej).

Для определения A–1 необходимо решить n систем линейных уравнений 
с n неизвестными. Так как эти системы отличаются только набором свободных 
членов, то их можно решать параллельно в одной таблице. То есть для матрицы 
A построим матрицу (A | E). Используя элементарные преобразования над стро-
ками матрицы (A | E), приведем ее к виду (E | B), что всегда возможно, если A 
обратима. Тогда B = A– 1. Таким образом, мы осуществляем переход

	 (A | E) → (E | A–1).

Пример 2.8. Дана матрица A

3 2 1
4 5 2 .
2 1 4

 
 =  
 
 

 Найти A–1.

Образуем матрицу (A | E), приписывая к A справа единичную матрицу 
такого же порядка. Далее приводим к виду (E | A–1), что всегда возможно, если 
A невырожденная.

	

( )
( ) ( )

A|Е

3 2 1 1 0 0 2 4
4 5 2 0 1 0
2 1 4 0 0 1

 × − + × − + 
 = →
 
 
 

	

( )
3 2 1 1 0 0 7 0 1 5 2 0
2 1 0 2 1 0 2 7 2 1 0 2 1 0 .

4 0 1 18 7 110 7 0 24 0 0

   −   
→ − − × − + × + → − −   

   − −   − − −   

Осталось выбрать разрешающий элемент только в первом столбце, это 
число (–24), так как в первой и во второй строках разрешающие элементы уже 
выбраны. Преобразуем элементы матрицы по правилу прямоугольника:

	
7 0 1 5 2 0 0 0 24 6 1 7
2 1 0 2 1 0 0 24 0 12 10 2

18 7 1 24 0 0 18 7 124 0 0

   − − − −   
− − → − −   

   − − − −   

.
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Поменяем местами первую и третью строки и разделим каждую строку 
на (– 24):

	

3 7 1
4 24 2424 0 0 18 7 1 1 0 0
1 5 10 24 0 12 10 2 0 1 0
2 12 12

0 0 24 6 1 7 0 0 1 1 1 7
4 24 24

− − 
 

 − −     − − → − −    − − −     −
 

.

Следовательно, A 1

3 7 1
4 24 24
1 5 1 .
2 12 12
1 1 7
4 24 24

−

 − − 
 
 = − −
 
 
 −
 

Обратную матрицу A– 1 можно записать и в виде A 1

18 7 1
1 12 10 2 .

24
6 1 7

−

 −
 = − − 
 − − 

2.8. Решение матричных уравнений методом Гаусса — ​Жордана

Рассмотрим матричное уравнение AX = B. Пусть матрица A = (aij)n × n 
невырожденная. Аналогично предыдущему решению образуем матрицу (A | B), 
приписывая к A справа матрицу B. Далее (A | B) приводим к виду (E | X), где 
X = A–1B:

	 (A | B) → (E | X).

Рассмотрим уравнение XA = B. Предварительно применим операцию транс-
понирования к левой и правой частям уравнения: (XA)T = BT ⇒ AT XT = BT. По-
лучили уравнение предыдущего типа. Решаем его:

	 ( ) ( ) ( )TT T T TA B E X X X, .→ =

Пример 2.9. Решить методом Гаусса — ​Жордана матричное уравнение 
AX = B, где

	 A В

1 3 7 1 2 1
0 1 1 , 1 0 2 .
2 0 1 0 1 0

   
   = =   
   
   
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Образуем матрицу (A | B), приписывая к A справа матрицу B. Далее приво-
дим ее к виду (E | A–1B), что всегда возможно, если A невырожденная.

	

( )
( )

A B

1 3 7 1 2 1 2
| 0 1 1 1 0 2

2 0 1 0 1 0

 × − + 
 = →
 
 
 

	

( )
1 3 7 1 2 1 1 0 4 2 2 5
0 1 1 1 0 2 3 6 0 1 1 1 0 2 .

2 3 2 4 3 100 6 13 0 0 7

   − −   
→ × − + × + →   

   − − − −   − − −   

Последние преобразования выполним по правилу прямоугольника, выби-
рая в качестве разрешающего элемента число (–7):

	
1 0 4 2 2 5 7 0 0 2 2 5
0 1 1 1 0 2 0 7 0 11 3 24 .

4 3 10 0 0 7 4 3 100 0 7

   − − − − − −   
→ − − −   

   − − − −   

Искомая матрица

	 X

2 2 5
1 11 3 24 .
7

4 3 10

 − − −
 = − − − 
 − 

2.9. Нахождение неотрицательного базисного решения

Пусть необходимо найти не просто базисное решение СЛAУ, а неотрица-
тельное базисное решение.

Напомним вид базисного решения: 

T

Б. РX 1, , , 0, ,0 .r

n r

d d
−

 
 =
 
 

 



 Следователь-

но, чтобы базисное решение было неотрицательным, необходимо так изменить 
метод Гаусса — ​Жордана, чтобы все 0 ( 1, ).id i r≥ =

Пусть в исходной системе AX = B все свободные члены bi ≥ 0 (иначе умно-
жим соответствующие отрицательным свободным членам уравнения на (–1)). 



75

За  разрешающий элемент выберем akl > 0. Тогда после первой итерации 

.i kl k il
i

kl

b a b a
b

a
−′ =  Потребуем, чтобы для любого i было справедливо 0.ib′ ≥

Так как akl > 0, то необходимо требовать, чтобы bi akl – ​bkail ≥ 0, т. е.

	 .i kl k ilb a b a≥  	 (2.8)

Если ail ≤ 0, то неравенство (2.8) выполняется без других дополнительных 
условий. Если ail > 0, то нужно, чтобы для любого i выполнялось неравенство 

.i k

il kl

b b
a a

≥  Таким образом, чтобы для любого i  0,ib′ ≥ необходимо требовать, 

чтобы 
0

min .
i l

k i

a
k l i l

b b
a a∀ >

  =  
  

 Выбирая таким образом разрешающий элемент, после 

очередной итерации мы вновь получим матрицу с неотрицательными свобод-
ными членами. Если разрешающий элемент выбирать так для каждой итерации, 
то после последней итерации все 0, 1, ,id i r≥ =  следовательно, базисное реше-
ние будет неотрицательным либо будет установлено, что неотрицательного 
базисного решения не существует.

Сформулируем алгоритм нахождения неотрицательного базисного ре-
шения:

1) проверяем, что все правые части уравнений системы AX = B неотри-
цательны; уравнения с отрицательными правыми частями умножаем на (–1);

2) выбираем любой l-й столбец, в котором есть хотя бы один положитель-
ный элемент, если такого столбца нет, то неотрицательного базисного решения 
не существует;

3) для каждого ail > 0 выбранного столбца находим отношение i
i

i l

b
a

θ =  

и выбираем среди них наименьшее qk = min qI, выбранная k‑я строка называ-
ется разрешающей, элемент на пересечении разрешающей строки и l‑го стол-
бца akl также называется разрешающим (ведущим);

4) пересчитываем таблицу (A | B) методом Гаусса — ​Жордана с выбранным 
разрешающим элементом akl и переходим ко второму пункту.

После r таких преобразований мы либо получим неотрицательное базисное 
решение, либо придем к заключению, что его не существует.

Преобразования матрицы (A | B) по указанному алгоритму называются 
симплексными преобразованиями.
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Теорема 2.9 (о симплексных преобразованиях). Если все свободные члены 
СЛAУ неотрицательны, то после симплексных преобразований системы они 
останутся неотрицательными.

Пример 2.10. Найти все неотрицательные базисные решения СЛAУ:

	
1 4 5

2 4 5

3 5

2 5,
3 3,
2 4.

x x x
x x x

x x

 + − =
 − + =
 + =

Представим решение задачи в виде следующей таблицы:

Шаг x1 x2 x3 x4 x5 bi ia
i

il

b
a Базисное решение

1 1 0 0 2 –1 5 7 	

( )
Б.Р

T(1)X 5; 3; 4; 0; 0=0 1 0 –1 3 3 6 1
0 0 1 0 2 4 7 2

2 3 1 0 5 0 18 27 18/5 ( )
Б.Р

T(2)X 6; 0; 2; 0;1=
0 1 0 –1 3 3 6
0 –2 3 2 0 6 9 2

3 6 12 –15 0 0 6 9 1/2 ( )
Б.Р

T(3)X 1; 0; 0; 3; 2=
0 0 3 0 6 12 21
0 –2 3 2 0 6 9

4 6 12 –15 0 0 6 9

Б.Р

T
(4)X

1 70; ;0; ;2
2 2

 =  
 

0 0 3 0 6 12 21 4
12 0 6 24 0 84 126 14

5 6 12 0 0 30 66 114

Б.Р

T
(5)X

11 50; ; 4; ;0
2 2

 =  
 

0 0 3 0 6 12 21
12 0 0 24 –12 60 84

При проведении преобразований каждого шага элементы базисных стол-
бцов выделялись жирным шрифтом. Использовались или элементарные пре-
образования над строками, или преобразования Гаусса — ​Жордана.

Для предотвращения случайных ошибок в расчетах был введен специаль-
ный контрольный столбец .ia  Его элементы представляют собой суммы соот-

ветствующих элементов по строкам таблицы: 
1

.
n

i ij i
j

a a b
=

= +∑  С другой стороны, 

они преобразовываются по тем же формулам, что и остальные элементы таб-
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лицы. Поэтому, выполняя их расчет указанными двумя способами и сравнивая 
результаты, можно выявить вкравшуюся ошибку.

Далее, если выбирать в качестве ведущего столбца первый, то ведущий 
элемент нужно взять в третьей строке, так как min {66/6; 60/12} = 5, и тогда мы 
придем к базису, состоящему из векторов {A1, A2, A3}, но это базис исходной 
системы. Если же выбрать пятый столбец, то за разрешающий элемент следует 
взять число 6, и тогда мы получим базис третьего шага.

Итак, мы получили пять возможных неотрицательных решений. Заметим, 

что всего базисных решений могло быть 3
5

5! 10.
3!2!

C = =

2.10. Системы линейных уравнений  
в решении экономических задач

Многие экономические задачи приводят к необходимости решения сис-
тем линейных уравнений. Например, если матрица А задает объемы выпуска 
продукции, а матрица В — ​затраты на производство этой продукции, то ее 
себестоимость — ​вектор X = (x1, x2, …, xn)

T определяется из решения СЛАУ:

	 AX = B.

Пример 2.11. Предприятие в течение трех дней производит три вида про-
дукции (табл. 2.1). Определить себестоимость единицы продукции каждого вида.

Таблица 2.1

День произ-
водства

Объемы выпуска продукции по видам, ед. Затраты на произ-
водство, д. ед.1‑й вид 2‑й вид 3‑й вид

1‑й 6 4 2 112
2‑й 4 3 0 62
3‑й 5 0 3 76

Решение. Пусть x1, x2, x3 (д. ед.) — ​себестоимость единицы продукции, со-
ответственно 1‑го, 2‑го и 3‑го вида. Составим систему линейных уравнений, 
каждое из которых выражает суммарные затраты на производство всей про-
дукции в определенный день:

	
1 2 3

1 2

1 3

6 4 2 112,
4 3 62,
5 3 76.

x x x
x x
x x

 + + =
 + =
 + =
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Решим систему методом Гаусса — ​Жордана. Запишем расширенную матрицу 
данной системы, выберем в качестве разрешающего элемента число 2 в третьем 
столбце и обнулим все элементы кроме этого по правилу прямоугольника:

	
( )

6 4 2 112 6 4 2 112 : 2 3 2 1 56
4 3 0 62 4 3 0 62 4 3 0 62 .
5 0 3 76 8 12 0 184 : 4 2 3 0 46

           → →        − − − −      

Далее выбираем в качестве разрешающего элемента число 31 2a′ =  в первом 
столбце и опять по правилу прямоугольника получаем:

	 ( )
3 2 1 56 0 5 2 26 0 5 2 26
4 3 0 62 0 6 0 60 : 6 0 1 0 10 .

46 2 3 0 46 2 3 0 462 3 0

     − − − −      → − − − →              

Перейдем к обнулению элементов второго столбца. Разрешающим эле-
ментом может быть только число 1. Здесь легче получить нули с помощью 
элементарных преобразований над строками: к элементам первой строки 
прибавляются соответствующие элементы второй строки, умноженные на 5; 
к элементам третьей строки прибавляются соответствующие элементы второй 
строки, умноженные на (–3).

	

( )
0 5 2 26 0 0 2 24 1 0 0 8
0 1 0 10 5 3 0 1 0 10 0 1 0 10 .

46 2 0 0 16 0 0 1 122 3 0

 −    −     
× + × − +→ →     

           

Система уравнений имеет единственное решение: x1 = 8, x2 = 10, x3 = 12. 
Следовательно, себестоимость единицы продукции составляет 8, 10 и 12 д. ед.

Прогноз выпуска продукции
Пусть ( ), 1, , 1,ijC c i m j n= = =  — ​матрица затрат m видов сырья при выпуске 

n видов продукции. Тогда при известных объемах запаса каждого вида сырья, 
которые образуют соответствующий вектор q = (q1, q2, …, qm), вектор-план 
X = (x1, x2, …, xn)

T выпуска продукции определяется из решения СЛАУ:

	 CX = qT.

Пример 2.12. Предприятие выпускает три вида продукции, используя сырье 
трех видов. Необходимые характеристики производства представлены в табл. 2.2.
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Таблица 2.2

Вид сырья
Расход сырья по видам продукции, вес. ед/изд. Запас сырья, 

вес. ед.1 2 3
1‑й 6 4 5 2200
2‑й 4 3 1 1050
3‑й 5 2 3 1400

Требуется определить объем выпуска продукции каждого вида при задан-
ных запасах сырья.

Задачи такого рода типичны при прогнозах и оценках функционирования 
предприятий, экспертных оценках проектов освоения месторождений полез-
ных ископаемых, а также при планировании микроэкономики предприятий.

Обозначим неизвестные объемы выпуска продукции через х1, х2 и х3. Тог-
да при условии полного расхода запасов каждого вида сырья можно записать 
балансовые соотношения, которые образуют систему трех уравнений с тремя 
неизвестными:

	
1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 4 5 2200,
4 3 1050,
5 2 3 1400.

x x x
x x x
x x x

 + + =
 + + =
 + + =

Решая эту систему уравнений любым способом, находим, что при заданных 
запасах сырья объемы выпуска продукции составят по каждому виду соответ-
ственно (в условных единицах): x1 = 100, x2 = 150, x3 = 200.

Пример 2.13. Фирма специализируется по выпуску изделий трех видов, 
используя для этого четыре различные технологии (j = 1, 2, 3, 4). Каждая тех-
нология характеризуется интенсивностью аij, показывающей количество i-х 
изделий, выпускаемых по j-й технологии. Требуется определить, какое время 
необходимо работать по каждой технологии, чтобы обеспечить заданный план 
выпуска продукции. Необходимые данные приведены в табл. 2.3.

Таблица 2.3

Вид изделия
Время выпуска изделий по технологиям, шт/ч Заданный план 

выпускаТ1 Т2 Т3 Т4

А 1 2 3 4 20
В 3 1 4 6 30
С 1 5 5 7 35
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Решение. Обозначим время работы по каждой технологии через хj и опре-
делим это время как решение системы уравнений:

	
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 20,
3 4 6 30,

5 5 7 35.

x x x x
x x x x

x x x x

 + + + =
 + + + =
 + + + =

Решая эту систему методом Гаусса — ​Жордана, получим разрешенную 
систему

	
1 4

2 4

3 4

5,
3 5 3,
3 5 3.

x x
x x
x x

 + =
 + =
 + =

Если четвертую технологию не использовать, то время, необходимое для 
выполнения задания по первой, второй и третьей технологиям, соответственно 
равно 5, 3 и 3 ч. Но если не использовать первые три технологии, а применить 
только четвертую, то задание можно выполнить за 5 ч.

2.11. Линейная балансовая модель Леонтьева*

Балансовые модели предназначены для определения сбалансированных 
объемов производства и потребления различных товаров и услуг в рамках 
замкнутой экономической системы (страны, региона, предприятия, банка) 
в течение того или иного фиксированного временного интервала (интервала 
планирования).

Пусть весь производственный сектор экономики разбит на n отраслей (про-
изводственных технологических процессов), каждая из которых производит 
один (свой) продукт.

Будем считать, что в процессе производства своего продукта каждая от-
расль нуждается в продуктах лишь рассматриваемых отраслей (в том числе 
может быть и своей), т. е. внешние по отношению к экономической системе 
ресурсы отсутствуют.

*  Василий Васильевич Леонтьев (1905–1999) — ​американский экономист российского 
происхождения, создатель теории межотраслевого анализа. Доктор Брюссельского (1961), Па-
рижского (1972) и Ленинградского (1990) университетов. Офицер ордена Почетного легиона 
(Франция, 1968), награжден орденами Восходящего солнца (Япония, 1984) и Искусств и литера-
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Рассмотрим процесс производства за некоторый период времени (напри-
мер, год).

Ведем обозначения:
xi — ​общий (валовой) объем продукции i-й отрасли, 0, 1, ;ix i n≥ =
xij — ​объем продукции i-й отрасли, потребляемой j-й отраслью в процессе 

производства (межотраслевые потоки сырья);
yi — ​объем конечного продукта i-й отрасли, yi ≥ 0 для непроизводственного 

потребления (конечный продукт используется для накопления и возмещения 
основных фондов, прироста запасов, на личное потребление и обслуживание 
населения, оборону, чистый экспорт, содержание государственных институтов 
и т. д.).

Так как валовой объем каждой i-й отрасли равен суммарному объему про-
дукции, потребляемой n отраслями, и конечного продукта, то в самой простой 
форме (гипотеза линейности, или простого сложения) балансовые соотношения 
имеют вид:

	

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2

1 2

... ,
... ,

..........................................,
... .

n

n

n n n nn n

x x x x y
x x x x y

x x x x y

= + + + +
 = + + + +


 = + + + +

	 (2.9)

Будем предполагать, что взаимосвязи между отраслями носят устойчивый 
характер (не меняются от года к году). Поскольку продукция разных отраслей 
имеет разные измерения, будем в дальнейшем рассматривать стоимостный 
межотраслевой баланс, когда все величины, входящие в (2.9), имеют стои-
мостное выражение.

Объемы валовой продукции и межотраслевые потоки сырья выражаются 
неотрицательными числами. Напротив, объемы конечной продукции могут 
быть отрицательными, если в течение отчетного планового периода потребно-
сти отраслей в сырье покрывались не только за счет его производства, но также 
за счет его запасов или за счет поступления недостающей продукции извне.

Определим технологические коэффициенты (коэффициенты прямых за-
трат) aij, равные средним затратам продукции i-й отрасли на производство 
единицы продукции для j-й отрасли, т. е.

	 ( ), 1, .ij
ij

j

x
a i j n

x
= = 	 (2.10)
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Матрица A = (aij) называется технологической матрицей (матрицей прямых 
затрат). Из (2.10) следует

	 , , 1, ,ij ij jx a x i j n= =

т. е. затраты линейно зависят от валового выпуска.
Тогда балансовые соотношения (модель межотраслевого баланса Леонтьева) 

можно записать в виде системы уравнений

	

1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,
.....................................................

...

n n

n n

n n n nn n n

x a x a x a x y
x a x a x a x y

x a x a x a x y

= + + + +
 = + + + +


 = + + + +

или в матричной форме

	 X = AX + Y,	 (2.11)

где X

1

2

n

x
x

x

 
 
 =  
  
 



 — ​вектор валового (общего) производства, 

Y

1

2

n

y
y

y

 
 
 =  
  
 



 — ​вектор конечного потребления,

A

11 12 1

21 22 2

1 2

( )

n

n
ij

n n nn

a a a
a a a

a

a a a

 
 
 = =  
  
 





   



 — ​технологическая матрица прямых затрат.

В. В. Леонтьевым на основании анализа экономики был установлен важный 

факт: в течение длительного времени величины ij
ij

j

x
a

x
=  меняются очень слабо 

(технологии производства остаются на одном и том же уровне довольно дли-
тельное время) и могут рассматриваться как постоянные числа. Поэтому вало-
вые объемы производства xi и объемы конечной продукции yi следующего 
планового периода должны удовлетворять тем же самым уравнениям. Эти 
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уравнения и составляют ядро статической балансовой модели В. В. Леонтьева 
для чистых отраслей.

В случае, когда матрица S = (E – A)–1 обратима (|E – A| ≠ 0), модель (2.11) 
перепишем в виде

	 EX – AX = Y

или

	 (E – A) X = Y.	 (2.12)

Так как матрица E — ​A невырожденная, то X = (E – A)–1 Y или X = SY. Итак, 
получена еще одна форма записи модели межотраслевого баланса Леонтьева:

	 X = SY,

где S = (E – A)–1.
Матрица S = (E – A)–1 называется матрицей полных затрат. Ее элементы 

имеют четкий экономический смысл. Зададим конечный спрос (конечный 

продукт), например, в виде вектора Y1

1
0

,

0

 
 
 =  
  
 



 т. е. требуется обеспечить спрос 

на одну единицу продукции первой отрасли. Матрица (вектор) выпусков от-
раслей будет иметь вид:

	

1 11 12 1 11

2 21 22 2 21

1 2 1

1
0

.
0
0

n

n

n n n nn n

x s s s s
x s s s s

x s s s s

       
       
       = ⋅ =       
              
       





     



Следовательно, каждый элемент 1, 1,is i n=  матрицы полных затрат S есть 
выпуск продукции каждой из отраслей для обеспечения единицы конечного 
продукта (спроса) на продукцию первой отрасли.

Итак, элемент матрицы полных затрат sij показывает, сколько всего нужно 
произвести продукции i-й отрасли, чтобы обеспечить появление единицы 
конечного продукта j-го вида.

Замечание. На практике балансовые равенства не точны, так как некоторые 
значения округляются. Возникает вопрос о точности счета обратной матрицы, 
чтобы новые балансовые равенства удовлетворяли заданной точности. В модели 
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Леонтьева для чистых отраслей число уравнений не превосходит количество 
переменных. Как правило, системы уравнений имеют много решений, среди 
которых экономисты выбирают «лучшие». Ряд недостатков и возможных упро-
щений позволяют, однако, сделать модель практичной и легко используемой, 
например, в практике прогнозирования вектора конечной продукции по за-
данным объемам их валового производства на очередной плановый период.

Применение модели Леонтьева в планировании
Первая задача межотраслевого баланса предполагает фиксирование валовой 

продукции следующего года по отраслям и, при известной матрице прямых 
затрат A = (aij), определение плана следующего года по потреблению, сохраня-
ющего балансовые соотношения:

	 Y = X – AX = (E – A)X, X ≥ 0.

Кратко:
Дано: X
Найти: Y = (E – A)X

Вторая задача межотраслевого баланса состоит в отыскании отраслевых 
заданий на валовые объемы их производства X, которые при известной матрице 
прямых затрат A = (aij) обеспечивают желаемые (заданные) объемы потребления 
следующего года Y, сохраняющего балансовые соотношения:

	 X = AX + Y, X ≥ 0.

Кратко:
Дано: Y
Найти: X = (E – A)–1Y

Рассматриваются и другие задачи смешанного типа.
Для решения матричного уравнения (2.12) полезно использовать преобра-

зования Гаусса — ​Жордана: AX = B : (A | B) → (E | X), X = A–1B. (В нашем случае: 
(E – A)X =Y: (E – A | Y) → (E | X), X = (E – A)–1Y.)

При большом объеме данных прибегают к помощи MS Excel. (См. при-
мер 1.8: Методы оптимальных решений : учеб. пособие / О. Я. Шевалдина, 
А. В. Зенков, О. Ю. Жильцова [и др.]. — ​Екатеринбург : Изд-во Урал. ун-та, 2020. 
http://hdl.handle.net/10995/93296)

Продуктивность балансовой модели
Модель Леонтьева (матрица A) называется продуктивной, если при подхо-

дящем выборе неотрицательных объемов производства она может обеспечить 
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любые заданные неотрицательные объемы конечной продукции (т. е. способна 
обеспечить наполнение «прилавков» без привлечения внешних производите-
лей), иначе: если для любого вектора Y ≥ 0 существует вектор X ≥ 0, удовлетво-
ряющий балансовой модели.

Как правило, технологические матрицы задаются из априорных полити-
ческих, экономических, социальных задач (берутся, например, из отчетного 
баланса предыдущего года). А значит, вопросы продуктивности носят само-
стоятельный характер. Существует несколько критериев продуктивности 
матрицы A. Приведем некоторые из них.

Утверждение 1. Модель Леонтьева (матрица A)  продуктивна, если  

0ija ≥  , 1, ,i j n∀ =  
1

max 1
n

ijj i

a
=

≤∑  и найдется 
1

: 1.
n

ij
i

j a
=

<∑

Утверждение 2. Модель Леонтьева продуктивна тогда и только тогда, когда 
матрица E – ​A неотрицательно обратима, т. е. существует (E – A)– 1 ≥ 0.

Пример непродуктивной матрицы:

Пусть A
0,5 0,5

.
0,5 0,5
 

=  
 

 Находим E A
0,5 0,5

,
0,5 0,5

− 
− =  − 

 (E – A)X = Y, или 

1 2 1

1 2 2

0,5 0,5 ,
0,5 0,5 .

x x y
x x y
− =

− + =

Последняя СЛAУ не имеет решений, поэтому матрица не является про-
дуктивной.

Пример 2.14. Рассмотрим модель Леонтьева на простом примере, где n = 2 
(две отрасли производства). В таблице приведены данные об исполнении ба-
ланса за отчетный период, усл. д. ед.

Отрасль
Потребление Конечный  

продукт
Валовой  
продуктА В

Производство
А 10 16 74 100
В 20 40 100 160

1. Вычислить конечное (непроизводственное) потребление отраслей, 
если валовой продукт отрасли А увеличить в два раза, а отрасли В сохранить 
на прежнем уровне.

Используя данные каждой строки, составляем уравнения распределения 
продукции:

	
отрасль А

отрасль В

10 16 74 100 ( ),
20 40 100 160 ( ).
+ + =

 + + =
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По формуле (2.9) находим матрицу прямых затрат:

	 A

10 16
0,1 0,1100 160 .

20 40 0,2 0,25
100 160

 
   

= =   
    
 

Все элементы матрицы неотрицательны и удовлетворяют критерию про-
дуктивности: max {0,1 + 0,2; 0,1 + 0,25} = 0,35 < 1.

Найдем матрицу E A
0,9 0,1

.
0,2 0,75

− 
− =  − 

Тогда ( )Y E A X
0,9 0,1 200 164

.
0,2 0,75 160 80

−    
= − = =    −    

Итак, y1 = 164, y2 = 80, т. е. конечный продукт отрасли А увеличился на 90 ед., 
а отрасли В — ​уменьшился на 20 ед.

Имеем x1 = 200, x2 = 160. Вычисляем потребности отраслей в сырье по фор-
мулам xij = aijxj, , 1, :i j n=

	 11 11 1 12 12 20,1 200 20, 0,1 160 16,x a x x a x= = ⋅ = = = ⋅ =

	 21 21 1 22 22 20,2 200 40, 0,25 160 40.x a x x a x= = ⋅ = = = ⋅ =

Оформим новое распределение продукции в виде таблицы:

Отрасль
Потребление Конечный  

продукт
Валовой  
продуктА В

Производство
А 20 16 164 200
В 40 40 80 160

Баланс составлен!
2.	 Вычислить необходимый объем валового выпуска каждой отрасли, если 

конечное потребление отрасли А увеличится на 41 усл. ед., а отрасли В соот-
ветственно на 20 усл. ед.

Матрица прямых затрат из предыдущего пункта A
0,1 0,1

.
0,2 0,25
 

=  
 

 Для лю-

бого вектора конечного продукта Y можно найти необходимый объем валово-
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го продукта X по формуле: X = (E – A)–1Y. Матрица E A
0,9 0,1

.
0,2 0,75

− 
− =  − 

 Новый 

вектор конечного потребления 
115

Y .
120
 

=  
 

Воспользуемся преобразованиями Гаусса — ​Жордана (E – A | Y) → (E | X):

	
0,9 0,1 115 0,9 0,1 115 0,9 0,1 115
0,2 0,75 120 0 0,655 131 0 1 200

     − − −
→ → →          −     

	
0,9 0 135 1 0 150

.
0 1 200 0 1 200

   
→ →      

   

Итак, Х
150

,
200
 

=  
 

 т. е. валовой выпуск в отрасли А надо увеличить до 150 

усл. ед., а в отрасли В — ​до 200 усл. ед.
Рассчитываем новые значения межотраслевых потоков сырья:

	 11 11 1 12 12 20,1 150 15, 0,1 200 20,x a x x a x= = ⋅ = = = ⋅ =

	 21 21 1 22 22 20,2 150 30, 0,25 200 50.x a x x a x= = ⋅ = = = ⋅ =

Оформим новое распределение продукции в виде таблицы:

Отрасль Потребление Конечный
продукт

Валовой
продуктА В

Производство А 15 20 115 150
В 30 50 120 200

Баланс составлен!

2.12. Модель Неймана

Модель Неймана* применяется для изучения расширяющейся экономики. 
В отличие от модели Леонтьева она допускает производство одного продукта 
различными способами. Количество выпускаемых продуктов равно п, а ко-

*  Джон фон Нейман (1903–1957) — ​венгро-американский математик, сделавший важный 
вклад в квантовую физику, квантовую логику, функциональный анализ, теорию множеств, 
информатику, экономику и другие отрасли науки. Впервые применил теорию операторов 
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личество способов их производства — ​т. Каждый способ производства под 
номером j задается вектором-столбцом затрат Aj = (aij) и соответствующим 
вектором-столбцом выпуска Bj = (bij).

Таким образом, в результате производственного процесса вектор Aj пе-
рерабатывается в вектор Bj. Пары (Aj, Bj) (j = 1, 2, …, m) называют базисными 
процессами. Все базисные процессы можно описать матрицей затрат А и ма-
трицей выпуска В:

	 A B

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

, .

m m

m m

n n nm n n nm

a a a b b b
a a a b b b

a a a b b b

   
   
   = =   
      
   

 

 

       

 

Обе матрицы имеют одинаковую размерность m × n. Коэффициенты затрат 
и выпуска неотрицательны, т. е. aij ≥ 0, bij ≥ 0. Поскольку для реализации любого 
процесса необходимы затраты хотя бы одного продукта, то для каждого j най-
дется хотя бы одно i, для которого aij ≥ 0. Аналогично, так как каждый продукт 
может быть произведен хотя бы одним технологическим способом, для каж-
дого i найдется такое j, что bij ≥ 0.

Таким образом, каждый столбец матрицы А и каждая строка матрицы В 
должны иметь по крайней мере один положительный элемент.

Обозначим через X = (x1, x2, …, xm)T вектор интенсивностей использования 
технологических способов. Тогда можно определить новый технологический 
процесс, в котором затраты и выпуск являются линейной комбинацией векто-

ров затрат Aj и выпуска Bj с коэффициентами xj ≥ 0: ( )A B A B
1 1

, , .
m m

j j j j
j j

x x x x
= =

 
= 

 
∑ ∑

Рассмотренная ранее модель Леонтьева является частным случаем модели 
Неймана при n = m, B = E. Основное отличие модели Неймана: всякий базисный 
процесс характеризуется выпуском нескольких видов продукта.

Пример 2.15. Даны матрицы затрат A
2 5

,
10 4
 

=  
 

 выпуска В
10 10

,
5 15

 
=  
 

 

вектор-строка цен p = (3; 2) и вектор-столбец начальных запасов S
21

.
42
 

=  
 

 

в квантовой механике (алгебра фон Неймана), известен как праотец современной архитектуры 
компьютеров (так называемая архитектура фон Неймана), а также как участник Манхэттенского 
проекта и как создатель теории игр и концепции клеточных автоматов.
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Найти такую интенсивность производственных процессов, при которых выпуск 
за один производственный цикл будет максимальным, и определить этот вы-
пуск.

Решение. Пусть X 1

2

x
x
 

=  
 

 — ​вектор-столбец искомых интенсивностей. 
По условию

	 pBX → max, AX ≤ S,

или в координатной форме:

	

1 2

1 2

1 2

1 2

40 60 max,
2 5 21,
10 4 42,

, 0.

x x
x x
x x

x x

+ →
+ ≤
+ ≤
≥

Решим эту задачу графическим способом (рис. 2.3). Построим область реше-
ний ограничений задачи. Границей первой полуплоскости является 2x1 + 5x2 = 21. 
Прямую строим по двум точкам: x1 = 0, x2 = 21/5; x1 = 21/2, x2 = 0. Аналогично 
строим вторую прямую 10x1 + 4x2 = 42. Координатами точки А пересечения 
прямых является решение системы уравнений

	 1 2

1 2

2 5 21,
5 2 21.

x x
x x
+ =

 + =

Решая ее любым методом, находим x1 = x2 = 3. Областью допустимых ре-
шений является четырехугольник с вершинами, имеющими координаты (0; 0), 
(4,2; 0), (0; 4,2), (3; 3). Строим вектор (40; 60)ν =

  и проводим линии уровня 
40x1 + 60x2 = a, a ≥ 0, перпендикулярные этому вектору.

Поиск решения задачи сводится к нахождению м а к с и м а л ь н о г о  чи-
сла a* среди всех таких чисел a, при которых линии уровня имеют непустое 
пересечение с областью допустимых решений. Если a = 0, то получаем пря-
мую, проходящую через начало координат: 2x1 + 5x2 = 0. Далее передвигаем ее 
перпендикулярно вектору ν  так, чтобы она имела непустое пересечение с до-
пустимым множеством. Решением задачи на max служит точка пересечения 
прямых: A(3; 3). Таким образом,

	 ( ) ( )
1 2

1 2 1 2 3, 3
max 40 60 40 60 300.

x x
x x x x

= =
+ = + =
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2.13. Решение систем линейных уравнений в MS Excel

Рассмотрим систему линейных уравнений из примера 2.2:

3 7 28,
5,

2 5,

x y z
y z

x z

 + + =
 + =
 + =

Это система трех линейных уравнений с тремя неизвестными и ненулевым 
определителем матрицы коэффициентов. Существует несколько способов ре-
шения такой системы в MS Excel.

Пример 2.16. Решим систему с помощью обратной матрицы. Введем ма-
трицу коэффициентов A в ячейки B4:D6 рабочего листа, а вектор свободных 
членов B —  в ячейки F4:F6 (рис. 2.4).

4,2

4,2 10,5

10,5

0

х1

х2

А

ν

Рис. 2.3. Геометрическая иллюстрация к решению примера 2.15
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Рис. 2.4. Решение СЛАУ. Матричная форма записи

В диапазоне ячеек B9:D11 получим матрицу A–1, обратную к A, с помощью 
встроенной функции МОБР, как показано в примере 1.22 (рис. 2.5). В диапазоне 
ячеек F9:F11 получим произведение обратной матрицы A–1 и вектора B с помо-
щью встроенной функции МУМНОЖ, как показано в примере 1.19 (рис. 2.6). 
Полученный массив и является искомым вектором решений системы:

	 X A B.1

x
y
z

−

 
 = = 
 
 

Пример 2.17. Решим систему с помощью метода Крамера. Введем матрицу 
коэффициентов A в ячейки B4:D6 рабочего листа, а вектор свободных членов B —  
в ячейки F4:F6. Найдем определитель матрицы A с помощью встроенной функ-
ции МОПРЕД, как показано в примере 1.21 (рис. 2.7).

Рис. 2.5. Решение СЛАУ. Поиск обратной 
матрицы

Рис. 2.6. Решение СЛАУ с помощью 
обратной матрицы



92

Рис. 2.7. Решение СЛАУ методом Крамера.  
Поиск определителя основной матрицы

Построим три вспомогательных массива. В диапазон ячеек B8:D10 скопи-
руем матрицу A, заменив первый столбец на вектор B. В диапазон ячеек F8:H10 
скопируем матрицу A, заменив второй столбец на вектор B, а в диапазон J8:L10 
скопируем матрицу A, заменив третий столбец на вектор B. Найдем определи-
тели полученных матриц соответственно в ячейках С12, G12 и K12 с помощью 
встроенной функции МОПРЕД (рис. 2.8).

Рис. 2.8. Решение СЛАУ методом Крамера. Поиск вспомогательных определителей

Находим корни уравнения в ячейках K4:K6. Для этого определители соот-
ветствующих вспомогательных массивов поделим на определитель матрицы A. 
Таким образом, в ячейку K4 введем формулу «=C12/H4», в ячейку K5 — ​фор-
мулу «=G12/H4», а в ячейку K6 — ​формулу «=K12/H4» (рис. 2.9).
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Рис. 2.9. Решение СЛАУ методом Крамера. Поиск корней системы

Пример 2.18. Решим систему уравнений

	
1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 7 8 23,
2 4 5 13,
3 11 2 15

x x x
x x x
x x x

 − + = −
 − + = −
− + + =

из примера 2.4 с помощью метода Гаусса — ​Жордана.
Составим расширенную матрицу системы. Для этого введем матрицу ко-

эффициентов A в ячейки B4:D6 рабочего листа, а вектор свободных членов B — 
в ячейки E4:E6 (рис 2.10).

Рис. 2.10. Решение СЛАУ методом Гаусса — ​Жордана.  
Расширенная матрица

Для решения системы будем совершать последовательные шаги с целью 
привести правую часть расширенной матрицы к единичной матрице. После 



94

каждого шага рекомендуется копировать полученную матрицу и вставлять ее 
в тот же диапазон ячеек, используя параметр вставки «Значения».

Шаг 1. Результат выполнения шага 1 поместим в диапазоне ячеек B8:E10. 
Получим на месте элемента a11 расширенной матрицы единицу. Для этого 
в ячейку B8 введем формулу «=B4/$B$4». (Знак «$» в ссылке на ячейку B4 
позволит зафиксировать адрес этой ячейки в формуле.) Скопируем формулу 
в оставшиеся ячейки первой строки расширенной матрицы. Элементы 2‑й 
и 3‑й строк матрицы оставим без изменения (рис. 2.11).

Шаг 2. Обнулим теперь все элементы первого столбца матрицы, кро-
ме a11. Результат поместим в диапазоне B4:E6 рабочего листа. Первую строку 
расширенной матрицы оставим без изменений. В ячейку B5 введем форму-
лу «=B9:E9-B8:E8*B9». В ячейку B6 введем формулу «=B10: E10-B8:E8*B10» 
(рис. 2.12).

Шаг 3. Результат выполнения шага 3 поместим в диапазоне ячеек B8:E10. 
Получим на месте элемента a22 расширенной матрицы единицу. Для этого 
в ячейку B9 введем формулу «=B5/$C$5». Скопируем формулу в оставшиеся 
ячейки второй строки расширенной матрицы. Элементы 1‑й и 3‑й строк ма-
трицы оставим без изменения (рис. 2.13).

Шаг 4. Обнулим теперь все элементы второго столбца матрицы, кроме a22. 
Результат поместим в диапазоне B4:E6 рабочего листа. Вторую строку и первый 
столбец расширенной матрицы оставим без изменений. В ячейку С4 введем 
формулу «=C8:E8-C9:E9*C8». В ячейку C6 введем формулу «=C10:E10-C9:E9*C10» 
(рис. 2.14).

Рис. 2.11. Решение СЛАУ методом 
Гаусса — ​Жордана. Шаг 1

Рис. 2.12. Решение СЛАУ методом 
Гаусса — ​Жордана. Шаг 2
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Шаг 5. Результат выполнения шага 5 поместим в диапазоне ячеек B8:E10. 
Получим на месте элемента a33 расширенной матрицы единицу. Для этого 
в ячейку B10 введем формулу «=B6/$D$6». Скопируем формулу в оставшиеся 
ячейки третьей строки расширенной матрицы. Элементы 1‑й и 2‑й строк ма-
трицы оставим без изменения (рис. 2.15).

Рис. 2.13. Решение СЛАУ методом 
Гаусса — ​Жордана. Шаг 3

Рис. 2.14. Решение СЛАУ методом 
Гаусса — ​Жордана. Шаг 4

Рис. 2.15. Решение СЛАУ методом 
Гаусса — ​Жордана. Шаг 5

Рис. 2.16. Решение СЛАУ методом 
Гаусса — ​Жордана. Шаг 6
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Шаг 6. Обнулим теперь все элементы третьего столбца матрицы, кро-
ме a33. Результат поместим в диапазоне B4:E6 рабочего листа. Третью строку 
и первые два столбца расширенной матрицы оставим без изменений. В ячей-
ку D4 введем формулу «=D8:E8-D10: E10*D8». В ячейку D5 введем формулу 
«=D9:E9-D10: E10*D9». В последней строке расширенной матрицы получились 
корни системы (рис. 2.16).

Данный метод удобно использовать также для приведения неопределен-
ных систем к ступенчатому виду. Использование MS Excel позволит избежать 
арифметических ошибок при работе со строками уравнений в матричной 
форме.

Задания для самостоятельного решения

2.1. Решить систему линейных уравнений тремя способами: с помощью 
обратной матрицы, по формулам Крамера, методом Гаусса — ​Жордана.

	
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4,
5 6,

3 4 5.

x x x
x x x
x x x

 + + =
 + + =
 + + =

2.2. Решить систему линейных уравнений, применяя метод Гаусса — ​Жор-
дана. Сделать проверку.

	

1 2 4

1 2 3

2 3 4

1 2 3 4

4 6,
3 4 3,

3 2 4 5,
2 3 1.

x x x
x x x
x x x
x x x x

+ − = −
 − + =
 − + = −
 + − − =

2.3. Найти общее и не менее двух базисных решений системы уравнений:

	  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

7 4 9,
3 3 5 2,
4 4 4 3 7,

7 9 2 5.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

− − + =
 + − + =
 − + + =
 − + + =
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2.4. Найти не менее двух базисных неотрицательных решений системы 
линейных уравнений:

	

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

2 4 10,
2 5 12 24,

2 6,
4 12 18.

x x x x
x x x x
x x x
x x x x

+ + − =
 + + − =
 + − =
 + + + =

2.5. Пользуясь теоремой Кронекера — ​Капелли, выяснить, является ли 
система линейных уравнений совместной или нет:

	

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 3 2 4 3,
4 2 3 7 1,

3 8 22 9,
7 3 7 17 1.

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

− + + =
 − + + =
 − − − =
 − + + =

2.6. Исследовать на совместность систему уравнений и найти все общие 
решения при тех значениях параметра а, при которых система совместна:

а) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 8,
4 5 6,
6 5 ;

x x x
x x x
x x x a

 + + =
 − − =
 − + =

 б) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1,
1,
1.

x x a x
x a x x
a x x x

 + + =
 + + =
 + + =

2.7. Найти ФСР и общее решение однородной системы линейных уравне-
ний:

а)  1 2 3 42 0;x x x x− + − =

б)  1 2 3

1 2 3

0,
0;

x x x
x x x
+ + =

 + − =

в) 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 0,
2 3 5 4 0,

2 3 6 0.

x x x x
x x x x

x x x x

 − + − =
 − + + =
− + + + =

2.8. Определить количество базисных и свободных переменных СЛАУ. 
Перечислить все базисы систем:

а)  1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

7,
2 2 2 2 2 3;
x x x x x x
x x x x x x
+ − + − + =

 + − + − + =
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б) 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 2 2 3,
3 2 2 3,
2 4 2 4 4.

x x x x x
x x x x x
x x x x x

 + − − + =
 + + − − =
 + − + + = −

2.9. Даны матрицы затрат A

1 1
1 3 ,
3 1

 
 =  
 
 

 выпуска В

5 5
5 10 ,
5 20

 
 =  
 
 

 вектор-строка 

цен p = (4; 2; 2) и вектор-столбец начальных запасов 
8

18 .
18

S
 
 =  
 
 

 Найти такую 

интенсивность производственных процессов, при которой выпуск за один 
производственный цикл будет максимальным, и определить этот выпуск.

Ответы к заданиям для самостоятельного решения

2.1. X

0
1 .
1

 
 =  
 
 

 2.2. X

2
1

.
2
1

− 
 
 =  
  − 

 2.3. X 1 2

1/ 5 13 / 5 19 / 5
0 1 0

.
0 0 1

13 / 5 24 / 5 32 / 5

C C

− −     
     
     = + +     
          −     

2.4. X X X1 2 3

6 2 14
0 4 0

, , .
1 0 0
0 0 4

     
     
     = = =     
          
     

 2.5. r(A) = 2, r(A | B) = 3.

2.6. а) если a ≠ 22, то СЛАУ несовместна; если а = 22, то общим решением являет-

ся, например, 
1

2

3

4 ,
2 ,

, ;

x C
x C
x C C

 = −
 = −
 = ∈ 

 б) если а = –2, то СЛАУ несовместна; если a ≠ –2, a ≠ 1, 

то система имеет единственное решение x1 = x2 = x3 = 1/(a + 2), если a = 1, то ОР СЛАУ 

является, например, 
1 1 2

2 1

3 2 1 2

1 ,
,

, , ;

x C C
x C
x C C C

 = − −
 =
 = ∈ 
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2.7. а)  1 2 3

2 1 1
1 0 0

;
0 1 0
0 0 1

X C C C

−     
     
     = + +     
          
     

 б) 
1

2

3

,
,

0, ;

x C
x C
x C

 = −
 =
 = ∈ 

 в)  1 2

7 / 8 9 / 8
1 0

.
1/ 4 5 / 4

0 1

X C C

   
   
   = +   −
      
   

2.8. а) x1, x3; x2, x3; x3, x4; x3, x5; x3, x6; б) x1, x2, x4; x1, x3, x4; x1, x4, x5; x2, x4, x5; x2, x3, x4; x3, 
x4, x5. 2.9. ( ) ( )

1 2
1 2 1 2 3, 5

max 40 80 40 80 520.
x x

x x x x
= =

+ = + =

Тесты

2.1. Решением системы линейных уравнений

	
1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4,
2 3 2,

4 5 2 8

x x x
x x x x
x x x x

 + − =
 − + − =
 − + − =

является:
а) (1; 1; 1; 0); б) (–1; –1; –1; 0); в) (–3; 1; –1; 0); г) (2; 0; 0; 0).
2.2. Однородная система трех линейных уравнений с тремя неизвестными 

имеет ненулевые решения, если:
а) |A| = 0; б) |A| ≠ 0; в) |A| > 0; г) |A| ≥ 0.

2.3. Однородная система 
3 0,

2 0,
2 4 0

x y z
x z

x y z

 − + =
 + λ =
− + −λ =

 имеет только одно нулевое 

решение, если l принимает значения, не равные… ______

2.4. Базисное решение системы 
2 5 5,

4 3 6 2
x y z

x y z
+ + =

 − + = −
 может иметь вид…

а) (1; 2; 0); б) (2; 1; 0); в) (–1; –2; 0); г) (–2; –1; 0).

2.5. Базисное решение системы 
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 4 5

2 2 2 4,
2 2 3 3 7,

2 4 4 6

x x x x x
x x x x x
x x x x

 + + + + =
 + + + + =
 + + − =

  

может иметь вид…
а) (–3; 3; 2; 0; 0); б) (3; –2; 3; 0; 0); в) (–3; 0; 1/2; 3; 0); г) (–6; 0; 1; 6; 0).
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2.6. Дана система уравнений 
3 4 0,
2 3 2 0,

2 0.

x y z
x y z

x y z

 − + =
 + − + =
 − + =

Установите соответствие:
Характеристики Значения

определитель основной матрицы системы 0
количество решений системы 1
ранг расширенной матрицы системы 2

3
бесконечное множество

система несовместна

2.7. Дана система уравнений 
3 1,
2 14,

2 13.

x y
x y

x y

 − =
 + =
 − = −

Установите соответствие:
Характеристики Значения

ранг основной матрицы системы 0
количество решений системы 1
ранг расширенной матрицы системы 2
значение неизвестного х 3

бесконечное множество
система несовместна

2.8. В системе уравнений

	
1 2 3 4 5

1 2 4 5

1 2 5

2 2 0,
2 0,

2 0

x x x x x
x x x x
x x x

 + + − − =
 − + + =
 − + =

неосновными (свободными) переменными можно считать:
а) x1, x2;
б) x1, x2, x3, x4, x5;
в) ни одной;
г) x3, x4, x5;
д) только x1.



2.9. Количество всех базисных решений системы линейных уравнений 

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 3 1,
2 5 4 6 0
x x x x

x x x x
+ + + = −

 + + + =
 

равно…
1) 6; 2) 2; 3) 3; 4) 4.
2.10. Разность между количеством свободных и количеством базисных 

неизвестных системы линейных уравнений

	 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

7,
2 2 2 2 3
x x x x x x
x x x x x x
+ − + − + =

 + − + − − =

равна…______

Ответы к тестам
2.1. а)  (1; 1; 1; 0); г)  (2; 0; 0; 0). 2.2. а)  |A| = 0. 2.3. 2. 2.4. а)  (1; 2; 0).  

2.5. а) (– 3; 3; 2; 0; 0), в) (– 3; 0; 1/2; 3; 0).
2.6.

Характеристики Значения
определитель основной матрицы системы 0
количество решений системы система несовместна
ранг расширенной матрицы системы 3

2.7.
Характеристики Значения

ранг основной матрицы системы 2
количество решений системы 1
ранг расширенной матрицы системы 2
значение неизвестного х 3

2.8. а) x1, x2. 2.9. 3) 3. 2.10. 2.
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3. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА

3.1. Линейные пространства

Множество L элементов x, y, z, … любой природы называется линейным 
пространством, если в L введены операции:

1)	 сложения элементов, т. е. каждой паре элементов x, y ∈ L поставлен 
в соответствие определенный элемент из L, обозначаемый х + y и называемый 
суммой элементов x и y;

2)	 умножения элементов на действительное число, т. е. каждому элементу 
x ∈ L и каждому вещественному числу l поставлен в соответствие определен-
ный элемент из L, обозначаемый lx и называемый произведением элемента x 
на число l.

Указанные операции удовлетворяют аксиомам.
А к с и о м ы  с л о ж е н и я:
1°. ∀ x, y ∈ L: х + y = y + х.
2°. ∀ x, y, z ∈ L: х + (y + z) = (x + y) + z.
3°. Существует элемент θ ∈ L такой, что ∀ x ∈ L: х + θ = х; элемент θ назы-

вается нулевым.
4°. Для любого элемента x ∈ L существует элемент х′ ∈ L такой, что х + х′ = θ; 

элемент х′ называется противоположным элементу х ∈ L.
А к с и о м ы  у м н о ж е н и я:
5°. ∀ x ∈ L: 1 · х = х.
6°. , : ( ) ( ) .∀ ∈ ∀λ µ∈ λ µ = λµ xLx x
А к с и о м ы ,  с в я з ы в а ю щ и е  о п е р а ц и и  с л о ж е н и я  и   у м н о ж е -

н и я:
7°. ( ), .:∀ ∈ ∀λ µ∈ λ +µ = λ +µ xLx x x
8°. , : ( ) .∀ ∈ ∀λ∈ λ + = λ +µx y L x y yx
Рассмотрим пример пространства, не  являющегося линейным: 

 = {1, 2, 3, …} — ​множество натуральных чисел. Например, ∀ ∈x не су-
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ществует : .∈ + = x xq q  Также, например, для элемента х = 1 не существует 
противоположного.

Свойства линейных пространств
1°. В произвольном линейном пространстве существует единственный 

нулевой элемент и для ∀ x ∈ L существует единственный противоположный 
элемент х′.

2°. ∀ x ∈ L: 0 · x = θ.
3°. Противоположный элемент х′ для элемента х выражается формулой 

х′ = (–1) x.
О б о з н а ч е н и е: х′ = –x.
4°. Для любого числа l: l θ = θ.
Разностью элементов х и y называется элемент z такой, что y + z = x.
О б о з н а ч е н и е: z = x – ​y.
5°. ∀ x, y ∈ L: x – ​y = x + (–y), где (–y) — ​элемент, противоположный эле-

менту y.

Примеры линейных пространств
1. {θ} — ​множество, содержащее один нулевой элемент с операциями 

θ + θ = θ .λ ⋅ = ∀λ∈q q

2. Множество вещественных чисел.
3. Множество многочленов степени, не превосходящей натурального чи-

сла n.
4. ,1 2{ : ( , , , ), 1, , }n

n ix x x x i n= ∈ =   x   — ​пространство n-мерных 
арифметических векторов с операциями сложения векторов

	 ( )1 1 2 2, , , n nx y x y x y+ = + + … +x y

и умножения вектора на число

	 ( )1 2, , , .nx x xλ = λ λ … λx

5. Важную роль в  экономических исследованиях играют линейные 
пространства, элементами которых являются прямоугольные матрицы 
A = A m × n = (aij).

Операции сложения матриц и умножения на число определены в п. 1.1.
6. Совокупность геометрических векторов, например, трехмерного про-

странства.
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3.2. Линейная зависимость элементов

Пусть L — ​линейное пространство.
Линейной комбинацией элементов a1, a2, …, am называется сумма произве-

дений этих элементов на произвольные вещественные числа:

	 1 1 2 2 , , 1, .m m i i mλ + λ + λ λ ∈ = a a a

Совокупность всевозможных линейных комбинаций этих элементов на-
зывают их линейной оболочкой и обозначают L(a1, a2, …, am) или 〈a1, a2, …, am〉.

Система элементов a1, a2, …, am ∈ L называется линейно зависимой, если 

найдутся числа 2
1

1

, , 0
m

m i
i=

 
λ λ λ > 

 
∑  такие, что

	 1 1 2 2 .m mλ + λ +…+λ =a a a q

В противном случае эта система называется линейно независимой, т. е.

	 1 1 2 2 0 0, 1, .m m i i mλ + λ + λ = ⇔ λ = =a a a

Приведем ряд утверждений.
1. Система элементов a1, a2, …, am ∈ L линейно зависима тогда и только 

тогда, когда хотя бы один из элементов является линейной комбинацией осталь-
ных, т. е. $ j ∈ {1, …, m}:

	 1 1 1 1 1 1 .j j j j j m m− − + += β + +β +β + +β a a a a a

2. Если система элементов включает нулевой элемент, то она линейно за-
висима.

В самом деле, пусть ak = θ. Тогда

	 1 1 10 0 1 0 0 .k k k m− +⋅ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ = θ a a a a a

3. Если система элементов включает часть линейно зависимых элементов, 
то и вся система будет линейно зависимой.

В самом деле, пусть линейно зависимы первые k элементов (k < m). Тогда 
можно записать следующее равенство:

	 2
1 1 2 2 1

1

0 0 , 0.
k

k k k m i
i

+
=

λ + λ + + λ + ⋅ + + ⋅ = λ >∑ a a a a a θ

Пример 3.1. Выяснить, являются ли следующие системы векторов линейно 
зависимыми или линейно независимыми:
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1) a1 = (5; 2; 3; 1), a2 = (0; 4; 7; –2), a3 = (0; 0; 3; 2), a4 = (0; 0; 0; 9);
2) a1 = (1; –1; 2; 1), a2 = (2; 2; –​2; –1), a3 = (4; 0; 2; 1).
1. Составим векторное равенство

	 1 1 2 2 3 3 4 4 ,α +α +α +α =a a a a q

где αi ∈ .
Запишем его в матричном виде, представив векторы как матрицы-столбцы:

	 1 1 2 2 3 3 4 4A A A A ,α +α +α +α = q

или

	 1 2 3 4

5 0 0 0 0
2 4 0 0 0

.
3 7 3 0 0
1 2 2 9 0

         
         
         α + α +α +α =         
                  −         

	 (3.1)

Равенство (3.1) является однородной системой уравнений с четырьмя 
переменными:

	

1

1 2

1 2 3

1 2 3 4

5 0,
2 4 0,
3 7 3 0,

2 2 9 0.

α =
 α + α =
 α + α + α =
α − α + α + α =

Нетрудно видеть, что все a1 = … = a4 = 0, а это означает, что система векто-
ров линейно независима.

2. Составим векторное равенство

	 1 1 2 2 3 3 .α +α +α =a a a q

Запишем его в матричном виде, представив векторы как матрицы-столбцы:

	 1 2 3

1 2 4 0
1 2 0 0

.
2 2 2 0
1 1 1 0

       
       −       α + α +α =       −
              −       

	 (3.2)

Равенство (3.2) является однородной системой уравнений с тремя пере-
менными:
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1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

2 4 0,
2 0,

2 2 2 0,
0.

α + α + α =
−α + α =
 α − α + α =
 α − α + α =

Составим матрицу из коэффициентов и определим ее ранг:

	
( ) ( )

1 2 4 3 6 0
1 2 0 1 2 0 |1 2 0

2 2 2 0 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 12 4

  − 
   −  − +−   → → →  −    −      − −× − + × − +     

	
( )1 2 0 1 2 01

.
0 1 1 0 1 1

 − −× − 
 → →      

Очевидно, ранг матрицы равен 2. Система (3.2) имеет, кроме нулевого 
решения a1 = a2 = a3 = 0, бесконечное множество решений. Базисными пере-
менными являются a1, a3. Свободная переменная — ​a2. Полагая a2 = C, найдем 

общее решение однородной системы линейных уравнений 
1

2

3

2 ;
;

.

C
C

C

α =
α =
α = −

В векторной форме 
1

2

3

2
1 ,
1

C
   α
   α =   
   α −   

 где .C∈  В частности, если a2 = C = 1, 

то значения коэффициентов a1 = 2, a2 = 1, a3 = –1 реализуют линейную зависи-
мость векторов a1, a2, a3:

	 1 2 32 – .+ =a a a q

Таким образом, вопрос о л и н е й н о й  з а в и с и м о с т и  с и с т е м ы  n‑мер-
ных векторов a1, a2, …, am сводится к исследованию с у щ е с т в о в а н и я  н е н у
л е в о г о  р е ш е н и я  однородной СЛАУ:

	   1 1 2 2 .m mα +α + … +α =a a a q

Если же система имеет только нулевое решение, то система векторов 
a1, a2, …, am л и н е й н о  н е з а в и с и м а.
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В частности, при m = n система a1, a2, …, am л и н е й н о  н е з а в и с и м а 
тогда и только тогда, когда определитель системы |A| ≠ 0.

Теорема Штейница. Если каждый из векторов b1, b2, …, bm является ли-
нейной комбинацией векторов a1, a2, …, an и m > n, то векторы b1, b2, …, bm 
линейно зависимы.

Следствие. В любой системе n-мерных векторов не может быть более, чем n 
линейно независимых векторов.

Действительно, любой n-мерный вектор выражается в виде линейной ком-
бинации n единичных векторов, и поэтому если система содержит m векторов 
(m > n), то по теореме Штейница она линейно зависима.

3.3. Базис и размерность линейного пространства.  
Ранг и базис системы векторов

Пусть L — ​линейное пространство и пусть Q ⊂ L — ​произвольное множе-
ство векторов этого пространства.

Упорядоченная система элементов {e1, e 2, …, e s} ⊂ Q называется базисом 
в Q, если:

1) система {e1, e 2, …, e s} линейно независима;
2)  Q∀ ∈a  :i∃λ ∈

	
1

.
s

i i
i=

= λ∑a e 	 (3.3)

Формула (3.3) называется разложением элемента a по базису {e1, e 2, …, e s}. 
Коэффициенты li называются координатами элемента a в базисе {e1, e 2, …, e s}.

Теорема 3.1. Разложение элемента a по базису {e1, e 2, …, e s} единственно.
В силу единственности разложения каждый элемент (вектор) однозначно 

может быть определен координатами в некотором базисе.
Пример 3.2.
1. Векторы (1; 0) и (0; 1) образуют базис двумерного векторного простран-

ства. Имеем 2
1 2( ; ) :x x∀ = ∈x 1 2 1 2( ; ) (1; 0) (0;1).x x x x= +

2. Векторы (1;1) и (–1;1) также образуют базис двумерного векторного 
пространства:

	 1 2 1 2
1 2( ; ) (1;1) (1; 1).

2 2
x x x x

x x
+ −

= + −
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Можно привести и другие примеры векторов, которые образуют базис 
двумерного векторного пространства.

3. Векторы (1; 0; 0) и (0; 1; 0) не образуют базис трехмерного векторного 
пространства: если мы рассмотрим вектор (0; 0; 1), то ни при каких значениях 
х1 и х2

	 (0; 0; 1) ≠ х1(1; 0; 0) + х2(0; 1; 0).

В самом деле, х1(1; 0; 0) + х2(0; 1; 0) = (х1, х2, 0).
4. Рассмотрим еще один пример трех векторов на плоскости, не образующих 

базис: такими, например, являются векторы (1;1), (1; 0) и (0; 1).
Возьмем вектор (2; 3). С одной стороны, (2; 3) = 2 · (1; 0) + 3 · (0; 1) + 0 · (1; 1); 

с другой стороны, (2; 3) = 1 · (1; 0) + 2 · (0; 1) + 1 · (1; 1).
Разложение вектора неоднозначно. Нарушается условие единственности.
Теорема 3.2. Если система элементов Q ⊂ L обладает базисами, то все они 

состоят из одинакового числа элементов, называемого рангом Q (rang (Q) = 
= r (Q)).

То есть ранг Q — ​максимальное число линейно независимых элементов 
системы.

Доказательство. В самом деле, пусть 1 2{ , , , }s′′ ′ ′ ′= 〈 〉e e e e  и  1 2{ , , , }s′′′′ ′′ ′′ ′′= 〈 〉e e e e 
= 〈e″〉 — ​два базиса в Q и s′ ≠ s″. Пусть, например, s″ > s′. Так как 〈e′〉 базис в Q, 
то каждый из векторов 〈e″〉 линейно выражается через 〈e′〉. Но s″ > s′, поэтому 
по теореме Штейница векторы 〈e″〉 линейно зависимы, а это противоречит 
определению базиса 〈e″〉.

Если все пространство L имеет базис из n элементов, то оно называется 
конечномерным и обозначается Ln, где n = dim Ln — ​число векторов в любом 
базисе, называемое размерностью пространства.

Рассмотрим пространство ,1 2{ : ( , , , ), 1, } :n
n ix x x x i n= ∈ =x  

  rang n = 
= dim n = n. В качестве базиса в n можно взять систему единичных векторов 
{i1, i 2, …, i n}, где

	

( )
( )

( )

1

2

1, 0, ,0 ,

0,1, ,0 ,
.......................

0, 0, ,1 .n

 =


=


 =







i

i

i

Если нельзя указать базис, то пространство называется бесконечномерным. 
Например, пространство непрерывных функций.
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Пример 3.3. Показать, что векторы a1 = (2; 1; 3), a2 = (1; 1; –1), a3 = (–1; 1; 1) 
образуют базис в 3. Найти координаты вектора b = (1; 6; 4) в этом базисе.

Решение. Три вектора a1, a2, a3 образуют базис, если они линейно незави-
симы, т. е. равенство a1a1 + a2a2 + a3a3 = θ, или

	 1 2 3

2 1 1 0
1 1 1 0 ,
3 1 1 0

       −
       α + α +α =       
       −       

выполняется только при одновременном равенстве нулю чисел a1, a2, a3.
Соответствующая система уравнений имеет вид:

	
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0,
0,

3 0.

 α + α −α =
 α +α +α =
 α − α +α =

Определитель этой системы 
2 1 1
1 1 1 10 0,
3 1 1

−
∆ = = ≠

−
 значит, система имеет 

единственное решение a1 = a2 = a3 = 0, следовательно, векторы a1, a2, a3 линейно 
независимы и образуют базис.

Найдем координаты b1, b2, b3 вектора b = (1; 6; 4) в базисе a1, a2, a3:

	 b = b1a1 + b2a2 + b3a3.

Запишем последнее равенство в матричном виде, представив векторы как 
матрицы-столбцы:

	 1 2 3

1 2 1 1
6 1 1 1 .
4 3 1 1

       −
       = β +β +β       
       −       

	

Данное равенство является линейной системой уравнений с тремя пере-
менными:

	
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1,
6,

3 4.

 β +β −β =
 β +β +β =
 β −β +β =
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Решим систему методом Гаусса — ​Жордана:

	

2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 6 1 0 2 5 1 0 2 5 0 0 2 6 : 2
3 1 1 4 5 0 0 5 : 5 1 1 0 0 11 0 0

  −    − − − −        → − → − → →         −         

	

0 1 1 1 0 1 0 2
0 0 1 3 0 0 1 3 .

1 1 0 0 11 0 0

 −  −   
→ →   

       

Система уравнений имеет единственное решение: b1 = 1, b2 = 2, b3 = 3. Таким 
образом, b = a1 + 2a2 + 3a3.

3.4. Нахождение базиса системы векторов a1, a 2, …, a m (ai ∈ n)

Составим векторное равенство

	  1 1 2 2 .m mα +α + …+α =a a a q  	

Запишем его в матричном виде, представив векторы как векторы-столбцы:

	 1 1 2 2A A A .m mα +α +…+α = q  	 (3.4)

Для отыскания базиса системы векторов A1, A 2, …, A m находят общее ре-
шение однородной системы линейных уравнений (3.4).

С помощью преобразований Гаусса — ​Жордана матрица из коэффициентов 
при неизвестных приводится к виду

	

A A A A1 1

1, 1 1,

, 1 ,

1 0

0 1

r r m

r m

r r r m

q q

q q

+

+

+

′ ′ ′ ′

 
 
 
 
 

 

 

     

 

.	 (3.5)

Векторы A1, A 2, …, A r преобразовались в единичные A A A1 2, , , r′ ′ ′
 , поэто-

му эти векторы линейно независимы и составляют базис системы элементов 
(векторов) A1, A 2, …, A m.

На практике номер базисной переменной и номер уравнения не обязатель-
но совпадают. Векторы — ​коэффициенты уравнения (3.4) при неизвестных 
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базисных переменных образуют базис системы векторов A1, A 2, …, A m. Из (3.5) 
вытекает

	
A A A

A A A

1 1 1 1 1

1 1

,r ,r r,r r

m ,m r,m r

q q

q q

+ + +
 = + +


 = + +







или

	 ( )A A,
1

1, .
r

j r i r j i
i

q j m r+ +
=

= = −∑

То есть элементы каждого из столбцов A A1, ,r m+′ ′
  матрицы (3.5) являются 

соответственно коэффициентами разложения вектора Aj по векторам найден-
ного базиса A1, A 2, …, A r.

Пример 3.4. Дана система векторов: a1 = (5; 2; –3; 1), a2 = (4; 1; –2; 3), 
a3 = (1; 1; –1; –2), a4 = (3; 4; –1; 2); a5 = (8; 5; –6; –5).

1. Найти два разных базиса Б1 и Б2 этой системы;
2. Найти координаты всех векторов этой системы в базисах Б1 и Б2.
Решение. Заметим, что так как пространство четырехмерное, а векторов 5, 

то система линейно зависима (см. следствие из теоремы Штейница). Составим 
векторное равенство:

	 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 .α +α +α +α +α =a a a a a q

Запишем его в матричном виде, представив векторы как матрицы-столбцы:

	 1 2 3 4 5

5 4 1 3 8 0
2 1 1 4 5 0

.
3 2 1 1 6 0

1 3 2 2 5 0

           
           
           α + α +α +α +α =           − − − − −
                      − −           

Составим матрицу из коэффициентов и воспользуемся элементарными 
преобразованиями со строками матрицы по методу Гаусса — ​Жордана:

	

( )5 4 1 3 8 1 2

2 1 1 4 5
3 2 1 1 6

1 3 2 2 5

  × − + + × +
 
  → − − − − − 
 − − 
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( ) ( ) ( )
5 4 1 3 8

3 3 0 1 3 3 2 8

2 2 0 2 2
11 11 0 8 11

 
 
− − − × − + × − + × − + → → 
 
 
 

	

14 13 1 0 17
14 13 1 0 17 1 0 1 0 4

3 3 0 1 3
3 3 0 1 3 0 0 0 1 0 .

8 8 0 0 8 : 8
1 1 0 0 11 1 0 0 135 35 0 0 35 : 35

        − − −     → → − − − →               

Наконец, поменяем местами строки:

	
1 1 0 0 1
1 0 1 0 4 .
0 0 0 1 0

 
 

→  
  
 

Итак, a2, a3, a4 — ​базисные переменные, векторы a2, a3, a4 образуют базис Б1 
системы Q = {a1, a 2, a3, a4, a5}.

Запишем разложения оставшихся векторов в базисе Б1 = {a2, a3, a4}:

	 a1 = 1 · a 2 + 1 · a3 + 0 · a4 = a 2 + a3, a5 = 1 · a 2 + 4 · a3+ 0 · a4 = a 2 + 4a3.

В нашем примере базис образуют три вектора a2, a3, a4. Но если выбрать 
другие базисные переменные, то, соответственно, изменится и базис. Количе-

ство способов выбора базиса не превышает величины 3
5

5! 10.
2!3!

C = =  Кроме 

того, для каждого набора трех векторов можно выбрать 3! упорядоченные 
совокупности. Общее количество способов выбора трех линейно независимых 
векторов не превзойдет 10 × 6 = 60.

Для того чтобы найти другой базис, необходимо выбрать какой-либо дру-

гой разрешающий элемент. В матрице 
1 0 1 0 4
0 0 0 1 0
1 1 0 0 1

 
 
 
 
 

 можно выбрать в ка-

честве разрешающего элемента, например, число 1 в первой строке и в первом 
столбце:
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1 0 1 0 4 1 0 1 0 4
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 .
1 1 0 0 1 0 1 1 0 3

   
   
 →  
    − −    

Базисными переменными являются a1, a2, a4. Векторы a1, a2, a4 образуют 
базис Б2 системы Q = {a1, a 2, a3, a4, a5}. Запишем разложения оставшихся век-
торов в базисе Б2 = {a1, a2, a4}: a3 = a1 – a2, a5 = 4a1 – 3a2. Аналогичным образом 
можно перебрать все наборы базисных переменных и соответствующих наборов 
линейно независимых систем.

3.5. Формула преобразования координат элемента 
при преобразовании базиса

Пусть 1 2{ , , , }n = 〈 〉e e e e  и  1 2{ , , , }n′ ′ ′ ′= 〈 〉e e e e  — ​два базиса в Ln. Тогда ∀ x ∈ Ln

	
1

n

i i
i

x
=

=∑x e 	 (3.6)

и

	
1

.
n

i i
i=

′ ′=∑x ex 	 (3.7)

Обозначим через X

1

2

n

x
x

x

 
 
 =  
  
 



 и  X

1

2

n

x
x

x

′ 
 ′ ′ =  
  ′ 



 координатные векторы-столбцы 

элемента x в базисах 〈e〉 и 〈e′〉 соответственно.
Каждый из элементов базиса 〈e′〉 разложим по базису 〈e〉:

	

1 11 1 21 2 1

2 12 1 22 2 2

1 1 21 2

,
,

...........................................

n n

n n

n n nn n

t t t
t t t

t t t

′ = + + +
 ′ = + + +


 ′ = + + +







e e e e
e e e e

e e e e
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или ( ) ( )
11 12 1

21 22 2
1 1 2

1 2

.

n

n
n n

n n nn

t t t
t t t

t t t

 
 
 ′ ′ ′ =  
  
 





 

   



2e e e e e e

Если обозначить

	 T

11 12 1

21 22 2

1 2

,

n

n

n n nn

t t t
t t t

t t t

 
 
 =  
  
 





   



то последнее равенство можно записать в виде

	 ( ) ( )T,1 2 1 2n n′ ′ ′ = e e e e e e 	 (3.8)

где T — ​матрица перехода от базиса 〈e〉 к базису 〈e′〉. Из (3.8) вытекает

	 ( ) ( )= T .1
1 2 1 2n n

−′ ′ ′
 e e e e e e 	 (3.9)

Перепишем (3.6) в матричном виде и воспользуемся (3.9):

	 ( ) ( ) ( )X= T X.

1

2 1
1 2 1 2 1 2n n n

n

x
x

x

−

 
 
  ′ ′ ′= = 
  
 

  



e e e e e e e e ex

С  другой стороны, переписывая (3.7) в  матричном виде, имеем 
( )X .1 2 n′ ′ ′ ′= e e ex  В силу единственности разложения элемента x относитель-

но базиса 〈e′〉 получаем

	 X′ = T–1X

или

	 X = TX′.

Пример 3.5. Найти координаты геометрического вектора x = –i +2j + k в ба-
зисе 〈e′〉, состоящем из векторов 1 ,′ = +e i j  2 3, .′ ′= + = +e j k e i k

Матрица перехода от базиса {i, j, k} к базису 1 2 3{ , , }′ ′ ′e e e  имеет вид

	 Т

1 0 1
1 1 0 .
0 1 1

 
 =  
 
 



115

Координаты вектора в новом базисе определяются равенством: X′ = T–1X. 
Это решение матричного уравнения X = TX′. Для его нахождения воспользуемся 
методом Гаусса — ​Жордана: (T | X) → (E | T–1X):

	
1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0
1 1 0 2 0 1 1 3 0 1 1 3 0 1 0 2 .
0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 2 2 0 0 1 1

       − − −
       → − → − →       
       − −       

Искомый вектор-столбец X

0
2
1

 
 ′ =  
 − 

 или 2 32 .′ ′= −x e e

Пример 3.6. Исходя из условий примера 3.4:
1) найти матрицу перехода Т из базиса Б1 в базис Б2;
2) проверить, связаны ли соотношением  Б  БА Т А

2 1

1[ ] [ ]−=  координаты лю-
бого вектора А этой системы в базисах Б1 и Б2.

Напомним, что векторы а2, а3, а4 образуют базис Б1 системы Q =  
= {a1, a 2, a3, a4, a5}:

	

1 1 0 0 1

1 0 1 0 4 .

0 0 0 1 0

 
 
 
  
 

Разложения оставшихся векторов в базисе Б1 = {a2, a3, a4}: a1 = 1 · a 2 + 1 · a3+ 0 · a4 = 
= a 2 + a3; a5 = 1 · a 2 + 4 · a3+ 0 · a4 = a 2 + 4a3.

Если выбрать в качестве разрешающего элемента, например, число 1 во вто-
рой строке и в первом столбце, то получаем матрицу вида

	
0 1 1 0 3
1 0 1 0 4 .
0 0 0 1 0

 − −
 
 
 
 

Теперь векторы а1, а2, а4 образуют базис системы Б2. Разложения векторов 
в базисе Б2 = {a1, a2, a4}: a3 = a1 — ​a2; a5 = 4a1–3a2.

Найдем матрицу перехода Б БТ=Т
1 2→  от базиса Б1 = {a2, a3, a4} к базису 

Б2 = {a1, a2, a4}:

	 (a1, a2, a4) = (a2, a3, a4) T.

Для решения матричного уравнения AX = B воспользуемся методом Гаус-
са — ​Жордана: ((A | B)) → (E | A– 1B)).
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Итак, (a2, a3, a4 | a1, a2, a4) → (E | T) или в матричном виде:

	
1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 0 .
0 0 1 0 0 1

 
 
 
 
 

Очевидно, Т

1 1 0
1 0 0 .
0 0 1

 
 =  
 
 

Проверим правильность формул, например, для вектора А5:

	
 Б  Б  Б  Б

А Т А или Т А А
2 1 2 1

1
5 5 5 5 .−= =              

Действительно,

	
 Б  Б

Т А А
2 1

5 5

1 1 0 4 1
1 0 0 3 4 .
0 0 1 0 0

    
    = − = =          
    
    

3.6. Скалярное произведение, угол и длина вектора  
в евклидовом пространстве

Линейное пространство L называется евклидовым пространством, если 
любым двум векторам x и y из L ставится в соответствие число, обозначаемое 
как (x, y) или x · y и удовлетворяющее следующим условиям:

1) (x, y) = (y, x) (симметричность);
2) (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y) (аддитивность);
3) (lx, y) = l(x, y) = (x, ly) (∀λ∈ ) (однородность);
4) (x, x) ≥ 0, (x, x) = 0 ⇔ x = θ (невырожденность).
Произвольное евклидово пространство обозначают буквой Е или Еn (индекс 

n указывает размерность пространства).
Число (x, y) называется скалярным произведением векторов x и y.
Определим скалярное произведение векторов, заданных координатами 

x = (x1, …, xn) и y = (y1, …, yn), формулой

	 (x, y) = x1 y1 + … + xn yn.
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Длиной (нормой) вектора ( )1, , n
nx x= ∈ x  называется число

	 ( ) 2 2 2
1, .nx x= = = + +x x x x

Углом между ненулевыми векторами x и y евклидова пространства называ-
ется число j, определяемое равенством

	
( , )cos cos( , ) , 0 .x y

∧

ϕ = = ≤ ϕ ≤ π
⋅

x y
x y

	 (3.10)

Свойства длины вектора
1.	 Для любых элементов x, y ∈ E справедливо неравенство Коши* — ​Буня-

ковского**:

	 |(x, y)| ≤ | x | · | y |

или

	 2 2 2 2
1 1 1 1... ... .n n n nx y x y x x y y+ + ≤ + + ⋅ + +

Рассмотрим (x + ly, x + ly), где l ∈ . По определению скалярного произ-
ведения (x + ly, x + ly) ≥ 0 ∀ x, y. Используя свойства скалярного произведения, 
получаем (x + ly, x + ly) = (x, x) + 2l(x, y) + l2(y, y) ≥ 0. Квадратное неравенство 
верно для λ ∈ . Поэтому дискриминант квадратного трехчлена меньше или 
равен нулю:

	 ( ) ( ) ( ) ( )4 , , 4 , , 0⋅ − ⋅ ≤ ⇒x y x y x x y y

	 ( , ) ( , ) ( , ).⇒ ≤x y x x y y

Замечание. Из неравенства Коши — ​Буняковского следует, что

	
( ),

1 1,− ≤ ≤
⋅

x y
x y

т. е. |cos j| ≤ 1. А это означает, что угол j в (3.10) определен корректным образом.

*  Огюстен Луи Коши (1789–1857) — ​французский математик и механик, член Парижской 
академии наук, Лондонского королевского общества, Петербургской академии наук и других 
академий. Его имя внесено в список величайших ученых Франции, помещенный на первом 
этаже Эйфелевой башни.

**  Виктор Яковлевич Буняковский (1804–1889) — ​знаменитый российский математик, 
академик Петербургской академии наук, автор работ в области теоретической механики, истории 
математики, математической физики и чистой математики, теории вероятностей, изобретатель 
математических счетных устройств. В течение 30 лет своей жизни считался главным русским 
экспертом по демографической статистике.
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2.	 Для любых элементов x, y ∈ E справедливо неравенство Минковского* 
(неравенство треугольника):

	 | x + y | ≤ | x | + | y |.

Действительно,

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2

, , 2 , , , 2 ( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) .

+ + = + + ≤ + + =

= + = +

x y x y x x x y y y x x x x y y y y

x x y y x y

Значит,

	 ( )22 .+ ≤ +x y x y

Извлекая квадратный корень, получим требуемое неравенство.
Следствие. Для любых элементов x, y ∈ E справедливо неравенство

	 – .−≥x y x y

Ненулевые векторы x и y евклидова пространства называются ортогональ-
ными, если их скалярное произведение равно нулю, т. е. (x, y) = 0.

Система векторов называется ортогональной, если векторы этой системы 
попарно ортогональны.

Теорема 3.3 (Пифагора). Для любых ортогональных элементов x, y, ∈ E 
справедливо равенство

	
2 2 2 .+ = +x y x y

Вектор x: | x | = 1, называется нормированным.
Система векторов называется ортонормированной, если векторы этой си-

стемы попарно ортогональны и имеют длину, равную единице.
Справедливы следующие утверждения.
Теорема 3.4. Ортогональная система ненулевых векторов а1, а2, …, аn ли-

нейно независима.
В самом деле, предположим противное. Тогда 2

1
1

, , 0 :
n

n i
i=

 
∃α α α > 

 
∑

	 a1a1 + a2a2 + … + ana n = θ.

Пусть для определения ai ≠ 0. Умножим обе части на вектор ai:

	 ( ) ( ) ( )1 1, , , 0i i i i n n iα + +α + + α = a a a a a a .

*  Герман Минковский (1864–1909) — ​немецкий математик, разработавший геометриче-
скую теорию чисел и геометрическую четырехмерную модель теории относительности.
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Все слагаемые, кроме i-го, обращаются в нуль в силу ортогональности си-
стемы, поэтому ai (ai, ai) = 0, что невозможно: ai ≠ 0, (ai, ai) ≠ 0.

Теорема 3.5. Матрица Р перехода от одного ортонормированного базиса 
к другому ортонормированному базису обладает свойством

	 P–1 = PT.

Матрица Р называется ортогональной, если

	 PT P = P PT = E.

Если TP P
11 1 11 1

1 1

... ...
, ,

ï n

ï ï ï n ï ï

p p p p

p p p p

   
   = − − − − − = − − − − −   
   
    

 то для ортогональных матриц имеем

	
1

1, ,
0, ,

n

kj lj kl
j

k l
p p

k l=

=
= δ =  ≠

∑

т. е. строки (столбцы) образуют ортонормированные системы векторов.

3.7. Задача ортогонализации

Пусть {a1, a2, …, ak} (k ≤ n) — ​линейно независимая система в E. По задан-
ной системе требуется построить ортогональную систему ненулевых векторов 
{b1, b2, …, b k}.

Положим b1 = a1. Построим вектор

	 b2 = a2 + k b1	 (3.11)

так, чтобы он был ортогонален вектору b1: (b2, b1) = 0. Из условия ортогональ-
ности найдем k. Умножим скалярно (3.11) на b1, получим (b2, b1) = (a2, b1) + 

+ k (b1, b1) = 0, откуда 
( )
( )

2 1

1 1

,
,

,
k = −

a b
b b

 т. е.

	
( )
( )

2 1
2 2 1

1 1

,
.

,
= −

a b
b a b

b b

Построим вектор

	 b3 = a3+ k1 b1 + k2 b2, 	 (3.12)
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ортогональный векторам b1 и b2. Для этого умножим скалярно равенство (3.12) 
последовательно на b1 и b2 и приравняем к нулю:

	 ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 1 1 1 1 2 2 1, , , , 0, k k= + + =b b a b b b b b

	 ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2 1 1 2 2 2 2, , , , 0.k k= + + =b b a b b b b b

Так как (b2, b1) = (b1, b2) = 0, то из последних двух равенств находим

	
( )
( )

( )
( )

3 1 3 2
1 2

1 1 2 2

, ,
, .

, ,
k k= − = −

a b a b
b b b b

Таким образом,

	
( )
( )

( )
( )

3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

, ,
.

, ,
= − −

a b a b
b a b b

b b b b

Продолжая этот процесс, на k-м шаге получим:

	
( )
( )

( )
( )

1 1
1 1

1 1 1 1

, ,
.

, ,
k k k

k k k
k k

−
−

− −

= − − −

a b a b
a a b b

b b b b

Пример 3.6. Построить ортонормированную систему векторов путем орто
гонализации линейно независимой системы:

	 a1 = (1; 1; 1; 1), a2 = (3; 3; –1; –​1), a3 = (–2; 0; 6; 8).

Положим
	 b1 = a1 = (1; 1; 1; 1).

Построим вектор 
( )
( )

2 1
2 2 1

1 1

,
.

,
= −

a b
b a b

b b
 Для этого находим

	 (a2, b1) = 3 · 1 + 3 · 1 + (–1) · 1 + (–1) · 1 = 4, (b1, b1) = 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 = 4.

Вектор

	 ( ) ( ) ( )2
43; 3; 1; 1 1;1;1;1 2; 2; 2; 2 .
4

= − − − = − −b

Построим вектор 
( )
( )

( )
( )

3 1 3 2
3 3 1 2

1 1 2 2

, ,
.

, ,
= − −

a b a b
b a b b

b b b b
 Находим аналогично ска-

лярные произведения (a3, b1) = 12, (a3, b2) = –32, (b2, b2) = 16. Вектор
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	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

32122; 0; 6; 8 1;1;1;1 2; 2; 2; 2 1;1; 1;1 .
4 16

−
= − − − − − = − −b

Найдем длины векторов b1, b2, b3:

	 1 2 31 1 1 1 2, 4 4 4 4 4, 1 1 1 1 2.= + + + = = + + + = = + + + =b b b

И, наконец, запишем ортонормированную систему векторов:

	 31 2

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1; ; ; , ; ; ; , ; ; ; .
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

     = = − − = − −     
     

bb b
b b b

Задания для самостоятельного решения

3.1. Показать, что векторы a1 = (2; 3; 0), a2 = (–1; 4; 2), a3 = (–3; –5; 7) образуют 
базис в 3. Найти координаты вектора b = (1; 12; 11) в этом базисе.

3.2. Для данной системы векторов:
a1 = (1; 2; –1; 0), a2 = (–1; 1; –2; 1), a3 = (0; 3; –3; 1), a4 = (1; –1; 2; –1);
1) найти два разных базиса Б1 и Б2 этой системы;
2) найти координаты всех векторов этой системы в базисах Б1 и Б2;
3) найти матрицу перехода Т из базиса Б1 в базис Б2;
4) проверить, связаны ли соотношением  Б  БА Т А

2 1

1[ ] [ ]−=  координаты лю-
бого вектора А этой системы в базисах Б1 и Б2.

3.3. Даны координаты вектора x = 6e1 +9e2 + 14 e3 в базисе {e1, e2, e3}. Докажи-
те, что векторы 1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3, 2 , 2 3′ ′ ′= + + = + + = + +e e e e e e e e e e e e  образуют базис, 
и найдите координаты вектора х в этом базисе.

3.4. В пространстве L2 заданы три базиса: 〈e〉 = {e1, e2}; 〈 f 〉 = {f1, f2};  
〈 g 〉 = {g1, g2}, причем f1 = e1 + e2, f2 = –e1 + e2; g1 = –2e1 + 4e2, g2 = –2e1 + 6e2. Найти 
матрицу перехода от базиса 1 2{ , }〈 〉 =f f f  к базису 1 2{ , }.〈 〉 =g g g

Указание. Если A B, ,〈 〉→〈 〉 〈 〉→〈 〉e f e g  то  А, B= А В1 .−= =f e g e f  Поэтому искомая 
матрица С =A B1 .−

〈 〉→〈 〉f g

3.5. Построить ортонормированную систему векторов путем ортогонали-
зации линейно независимой системы:

a1 = (1; 1; –1; –1), a2 = (3; –1; –1; –1), a3 = (2; –1; 1; –2).
3.6. Проверить ортогональность системы векторов в евклидовом простран-

стве Е4, a1 = (1; –1; 2; 0), a2 = (–1; 1; 1; 3), и дополнить ее до ортогонального базиса.
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Ответы к заданиям для самостоятельного решения
3.1. (3; 2; 1).〈 〉 =àb  3.2. а) Б1 = {a1, a2}, Б1 = {a2, a3};
б) Б1 = {a1, a2}: a3 = a 1 + a2, a4 = –a2; Б2 = {a2, a3}: a1 = –a 2 + a3, a4 = –a2;

в)  Б БТ
1 2

0 1
;

1 1→

 
=  
 

 г)  [ ] [ ] Б  Б
Т

2 1
4 4

0 1 1 0
: .

1 1 0 1
a a

−    
= =    −    

3.3. {1; 2; 3}.〈 〉 =ex  3.4. 
1 2

.
3 4
 
 
 

3.5. 31 2

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1; ; ; , ; ; 0; 0 , 0; 0; ; .
2 2 2 2 2 2 2 2

    = − − = − = −    
     

bb b
b b b

3.6. a1 = (1; –1; 2; 0), a2 = (–1; 1; 1; 3), a3 = (1; 1; 0; 0), a4 = (1; –1; –1; 1).

Тесты

3.1. Линейно независимой системой векторов пространства 3 является:
а) (1; 2; 3), (–1; –1; –1), (0; 0; 0);
б) (1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1);
в) (2; 2; 2), (–1; –1; –1), (1; 2; 3);
г) (2; 2; 2), (1; 1; 0), (1; 0; 1).
3.2. Предприятие выпускает четыре вида изделий с использованием че-

тырех видов сырья. Нормы расхода сырья заданы векторами: a1 = (1; 2; 3; 4), 
a2 = (1; 0; 5; 3), a3 = (2; 6; 8; 0), a4 = (3; 2; 5; 1). Суммарные затраты на все виды 
изделий, если план выпуска составляет (10; 15; 20; 25), равны:

а) 480; б) 840; в) 1020; г) 804.
3.3. Матрица перехода от базиса 1 2{ , }〈 〉 =f f f  к базису 1 2{ , }〈 〉 =g g g  имеет 

вид 
4 5

,
2 3
 
 
 

 тогда координаты векторов 1 2{ , }〈 〉 =f f f в базисе 1 2{ , }〈 〉 =g g g  равны:

а) f1 = (3/2; –1), f2 = (– 5/2; 2);
б) f1 = (–3/2; 5/2), f2 = (–5/2; 2);
в) f1 = (–3/2; 2), f2 = (–5/2; 3/2);
г) f1 = (5/2; 2), f2 = (–5/2; –2).
Указание. Если A ,〈 〉→〈 〉f g  то  A A 1

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .−= ⇒ =g g f f f f g g



3.4. Векторы a1 = (3; 2m; 0), a2 = (–2; 1; n), a3 = (p; 2; 2) образуют ортогональ-
ный базис в пространстве 3, если:

а) m = p = –4, n = –5;
б) m = –3, n = 5, p = –4;
в) m = 3, n = –5, p = –4;
г) m = n = p = 4.
3.5. Вектор c дополняет векторы a1 = (1; –1; 2; 0), a2 = (–1; 1; 1; 3) до ортого-

нального базиса, если его координаты равны:
а) c = (1; 1; 1; 0);
б) c = (1; –1; –1; 1);
в) c = (1; –1; 1; 0);
г) c = (1; 1; 1; –3).
3.6. Координаты вектора b = (20; 3; –8) в базисе a1 = (2; 2; 3), a2 = (1; –1; 4), 

a3 = (4; –3; –5) равны…
а) (5; –2; 3);
б) (–2; 1; 3);
в) (2; 2; 2);
г) (1; 1; 0).

Ответы к тестам
3.1. б)  (1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1); г)  (2; 2; 2), (1; 1; 0), (1; 0; 1). 3.2. б)  840. 

3.3. а) f1 = (3 / 2; –1), f2 = (–5 / 2; 2). 3.4. в) m = 3, n = –5, p = –4. 3.5. б) c = (1; –1; –1; 1). 
3.6. а) (5; –2; 3).



124

4. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ

4.1. Векторы на плоскости и в пространстве

Вектором на плоскости или в пространстве называется направленный 
отрезок.

Вектор обычно обозначается строчной буквой со стрелкой — ​a (либо буква 
выделяется полужирным шрифтом — ​а) или же двумя заглавными буквами, 
означающими начало и конец вектора, — AB



 (или AB). Мы будем рассматри-
вать так называемые свободные векторы, начальную точку которых выбирают 
произвольно.

Нулевой вектор — ​вектор, начало и конец которого совпадают. Обозначе-
ние: .



q

Длиной (модулем) вектора | | | |AB a=


  называется число, равное длине от-
резка АВ, изображающего вектор.

Вектор, длина которого равна единице, называется единичным вектором 
или ортом.

Векторы иa b


  называются коллинеарными, если они расположены на одной 
прямой или параллельных прямых. Обозначение: || .a b



  Коллинеарные векторы 
могут быть сонаправленными и противоположно направленными.

Нулевой вектор коллинеарен любому вектору.
Векторы , и a b c



  называются компланарными, если они расположены 
в одной плоскости или в параллельных плоскостях.

Коллинеарные векторы всегда компланарны, но не любые компланарные 
векторы коллинеарны.

Векторы иa b




называются равными ( ),a b=




если их длины равны и они 
сонаправлены.

Всякие векторы можно привести к общему началу, т. е. построить векторы, 
равные данным и выходящие из одной точки. Из определения равенства векто-
ров следует, что любой вектор имеет бесконечно много векторов, равных ему.
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Линейные операции над векторами
Суммой векторов иa b



  называется третий вектор ,c a b= +


   который идет 
из начала вектора a  в конец второго вектора ,b



 если второй вектор выходит 
из конца первого.

Произведением числа l на вектор a  называется вектор ,b


 имеющий длину 
| | | || |,b a= λ


  при этом векторы иa b


  коллинеарные. Если l > 0, то векторы 
иa b


  одинаково направлены ( ),b a↑↑




 если l < 0, то векторы противоположно 
направлены ( ).b a↑↓





Базисом в пространстве называются любые три некомпланарных вектора, 
взятые в определенном порядке.

Базисом на плоскости называются любые два неколлинеарных вектора, 
взятые в определенном порядке.

Базисом на прямой называется любой ненулевой вектор.
Системой координат на плоскости или в пространстве называется сово-

купность точки начала отсчета (начала координат О) и некоторого базиса.

4.2. Декартова прямоугольная система координат в 3.  
Скалярное произведение векторов

Система координат, базис которой ортонормирован, называется декарто-
вой прямоугольной системой координат.

В трехмерном пространстве 3 декартов прямоугольный базис образуют 
векторы , , ,i j k

  

 направленные соответственно вдоль осей Ox, Oy, Oz. Они 
обладают следующими свойствами:

1. Заданные в координатах векторы , ,i j k
  

 имеют вид:

	 ( ) ( ) ( )1; 0; 0 , 0;1; 0 , 0; 0;1 .i j k= = =
  

2. Матрица, составленная из координат векторов 
1 0 0
0 1 0 ,
0 0 1

 
 
 
 
 

 имеет ранг, 

равный 3. Поэтому строки матрицы линейно независимы, а следовательно, 
и соответствующие им векторы , ,i j k

  

 линейно независимы.
3. Векторы , ,i j k

  

 перпендикулярны друг другу (взаимно ортогональны).
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4. Пусть a OM=


  — ​произвольный вектор. Векторы , ,x y za i a j a k
  

 располо-
жены на соответствующих координатных осях, а их сумма равна:

	 .x y za i a j a k a+ + =
   

	 (4.1)

Формула (4.1) называется разложением вектора a


 по базису { , , }.i j k
  

 Числа 
ах, аy, аz называются координатами вектора .a O M=

 

Косинусы углов a, b, g, образованных вектором ( ; ; )x y z x y za a a a a i a j a k= = + +
  



 
с положительными направлениями осей Ох, Оy, Oz соответственно, находятся 
в виде отношений

	 cos , cos , cos
| | | | | |

yx z
aa a

a a a
α = β = γ =  

и называются направляющими косинусами (рис. 4.1).

x

z

y

γ
β

α
O

M

k

i j

a

Рис. 4.1. Разложение вектора по декартову прямоугольному базису

Замечание. Если вектор ( ; ; )x y za a a a=
  является е д и н и ч н ы м  (длина 

вектора равна единице), то

	 cos , cos , cos .x y za a aα = β = γ =

Очевидно, что

	 2 2 2cos cos cos 1.α + β+ γ =

Единичный вектор (орт) полностью задается своими направляющими 
косинусами 0( ) (cos , cos , cos ).a = α β γ



Запишем линейные операции над векторами в координатах. Пусть заданы 
векторы ( ; ; )x y za a a a=

  и  ( ; ; ).x y zb b b b=


 Тогда:
1)  ( ; ; );x x y y z za b a b a b a b± = ± ± ±
 

2)  ( ; ; ).x y za a a aλ ⋅ = λ λ λ
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Скалярным произведением ненулевых векторов называется число:

	 ,cosab a b= ⋅ ⋅ ϕ
  

	 (4.2)

где ,a b
∧ 

 ϕ =
 
 

 

 — ​угол между векторами и .a b
 

Обозначение: ( ),,a b
 

 или ,a b⋅
 

 или .a b
 

Геометрические свойства скалярного произведения:
1. 0;a b a b⊥ ⇔ =
   

2. Если cos j > 0, то  0,a b >
 

 если cos j < 0, то  0.a b <
 

Алгебраические свойства скалярного произведения:
1. ;ab ba=
 

2. ( ) ;a b c ab ac+ = +
    

3. ( ) ( ), .a b abλ = λ λ∈
  



Проекцией вектора a AB=
 

 на вектор l


 называется длина вектора 1 1,A B


 взя-
тая со знаком «+», если направление 1 1A B



 совпадает с направлением l


 (рис. 4.2, а), 
и со знаком «–», если направление 1 1A B



противоположно l


 (рис. 4.2, б):

	 ( )пр = , .cos ,
b
ÀB ÀB ÀB l= ⋅ ϕ ϕ

   

Если векторы выражены через координаты в декартовой системе коорди-
нат ( ; ; )x y za a a a=



 и  ( ; ; ),x y zb b b b=


 то скалярное произведение этих векторов 
определяется как сумма произведений соответствующих координат:

	 ( , ) | | | | cos .x x y y z za b a b a b a b a b= ⋅ ϕ = + +
   

С учетом последнего равенства имеем:
1)  ( ) 2 2 2 2, ;x y za a a a a a a= = = + +


  

А1 В1

В

А ϕ

ϕ

А

В

А1 В1

l l

а б

Рис. 4.2. Проекция вектора на ось
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2) 
( )

2 2 2 2 2 2

,
cos , 0 ;

| | | |
x x y y z z

x y z x y z

a b a b a b a b

a b a a a b b b

+ +
ϕ = = ≤ ϕ ≤ π

⋅ + + + +

 

 

3) 
( )

пр
2 2 2

,
.

| |
x x y y z z

b
x y z

a b a b a b a b
a

b b b b

+ +
= =

+ +


 





Пример 4.1. При каких значениях a  и  b векторы 2a i j k= + + α
   

 и 
4 3b i j k=β − −

   

 являются коллинеарными?
Решение. У коллинеарных векторов координаты пропорциональны:

	     
1 2 1,5; 2.

4 3
α

= = ⇒ α = β = −
β − −

Пример 4.2. При каком значении m векторы 2a i j mk= + +
   

 и  4 2b i j k= − +
   

 
ортогональны?

Решение. Если векторы ортогональны, то их скалярное произведение равно 
нулю: 1 · 2 + (–4) · 1 + 2 · m = 0 ⇒ 2m = 2 ⇒ m = 1.

Пример 4.3. Даны векторы:  (1;1; 3), (2; 1; 6).a b= = − −
 

Найти:
а)  (3 2 )( );a b a b− −

   

б)  пр (2 );
a b

a b
−

− 

 

в) направляющие косинусы вектора .a b−
 

Решение. a)  3 2 (3 4; 3 2; 9 12) ( 1; 5; 21);a b− = − + + = −
 

(1;1; 3) (2; 1; 6) ( 1; 2; 9);a b− = − − − = −
 

(3 2 )( ) ( 1) ( 1) 5 2 21 9 200;a b a b− − = − ⋅ − + ⋅ + ⋅ =
   

( ) ( )( ) ( )( )
( )

-1; 2; 9 0; 3;12
б) пр

2 2 2

2 6 108 1142 ;
86 861 2 9

a b

a b a b
a b

a b−

− − +
− = = = =

− − + +
 

   

 

 

( ) ( )в)
1 1 1 2 9cos ; cos ; cos ( 1; 2; 9) ; ; .

86 86 86 86
a b

a b
 −

α β γ = − = − =  
−  

 

 

Пример 4.4. Даны векторы:  (1; 2; 3), (0;1; 4), (1;1;1).a b c= = =
  

Найти коор-
динаты вектора 1 2 3; ; .( )x x x x=



 Известно, что  4., ,x a x b x c⊥ ⊥ ⋅ =
     

Решение.

	  
1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

0, 1 2 3 0, 10,
0, 0 1 4 0, 8,

1 1 1 4, 2.4,

a x x x x x
b x x x x x

x x x xc x

 ⋅ =  ⋅ + ⋅ + ⋅ = = ⋅ = ⇒ ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⇒ = − 
  ⋅ + ⋅ + ⋅ = =⋅ = 

 

 

 

Ответ: .(10; 8; 2)x = −




129

4.3. Векторное произведение векторов

Упорядоченная тройка некомпланарных векторов ,  ,a b c
  

 называется пра-
вой, если наблюдателю, находящемуся внутри угла, образованного этими век-
торами, кратчайшие повороты от вектора a



 к вектору b


 и от b


 к  c


 видны как 
происходящие против часовой стрелки. В противном случае тройка называется 
левой (риc. 4.3).

«Правая» тройка «Левая» тройка

c

a
b

c

a

b

Рис. 4.3. Ориентация векторов в пространстве
Векторным произведением векторов a



 и  b


 из 3 называется вектор, обо-
значаемый символом a b×

 

 или [ , ],a b



 удовлетворяющий следующим условиям:
1)	 длина вектора a b×

 

 равна площади параллелограмма, построенного 
на векторах a



 и  b


, т. е.

	 sin , , ;a b a b a b
∧ 

× = ⋅ ϕ ϕ =  
 

     

	  (4.3)

2)	 вектор a b×
 

 перпендикулярен векторам a


 и  ;b


3)	 упорядоченная тройка векторов и,a b a b×
   

 — ​правая.
Геометрические свойства векторного произведения:
1. Векторное произведение двух ненулевых векторов равно нулевому векто-

ру тогда и только тогда, когда эти векторы 
коллинеарны.

2. Из определения векторного произ-
ведения следует, что 

,a b S eΠ× =
  

 где SП — ​
площадь параллелограмма, построенного 
на векторах a



 и  ,b


 0( )e a b= ×
  

 — ​единич-
ный вектор (орт) векторного произведе-
ния (рис. 4.4).

Алгебраические свойства векторного 
произведения:

1)  ;a b b a× = − ×
   

a

a × b

b

SП = |a × b|

Рис. 4.4. Иллюстрация к определению 
векторного произведения
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2)  ( ) ( );a b a bλ × = λ ×
   

3)  ( ) ;a b c a c b c+ × = × + ×
      

4)  ( ) .a b c a b a c× + = × + ×
      

Пусть в ортонормированном базисе { , , }i j k
  

 заданы векторы ( ; ; )x y za a a a=
  

и  ( ; ; ).x y zb b b b=


 Тогда разложение векторного произведения a b×
 

 в этом же 
базисе имеет вид:

	 ( ) ( ) ( ) ,y z z y x z z x x y y xa b a b a b i a b a b j a b a b k× = − − − + −
    

или в символической форме:

	 .x y z

x y z

i j k
a b a a a

b b b
× =

  

 

	 (4.4)

Геометрические приложения векторного произведения
1. Вычисление площади SП параллелограмма и площади S∆ треугольника, 

построенных на векторах a  и b


:

	 S S
1, .
2

a b a bΠ ∆= × = ×
   

 	 (4.5)

Действительно, sin , , .S a b a b a b
∧

Π

 
= ⋅ ϕ = × ϕ =  

 

     

2. Нахождение вектора ,c  перпендикулярного заданным векторам  и :a b
 

	 ( ).c a b= λ ⋅ ×
  

Действительно, вектор c


 и вектор a b×
 

 перпендикулярны одной и той же 
плоскости векторов  и ,a b

 

 следовательно, эти векторы коллинеарные (рис. 4.5) 
и отличаются лишь некоторым числовым множителем l.

a

a × b

b

с

Рис. 4.5. Иллюстрация свойства 2 векторного произведения

Пример 4.5. Известно, что 3, 2, .
6

a b π
= = ϕ =

 

 Найти (2 ) ( 2 ) .a b a b+ × −
   
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Решение. Используем формулу (4.3) и алгебраические свойства векторного 
произведения:

	
( ) ( )2 2 2 4 2 4

15 5 sin 5 2 3 15.
6 2

a b a b a a a b b a b b b a b a

b a b a

+ × − = × − × + × − × = × + × =

π
= × = = ⋅ ⋅ ⋅ =

               

   

Пример 4.6. Найти единичный вектор, перпендикулярный векторам 
(0;1; 2)a =



и (1;1; 0).b =


Решение.  ; .a b a a b b× ⊥ × ⊥
     

	
1 2 0 2 0 1

0 1 2 2 2 ,
1 0 1 0 1 1

1 1 0

i j k
a b i j k i j k× = = ⋅ − ⋅ + ⋅ = − + −

  

       

	 ( )2 2 22 2 1 4 4 1 3;a b× = − + + = + + =
 

	 ( ) ( )1 1 2 2 12; 2; 1 ; ; .
3 3 3 3

a b
a b

 = ⋅ × = − − = − − 
 ×

e
 

 

Пример 4.7. Найти площадь треугольника с вершинами A(1; 2; 0), B(1; 0; 1), 
C(2; 1; 2).

Решение. (1 1; 0 2;1 0) (0; 2;1),AB = − − − = −


(2 1;1 2; 2 0) (1; 1; 2).AC = − − − = −


По формуле (4.4)

	

( ) ( ) ( )

2 1 0 1 0 2
0 2 1

1 2 1 2 1 1
1 1 2

4 1 0 1 0 2 3 2 .

i j k
AB AC i j k

i j k i j k

− −
× = − = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

− −
−

= − + ⋅ − − ⋅ + + ⋅ = − + +

  

    

     

Согласно формуле (4.5), S
1 9 1 4 14 .
2 2 2

AB AC∆

+ +
= × = =

 

Пример 4.8. Векторное произведение векторов (3; 1; 5).a b× = −
 

 Найти ко-
ординаты вектора 3 2 .c b a= − ×

  

Решение. Используем алгебраические свойства векторного произведения:

	 ( ) ( ) ( )3 2 3 2 6 6 6(3; 1; 5) (18; 6; 30).c b a b a a b a b= − ⋅ × = − ⋅ × = − − × = × = − = −
        
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4.4. Смешанное произведение векторов

Смешанным произведением упорядоченной тройки векторов ,a b
 

 и  c


 назы-
вается число, обозначаемое символом a b c

  

 или ( , , ),a b c
  

 равное ( ) .a b c×
  

 Таким 
образом, ( ) .a b c a b c= ×

     

Cвойства смешанного произведения:
1. Эквивалентное определение: .( ) ( )abc a b c a b c×= = ×

       

2. Линейность по всем трем сомножителям:

	 ( )1 1 2 2 1 1 2 2 ;a a bc a bc a bcα +α = α +α
      

	 ( )1 1 2 2 1 1 2 2 ;a b b c a b c a b cβ +β =β +β
         

	 ( )1 1 2 2 1 1 2 2 .ab c c abc abcγ + γ = γ + γ
         

3. Цикличность: .abc bca cab= =
      

4. Если V — ​объем параллелепипеда, построенного на векторах , , ,a b c
  

 то

	 ( ) если тройка

если тройка.

, , , — ,

, , , —

V a b c
a b c

V a b c

× = 
−

  

  

  

ïðàâàÿ

ëåâàÿ
	

5. Для того чтобы три вектора , ,a b c
  

 были компланарны, необходимо и до-
статочно выполнение условия

	 0.abc =
 

Необходимость. Пусть векторы , ,a b c
  

 компланарны. Будем считать, что 
они лежат в одной плоскости. Тогда a b×

 

 перпендикулярен плоскости векторов 
и  ,a b

 

 а значит, ,a b c× ⊥
  

 откуда следует, что ( ) 0.a b c× =
  

Достаточность. Пусть ( ) 0.a b c× =
  

 Если предположить, что векторы , ,a b c
  

 
не являются компланарными, то на них можно построить параллелепипед 
с V ≠ 0. Но  |( ) | 0,V a b c= × =

  

 что противоречит предположению.
6. Вычисление смешанного произведения в ортонормированном базисе.
Пусть в ортонормированном (декартовом прямоугольном) базисе { , , }i j k

  

 
заданы векторы ( ; ; ), ( ; ; )x y z x y za a a a b b b b= =

 

 и  ( ; ; ).x y zc c c c=


 Тогда

	 .
x y z

x y z

x y z

a a a
abc b b b

c c c
=

 

	  (4.6)
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Пример 4.9. Даны вершины пирамиды A(1; 2; 0), B(1; 0; 1), C(2; 1; 2), 
D(2; 0; 4). Найти длину высоты, опущенной из вершины D на грань ABC.

Решение. Объем пирамиды равен одной трети площади грани ABC на иско-

мую высоту: S   
S

31 .
3

ABCD
ABCD ABC

ABC

V
V h h= ⋅ ⇒ =  Площадь грани ABC вычислялась 

в примере 4.7.
Найдем смешанное произведение по формуле (4.6):

	 ( ) ( ) ( )0; 2;1 , 1; 1; 2 , 1; 2; 4 .AB AC AD= − = − = −
  

	 ( )
0 2 1 0 2 1

2 1
1 1 2 0 1 2 4 1 3,

1 2
1 2 4 1 2 4

AB AC AD
− −

−
× ⋅ = − = − = = − =

−
− −

  

	 ( )     
S

31 1 3 0,5 3 143 0,5 .
6 6 140,5 14

ABCD
ABCD

ABC

V
V AB AC AD h ⋅

= × ⋅ = ⋅ = ⇒ = = =
⋅

  

Пример 4.10. Определить, при каком значении параметра l точки A(1; 2; 0), 
B(1; 0; 1), C(2; 1; 2), D(l; 0; 1) лежат в одной плоскости.

Решение. Данные точки лежат в  одной плоскости, если векторы 
     (0; 2; 1), (1; 1; 2), ( 1; 0 2; 1 0) ( 1; 2; )    1AB AC AD= − = − = λ − − − = λ − −

  

 компланар-
ны, а значит, их смешанное произведение равно нулю.

	 ( ) ( ) ( )
0 2 1 0 2 1

2 1
1 1 2 0 1 2 1 3 1 0.

1 2
1 2 1 1 0 0

AB AC AD
− −

−
× ⋅ = − = − = λ − = λ − =

−
λ − − λ −

  

Следовательно, точки лежат в одной плоскости при l = 1.



134

4.5. Плоскость в пространстве

Общее уравнение плоскости
Всякая поверхность в пространстве задается в декартовых координатах 

уравнением вида

	 F (x; y; z) = 0.

Если F (x; y; z) — ​многочлен n-й степени, то соответствующая поверхность 
называется алгебраической поверхностью n-го порядка. Справедлива теорема

Теорема 4.7. Всякой плоскости в пространстве 3 с заданной системой 
координат соответствует уравнение первой степени относительно текущих 
координат. Обратно, всякое уравнение Ax + By + Cz + D = 0 первой степени 
относительно текущих координат x, y, z представляет уравнение некоторой 
плоскости.

Доказательство. Рассмотрим в пространстве плоскость Q. Ее положение 
вполне определяется заданием ненулевого вектора ( ; ; )N A B C



 2 2 2( 0),A B C+ + >  
перпендикулярного плоскости Q, и  некоторой фиксированной точки 
M0(x0; y0; z0), лежащей в плоскости Q (рис. 4.6). Вектор ( ; ; )N A B C



 называют 
нормальным вектором (или нормалью) плоскости.

М0

М

N

Q

O

rr0

Рис. 4.6. Геометрическая иллюстрация к теореме 4.7

Пусть 0 0 0 0 0( ; ; )OM r x y z= =
 

 — ​радиус-вектор точки M0, ( ; ; )OM r x y z= =
 

 — ​
радиус-вектор точки M (x; y; z)  (текущий радиус-вектор). Тогда 

00 0 0 0( ; ; )M M r r x x y y z z Q= − = − − − ∈
  

 00 0 0 0( ; ; )M M r r x x y y z z Q= − = − − − ∈
  

и, следовательно, 0 .r r N− ⊥
  

 На основании ортогональности двух векторов 
получаем уравнение плоскости в векторной форме:

	 ( )0 0.N r r− =
  

	  (4.7)
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В координатной форме уравнение (4.7) имеет вид:

	 A (x – x0) + B (y – y0) +C (z – z0) = 0	 (4.8)

или

	 Ax + By + Cz + D = 0	 (4.9)

где 0 0 0 0( ) .D Ax By Cz N r= − + + = −
 

 Уравнение (4.9) представляет собой урав-
нение первой степени относительно текущих координат x, y, z и называется 
общим уравнением плоскости.

Обратно, рассмотрим теперь уравнение первой степени относительно x, y, z: 
Ax + By + Cz + D = 0 (A2 + B2 + C2 > 0). Пусть C ≠ 0. Представим это уравнение 

в виде ( ) ( )0 0 0.DA x B y C z
C

  − + − + − − =  
  

 Тогда это уравнение плоскости, 

проходящей через точку 0; 0; D
C

 − 
 

 и имеющей нормальный вектор ( ); ; .N A B C


 

Теорема доказана.
Пример 4.11. Найти общее уравнение плоскости, проходящей через точку 

М(1; 2; 3) перпендикулярно вектору (4; 5; 6).N = −


Решение. Имеем A (x – x0) + B (y – y0) +C (z – z0) = 0.
Подставим координаты из условия задачи: 4(x – 1) +5(y – 2) – ​6(z – 3) = 0.
Раскроем скобки и получим общее уравнение плоскости, проходящей через 

точку М(1; 2; 3) перпендикулярно вектору (4; 5; 6):N = −


 4x +5y — ​6z + 4 = 0.

Расстояние от точки до плоскости
Найдем расстояние от точки M1(x1; y1; z1) до плоскости, заданной уравне-

нием Ax + By + Cz + D = 0 (рис. 4.7). Опустим из точки M1 на плоскость перпен-
дикуляр M1K и зафиксируем на плоскости произвольную точку M0(x0; y0; z0). 
Вычислим искомое расстояние

	 пр1 0 1 ,
N

d M K M M= = 

 

где вектор N


 — ​нормальный вектор плоскости: ( ; ; ).N A B C=


 Воспользуемся 
свойствами скалярного произведения:

	 прcos
a

ab a b a b= ϕ = ⇒

    

	 пр .
a

abb
a

⇒ =






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M1

M0

K

N

Рис. 4.7. Расстояние от точки до плоскости

Следовательно,

	
( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1

2 2 2 2 2 2
,

N r r A x x B y y C z z Ax By Cz D
d

N A B C A B C

− − + − + − + + +
= = =

+ + + +

  



где D = –(Ax0 + By0 + Cz0).
Учитывая это, получаем формулу для вычисления расстояния от точки 

M1(x1; y1; z1) до плоскости Ax + By + Cz + D = 0:

	 1 1 1

2 2 2
.

Ax By Cz D
d

A B C

+ + +
=

+ +
	 (4.10)

Пример 4.12. Найти расстояние от точки М (1; 2; 3) до плоскости P:  
x + 2y – 2z – 4 = 0.

Решение. Подставим коэффициенты общего уравнения Р и координаты 
точки M в равенство (4.10):

	
2 2 2 2 2 2

2 2 4 1 2 2 2 3 4 5( ; ) .
31 2 ( 2) 1 2 ( 2)

x y z
d M P

+ − − + ⋅ − ⋅ −
= = =

+ + − + + −

Пример 4.13. Точка M (x; y; z) лежит на оси Oz и равноудалена от плоско-
стей: x + 4y – ​3z – ​2 = 0 и 5x + z + 8 = 0. Найти координаты точки M.

Решение. Так как точка M лежит на  оси Oz, ее координаты записы-
ваются в виде M (0; 0; z). Расстояние от точки M1(x1; y1; z1) до плоскости 
Ax + By + Cz + D = 0 находится по формуле (4.10).

Найдем расстояния от плоскостей x + 4y – ​3z – ​2 = 0 и 5x + z + 8 = 0 соответ-
ственно:

	
( )
( )

и1 22 2 2 22 2

1 0 4 0 3 2 3 2 5 0 0 0 1 8 8
.

26 265 0 11 4 3

z z z z
d d

⋅ + ⋅ + − ⋅ − + ⋅ + ⋅ + ⋅ + +
= = = =

+ ++ + −
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Из условия d1 = d2 получим |3z + 2| = | z + 8| ⇒ z = 3 или z = –2,5. Итак, коор-
динаты искомых точек (0; 0; 3) и (0; 0; –2,5).

Уравнение плоскости в отрезках
Разделим обе части уравнения Ax + By + Cz + D = 0 на (–D, D ≠ 0):

	 1 0.A B Cx y z
D D D

− − − − =

Обозначим: , , ,D D Da b c
A B C

− = − = − =  получим уравнение плоскости в от-
резках

	 1.x y z
a b c
+ + = 	 (4.11)

Числа a, b, c являются точками пересечения плоскости соответственно 
с осями Ox, Oy, Oz (рис. 4.8).

b

c

a

z

y

x

O

Рис. 4.8. Уравнение плоскости в отрезках

Пример 4.14. Найти уравнение плоскости, отсекающей на положительном 
направлении осей Ox, Oy и Oz отрезки длиной 4, 3 и 2 соответственно.

Решение. 1.
4 3 2
x y z
+ + =

Задача. Составить уравнение плоскости, проходящей через три точки, 
заданной своими координатами: M1(x1; y1; z1), M2(x2; y2; z2), M3(x3; y3; z3).
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Решение. Произвольная точка M (x; y; z) принадлежит искомой плоскости 
(рис. 4.9), если векторы 1 1 2 1 3, ,M M M M M M

  

 компланарны. Это значит, что их 
смешанное произведение равно нулю:

	 ( )
1 1 1

1 1 2 1 3 2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

, , 0.
x x y y z z

M M M M M M x x y y z z
x x y y z z

− − −
= − − − =

− − −

  

	 (4.12)

Пример 4.15. Составить уравнение 
плоскости, проходящей через три точ-
ки: M1(–1; 2; 0), M2(2; 3; 1), M3(3; –1; 4).

Решение. Точка M (x; y; z) принадле-
жит искомой плоскости тогда и только 
тогда, когда векторы 1 1 2 1 3, ,M M M M M M

  

 
лежат в одной плоскости, т. е. компла-
нарны. Подставляем координаты точек 
в формулу (4.12):

	 ( )1 1 2 1 3

( 1) 2 0
, , 2 ( 1) 3 2 1 0 0

3 ( 1) 1 2 4 0

x y z
M M M M M M

− − − −
= − − − − =

− − − − −

  

или

	
1 2 0

3 1 1 0.
4 3 4

x y z+ − −
=

−

Раскрывая определитель по первой строке, получим

	 (x + 1) · 7 – (y – 2) · 8 + z(–13) = 0 ⇒ 7x – 8y – 13z + 23 = 0.

Пример 4.16. Составить уравнение плоскости, проходящей через две точки, 
заданные своими координатами M1(x1; y1; z1), M2(x2; y2; z2), параллельно вектору 

( , , )x y za a a a=


 (рис. 4.10).
Решение. Произвольная точка M (x; y; z) принадлежит искомой плоскости 

тогда и только тогда, когда векторы 1 1 2, ,M M M M a
  

 компланарны. Это значит, 
что их смешанное произведение равно нулю:

М1

М3

М2

М

Рис. 4.9. Уравнение плоскости, 
проходящей через три точки
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	 ( )
1 1 1

1 1 2 2 1 2 1 2 1, , 0.

x y z

x x y y z z
M M M M a x x y y z z

a a a

− − −
= − − − =

  

	 (4.13)

Пример 4.17. Составить уравнение плоскости Р, проходящей через две 
точки M1(–1; 2; 0), M2(2; 3; 1), перпендикулярно плоскости P1: 2x – y – 3z + 5 = 0.

Решение. Имеем 1 1|| (2; 1; 3).P P P N⊥ ⇔ = − −


Подставляем координаты точек и вектора в формулу (4.13):

	 ( )1 1 2

( 1) 2 0 1 2 0
, , 2 ( 1) 3 2 1 0 0 3 1 1 0.

2 1 3 2 1 3

x y z x y z
M M M M a

− − − − + − −
= − − − − = ⇒ =

− − − −

 

Раскрывая определитель по первой строке, получим

	
( ) ( ) ( )1 ( 3 1) 2 ( 9 2) 3 2 0
2( 1) 11( 2) 5 0 2 11 5 24 0.
x y z

x y z x y z
+ ⋅ − + − − ⋅ − − + − − = ⇒

− + + − − = ⇒ − + + =

Пример 4.18. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку, 
заданную своими координатами: M0(x0; y0; z0), параллельно двум векторам 

( ; ; ),x y za a a a=


 ( ; ; )x y zb b b b=


 (рис. 4.11).
Решение. Так как плоскость параллельна каждому из двух векторов, то она 

перпендикулярна их векторному произведению:  || , || .a P b P a b P⇒ × ⊥
 

 

Находим нормаль искомой плоскости Р:

	 .x y z

x y z

i j k
N a b a a a Ai B j Ck

b b b
= × = = + +

  

     

М1

a

М2

М

Рис. 4.10. Уравнение плоскости, 
проходящей через две точки параллельно 

заданному вектору

М0

a

М

b

Рис. 4.11. Уравнение плоскости, 
проходящей через точку параллельно 

двум векторам
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Зная нормаль ( ; ; )N A B C=


 и точку M0(x0; y0; z0), находим плоскость Р.
По формуле (4.8) A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0.
Пример 4.19. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку (0; 0; 2) 

перпендикулярно плоскостям x – y – z = 0 и x – 2y = 0.
Решение. Уравнение плоскости, проходящей через точку M0(x0; y0; z0) пер-

пендикулярно нормальному вектору ( ; ; ),N A B C


 имеет вид: A(x – x0) + B(y – y0) + 
+ C (z – z0) = 0. В качестве нормального вектора плоскости возьмем векторное 
произведение нормальных векторов 1(1; 1; 1)N − −



 и  2(1; 2; 0)N −


 плоскостей 

x – y – z = 0 и x – 2y = 0 соответственно: 1 2 1 1 1 2
1 2 0

i j k
N N N i j k= × = − − = − − −

−

  

     

  

или ( ; ; ) ( 2; 1; 1).N A B C = − − −


Подставляя в уравнение плоскости координаты точки (0; 0; 2) и вектора 
( 2; 1; 1),N − − −


 получим

	 –2(x – 0) – (y – 0) – (z – 2) = 0 или 2x + y + z – ​2 = 0.

Взаимное расположение плоскостей
Пусть две плоскости заданы общими уравнениями P1 и P2:

	 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

: 0,
: 0.

P A x B y C z D
P A x B y C z D

+ + + =
+ + + = 	 (4.14)

Возможны варианты взаимного расположения этих плоскостей:
1) P1 || P2;
2) P1 и P2 пересекаются под углом j.

ϕ
P1

N1

P2

N2

Рис. 4.12. Угол между плоскостями
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Угол между плоскостями равен углу между нормальными векторами этих 
плоскостей (рис. 4.12):

	 ( ) ( ) 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

cos cos ; cos ; .
| || |

N N A A B B C CP P N N
N N A B C A B C

+ +
ϕ = = = =

+ + + +



 

 

	 1 2 1 2 1 2 1 2 0;P P A A B B C C⊥ ⇔ + + =

	 1 1 1
1 2

2 2 2

.
A B C

P P
A B C

⇔ = =

4.6. Прямая линия в пространстве

Пусть в пространстве 3 даны точка M0 (x0; y0; z0) и ненулевой вектор 
( ; ; ).s l m n=

  Эти данные однозначно определяют прямую в 3, т. е. множество 
точек M (x; y; z) таких, что вектор 0M M



 коллинеарен вектору .s

Всякий ненулевой вектор, лежащий на данной прямой или параллельный 
ей, называется направляющим вектором этой прямой.

Пусть ( ; ; )s l m n=
   — ​ненулевой направляющий вектор прямой, 

0 0 0 0 0( ; ; )OM r x y z= =
 

0 0 0 0 0( ; ; )OM r x y z= =
 

 — ​радиус-вектор точки M0, при-
надлежащей прямой, ( ; ; )OM r x y z= =

 

( ; ; )OM r x y z= =
 

 — ​радиус-вектор точки 
M, принадлежащей прямой (рис. 4.13).

s

O

M0

r0

M

r

Рис. 4.13. Иллюстрация к определению прямой линии в пространстве

Из векторного треугольника OM0M имеем

	 0 0 .r r M M= +
  

	 (4.15)
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Так как векторы s  и  0M M


 коллинеарны, то

	 .0 ,M M ts t= ∈




 	 (4.16)

Подставляя (4.16) в (4.15), получим векторное уравнение прямой: 0 ,r r t s= +
  

где t∈  — ​параметр. В координатной форме это уравнение имеет вид:

	
0

0

0

,
,

.

x x lt
y y mt
z z nt

 = +
 = +
 = +

	 (4.17)

Уравнения (4.17) называются параметрическими уравнениями прямой.
Если из параметрического уравнения прямой исключить параметр t, то по-

лучим канонические уравнения прямой в пространстве:

	 ( )2 2 20 0 0 0 .
x x y y z z

l m n
l m n
− − −

= = + + > 	 (4.18)

Пусть прямая L является линией пересечения двух плоскостей, заданных 
уравнениями A1x + B1y + C1z + D1 = 0 и A2x + B2y + C2z + D2 = 0. Тогда координа-
ты точек прямой удовлетворяют уравнениям первой и второй плоскости, т. е. 
системе уравнений

	 1 1 1 1

2 2 2 2

0,
0.

A x B y C z D
A x B y C z D

+ + + =
 + + + =

 	 (4.19)

Систему уравнений (4.19) называют общими уравнениями прямой.
Чтобы перейти от общих уравнений (4.19) прямой к каноническим урав-

нениям (4.18), надо найти любую точку M0 (x0; y0; z0), принадлежащую прямой, 
и направляющий вектор прямой .s  В системе (4.19) фиксируем произвольно 
одну из неизвестных, например z = c, и, решая ее, находим остальные перемен-
ные x = a, x = b. (Если полученная система для определения x и y несовместна, 
то надо задать значение какой-либо другой координаты.)

Направляющий вектор s  прямой параллелен линии пересечения плоско-
стей (4.19) и, следовательно, перпендикулярен двум нормальным векторам 

1 1 1 1( ; ; )N A B C


 и  2 2 2 2( ; ; )N A B C


 этих плоскостей (рис. 4.14). Поэтому в качестве 
вектора s  можно взять вектор

	 1 2 1 1 1

2 2 2

.
i j k

s N N A B C
A B C

= × =

  

  
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Угол между прямой и плоскостью
Определение. Углом между прямой и плоскостью называется угол между 

прямой и ее проекцией на эту плоскость (рис. 4.15).
Пусть ( ; ; )N A B C



 — ​нормальный вектор плоскости, а  ( ; ; )s l m n=
  — ​направ-

ляющий вектор прямой. Рассмотрим дополнительный угол .
2
π

α = −ϕ  Тогда 
искомый угол j может быть найден по формуле

	 ( )sin cos cos , .N sN s
N s
⋅

ϕ = ± α = ± = ±

 

 

 

	 ;l m nL P
A B C

⊥ ⇔ = =

	 0.L P l A m B n C⇔ ⋅ + ⋅ + ⋅ =

Пример 4.20. Найти канонические уравнения прямой, проходящей через 
точки A (2; 3; 4) и B (3; 1; –3).

Решение. Воспользуемся каноническими уравнениями прямой (4.18): 

0 0 0 .
x x y y z z

l m n
− − −

= =  В качестве направляющего вектора s  берем вектор 

(3 2;1 3; 3 4) (1; 2; 7).AB = − − − − = − −


 Тогда получим 
2 3 4 .

1 2 7
x y z− − −

= =
− −

Пример 4.21. Найти уравнение прямой, проходящей через точку M0 (6; 4; –2) 

параллельно прямой 
2 1 2 .

3 2 5
x y z− + −

= =
−

L

N1
N2

P1
P2

s

Рис. 4.14. Иллюстрация к определению 
прямой, заданной общими уравнениями

ϕ

α

L

N s

Рис. 4.15 Угол j между прямой 
и плоскостью
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Решение. Выберем в качестве направляющего вектора прямой направля-
ющий вектор заданной прямой: (3; 2; 5).s = −



 Тогда получим 

( )26 4
3 2 5

zx y − −− −
= =

−
 или 

6 4 2 .
3 2 5

x y z− − +
= =

−

Пример 4.22. Найти точку пересечения прямой 
1 3 4

2 3 4
x y z− − −

= =  и пло-
скости x – y + 3z + 1 = 0.

Решение. Перейдем от канонических уравнений прямой к параметрическим 
(4.17):

	

1 ,
2 2 1,

3 , 3 3,
3

4 4.4 ,
4

x t
x t

y t y t
z tz t

− =
 = + − = ⇒ = + 

  = +− =

Подставим полученные уравнения в уравнение плоскости x — ​y + 3z + 1 = 0 
и найдем параметр t: 2t +1 — ​(3 t + 3) + 3(4 t + 4) + 1= 0⇒  t = –1. Подставляя 

t = –1 в систему параметрических уравнений 
2 1,
3 3,
4 4,

x t
y t
z t

 = +
 = +
 = +

 получим координаты 

точки пересечения прямой и плоскости

	
( )
( )
( )

2 1 1 1,
3 1 3 0,
4 1 4 0.

x
y
z

 = − + = −


= − + =
 = − + =

Ответ: (– 1; 0; 0).
Пример 4.23 .  Найти канонические уравнения прямой L : 

2 3 4 0,
3 2 0.
x y z
x y z
− + − =

 − + =

Решение. Пусть y = 0. Тогда система принимает вид 
3 4,

3 0.
x z
x z
+ =

 + =

Решая ее, находим 0
1 3 1 3, , ; 0; .
2 2 2 2

x z M L = − = − ∈ 
 
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Направляющий вектор s  прямой L, заданной пересечением двух плоско-
стей, можно найти как векторное произведение нормальных векторов этих 
плоскостей. То есть

	 ( )1 2 3 4 8 4 4 2 .
3 2 1

i j k
s i j k i j k= − = + + = + +

−

  

      

Подставляя в канонические уравнения прямой (4.18), получим:

	

1 3
02 2 .

1 2 1

x zy+ −−
= =

Пример 4.24. Найти каноническое уравнение прямой, проходящей через 

начало координат перпендикулярно прямым L1: 
3 2 ,

1 1 1
x y z− +

= =   

и L2:
2 1 1.

2 1 3
x y z− + −

= =
−

Решение. Воспользуемся каноническим уравнением прямой. В качестве на-
правляющего вектора s  можно взять векторное произведение направляющих 

векторов прямых L1 и L2: 1 1 1 4 3 .
2 1 3

i j k
s i j k= = − −

−

  

   

 Подставим координаты точ-

ки M0 (0; 0; 0) и вектора (4; 1; 3)s = − −
  в уравнение прямой: 

0 0 0 .
4 1 3

x y z− − −
= =

− −

Ответ: .
4 1 3
x y z
= =
− −

Пример 4.25. Найти общее уравнение плоскости, проходящей через точку 

M0 (–1; –5; 2) перпендикулярно прямой L: 
7 1 2

2 3 1
x y z+ − +

= =
−

 (рис. 4.16).

Решение. Уравнение плоскости, проходящей через точку M0 (x0; y0; z0) с нор-
мальным вектором ( ; ; ),N A B C



имеет вид: A (x – x0) + B (y – y0) +C (z – z0) = 0. Так как 
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эта плоскость перпендикулярна прямой 
7 1 2 ,

2 3 1
x y z+ − +

= =
−

 то  (2; 3; 1).N s= = −




 

Тогда 2(x + 1) + 3(y + 5) – (z – 2) = 0 ⇒ 2x + 3y – z + 19 = 0.
Ответ: 2x + 3y – z + 19 = 0.
Пример 4.26. Даны прямая l, заданная 

уравнением 
5 1 2 ,

2 1 1
x y z− + −

= =
−

 и плоскость 

a, заданная уравнением 3x + y – 5z + 19 = 0.
Выберите правильный ответ:
1) прямая l пересекает плоскость a под 

острым углом;
2) прямая l принадлежит плоскости a;
3) прямая l перпендикулярна плоскости a;
4) прямая l параллельна плоскости a.
Решение. Скалярное произведение 

направляющего вектора прямой и  нор-
мального вектора плоскости равно нулю: 

2 3 ( 1) 1 1 ( 5) 0.n s⋅ = ⋅ + − ⋅ + ⋅ − =
 

 Значит, векторы ортогональны. Следователь-
но, прямая l либо параллельна плоскости a, либо принадлежит плоскости a. 
Точка A(5; –1; 2) принадлежит прямой l, но не принадлежит плоскости a: 
3 · 5 + (– 1) – ​5 · 2 +19 ≠ 0.

Правильный ответ (4): прямая l параллельна плоскости a.
Пример 4.27. Найти уравнение перпендикуляра, опущенного из точки  

(2; –1; 4) на ось Oy.
Решение. Перпендикуляр, опущенный из точки (2; –1; 4) на ось Oy, пересе-

кает ее в точке (0; –1; 0). Направляющий вектор прямой, проходящей через 
точки (2; –1; 4) и (0; –1; 0), имеет вид: (2 0; 1 ( 1); 4 0) (2; 0; 4).s = − − − − − =



 Урав-

нение искомого перпендикуляра имеет вид:
2 1 4 .

2 0 4
x y z− + −

= =

4.7. Кривые второго порядка

Алгебраической кривой второго порядка называется кривая, уравнение 
которой в декартовой системе координат имеет вид:
	 ( )   2 2 2 2 22 0 0 .Ax Bxy Cy Dx Ey F A B C+ + + + + = + + ≠

L

М0

N = s

Рис. 4.16. Иллюстрация  
к примеру 4.25
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Рассмотрим три вида кривых второго порядка.

Эллипс
Эллипс — ​множество точек на плоскости, сумма расстояний от каждой 

из которых до двух фиксированных точек (фокусов) есть величина постоянная, 
равная 2а, большая, чем расстояние между фокусами 2с (рис. 4.17).

А1
А2

х

y

M (x; y)

F1 F2

B1

B2b

a
c

D1
D2

r1

r2

Рис. 4.17. Эллипс

В некоторой декартовой системе координат эллипс с центром симметрии 
в начале координат описывается уравнением

	   
2 2

2 2 1, 0.x y a b
a b

+ = ≥ > 	 (4.20)

Это уравнение называется каноническим уравнением эллипса, а сама систе-
ма координат, в которой уравнение имеет вид (4.20), называется каноничской.

Параметр a называется большой полуосью эллипса, b — ​малой полуосью. 
Начало координат O — ​центр эллипса, а оси симметрии Ox и Oy — ​главные 
оси. Если a = b, то уравнение (4.21) превращается в уравнение окружности 
радиуса a: x2 + y2 = a2. Фокусы эллипса находятся в точках F1(–c; 0), F2(c; 0), где 

2 2 0.c a b= − ≥
Точки, в которых эллипс пересекает свои оси, называются вершинами 

эллипса — ​A1(–a; 0), A2(a; 0), B1(0; –b), B2(0; b). Пусть M (x; y) — ​произвольная 
точка эллипса, векторы 1F M



 и  2F M


 называются фокальными радиус-векто-
рами, а длины этих векторов — ​фокальными радиусами точки M: 1 1| |,r F M=



 

2 2| | .r F M=


 Для любой точки эллипса сумма фокальных радиусов есть величина 
постоянная, равная 2a: 1 2| | | | 2 .F M F M a+ =

 
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Эксцентриситетом эллипса называется число 
2 2 2

21 ,c a b be
a a a

−
= = = −  	

0 1.e≤ <  Эксцентриситет является мерой «вытянутости» эллипса, для окруж-
ности e = 0.

Пример 4.28. Известно, что орбиты планет нашей Солнечной системы — ​
это эллипсы, причем Солнце находится в одном из фокусов этих эллипсов. 
Из данных таблицы можно увидеть, что орбиты вытянуты слабо. Ближе всего 
к окружности орбита Венеры, а орбита Меркурия вытянута сильнее. Для срав-
нения: эксцентриситет эллиптической орбиты кометы Галлея равен 0,96714.

Эксцентриситет планеты (e)
Меркурий Венера Земля Марс Юпитер Сатурн Уран Нептун

0,2053 0,0068 0,0167 0,0934 0,0489 0,0557 0,0444 0,0112

Директрисой невырожденной кривой 2‑го порядка называется прямая, 
обладающая следующим свойством. Для любой точки кривой отношение рас-
стояния от нее до фокуса к расстоянию от нее до директрисы постоянно и рав-
но эксцентриситету. У эллипса две директрисы. Они перпендикулярны главной 

оси и проходят на расстоянии 
a
e

 от центра. 1 2: ; : .a aD x D x
e e

= − =

Пример 4.29. Задан эллипс: 9x2 + 25y2 = 225. Найти: 1) большую и малую 
полуоси; 2) координаты фокусов; 3) эксцентриситет; 4) уравнение директрис.

Решение. 1. Приведем уравнение эллипса к каноническому виду (4.20), 
разделив его на 225:

	
2 2 2 2

1 1 5, 3;
225 225 25 9

9 25

x y x y a b+ = ⇒ + = ⇒ = =

2. 2 2 25 9 4.c a b= − = − =  Следовательно, F1(–4; 0), F2(4; 0);

3. 
4 0,8;
5

ce
a

= = =

4. 1 2
5 6,25 : 6,25; : 6,25.

0,8
a D x D x
e
= = ⇒ = − =
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Если центр эллипса находится не в начале координат, а в точке с коорди-
натами (x0; y0), то уравнение эллипса имеет вид:

	
( ) ( )

  
2 2

0 0
2 2 1, 0.

x x y y
a b

a b
− −

+ = ≥ > 	 (4.21)

Пример 4.30. Задана кривая второго порядка: 5x2 + 9y2–30x + 18y + 9 = 0.
Убедиться, что это эллипс. Найти координаты его центра, фокусы и экс-

центриситет. Записать уравнение эллипса в виде (4.21).
Решение. Объединим слагаемые с х и отдельно с y, вынесем за скобки ко-

эффициенты при х2 и при y2: 5(x2 – 6х) + 9(y2 + 2y) + 9 = 0. Выражения в скобках 
дополним до полного квадрата: 5(x2 – 6х + 9) – 45 + 9(y2 + 2y + 1) – ​9 + 9 = 0. Тогда 
5(x – 3)2 + 9(y + 1)2 = 45. Разделим обе части уравнения на 45:

	
( ) ( )2 23 1

1.
9 5

x y− +
+ =

Получили уравнение вида (4.21). Центр эллипса находится в точке с коор-
динатами (3; –1), a = 3, 2 25, 9 5 2 .b c a b= = − = − =  Фокусы и эксцентриси-

тет соответственно равны F1(1; –1), F2(5; –1), 
2 .
3

ce
a

= =

Гипербола
Гиперболой называется множество точек плоскости, для которых абсолют-

ная величина разности расстояний до двух фиксированных точек, называемых 
фокусами, есть величина постоянная, равная 2а, причем 2а < 2с, где 2с — ​рас-
стояние между фокусами (рис. 4.18).

A2

A1

B1

B2

F2

r1

r2

b

a

y

x

D1
D2

М

F1

y = b
a x

Рис. 4.18. Гипербола
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В некоторой декартовой системе координат каноническое уравнение ги-
перболы, симметричной относительно осей координат, имеет вид:

	   
2 2

2 2 1, 0, 0.x y a b
a b

− = > > 	 (4.22)

Параметры a и b называются полуосями гиперболы. Точки A1(– a; 0), A2(a; 0) 
называются вершинами гиперболы. Начало координат O — ​центр гиперболы, 
ось Ox называется действительной осью, а ось Oy — ​мнимой осью гиперболы.

Прямые 
by
a

= ±  являются асимптотами гиперболы.

Фокусами гиперболы являются точки F1(–c; 0), F2(c; 0), где 2 2 0.c a b= + ≥  
Пусть M — ​произвольная точка гиперболы, векторы и1 2F M F M

 

 называются 
фокальными радиус-векторами, а длины этих векторов — ​фокальными радиу-
сами точки M: 

1 1 2 2| |, | | .r F M r F M= =
 

 Для произвольной точки M(x; y) гиперболы 
1 2 2 .r r a− =

Эксцентриситетом гиперболы называется число 
2 2 2

21 ,c a b be
a a a

+
= = = +  

e > 1.
У гиперболы две директрисы. Они перпендикулярны главной оси и про-

ходят на расстоянии 
a
e

 от центра. 1 2: ; : .a aD x D x
e e

= − =

Пример 4.31. Кометы, орбиты которых представляют собой гиперболу, 
посетив нашу Солнечную систему, больше в нее не возвращаются.

Две гиперболы называются сопряженными, если они имеют общий центр 
и общие оси, но действительная ось одной из них является мнимой осью другой.

Если (4.22) — ​уравнение одной из сопряженных гипербол, то уравнение 
другой гиперболы имеет вид:

	   
2 2

2 2 1, 0, 0.y x a b
b a

− = > > 	 (4.23)

Обе эти гиперболы имеют одинаковые асимптоты, но если у гиперболы 
(4.22) действительной осью является отрезок [– a; a] на оси Ox, то у сопря-
женной ей гиперболы действительная ось симметрии [–b; b] располагается 
на оси Oy.

Пример 4.32. Задана гипербола: 9y2 – 16x2 = 144. Найти: 1) полуоси гипер-
болы; 2) координаты фокусов; 3) эксцентриситет; 4) уравнения директрис.
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Решение. 1. Приведем уравнение гиперболы к каноническому виду, разде-
лив обе части его на 144:

	
2 2 2 2

1 1 3, 4;
144 144 16 9

9 16

y x y x a b− = ⇒ − = ⇒ = =

2. 2 2 9 16 5.c a b= + = + =  Фокусы находятся на действительной оси Oy. 
Следовательно, F1(0; –5), F2(0; 5);

3. 
5 1,25;
4

e = =

4. 1 2
4 0,8 : 0,8; : 0,8.
5

b D y D y
e
= = ⇒ = − =

Если центр гиперболы находится не в начале координат, а в точке с коор-
динатами (x0; y0), то уравнение гиперболы имеет вид:

	
( ) ( )2 2

0 0
2 2 1, 0.

x x y y
a b

a b
− −

− = ≥ > 	 (4.24)

Пример 4.33. Задана кривая второго порядка: 5x2 – 4y2 – 20x – 24y – 36 = 0. 
Убедиться, что это гипербола. Привести уравнение к виду (4.24). Найти коор-
динаты центра гиперболы и полуоси.

Решение. Объединим слагаемые с х и отдельно с y и вынесем за скобки ко-
эффициенты при х2 и при y2: 5(x2 – 4х) – 4(y2 + 6y) – 36 = 0. Выражения в скобках 
дополним до полного квадрата: 5(x2 – 4х + 4) – 20 – 4(y2 + 6y + 9) + 36 – 36 = 0. Тогда 
5(x – 2)2 – 4(y + 3)2 = 20. Разделим обе части уравнения на 20:

	
( ) ( )2 22 3

1.
4 5

x y− +
− =

Получили уравнение вида (4.24). Центр гиперболы находится в точке с ко-
ординатами (2; –3), полуоси гиперболы равны: a = 2, 5.b =

Парабола
Параболой называется множество точек плоскости, каждая из которых 

одинаково удалена от данной точки, называемой фокусом, и данной прямой, 
называемой директрисой (рис. 4.19).

Каноническое уравнение параболы, проходящей через начало координат 
и симметричной относительно оси Ох в некоторой декартовой системе коор-
динат, имеет вид:

	 y2 = 2px.
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Рис. 4.19. Парабола y2 = 2px

Точка O  — ​вершина параболы, ось Ox  — ​ось симметрии параболы,  
M (x; y) — ​произвольная точка, лежащая на параболе. Вектор FM=



r  называется 
фокальным радиус-вектором, а число | |r FM=



 — ​фокальным радиусом точки M 
параболы; d — ​расстояние от точки М до директрисы. Число p (p > 0) — ​расстоя-
ние от фокуса F до директрисы — ​называется параметром параболы (рис. 4.19).

Фокусом параболы является точка ; 0 .
2
pF  

 
 

 У параболы одна директриса D: 

.
2
px = −  Она находится на расстоянии 

2
p

 от вершины параболы. По определению,

	 r = d.

Эксцентриситет параболы равен единице (по определению).
Если центр параболы находится не в начале координат, а в точке с коорди-

натами (x0; y0), то ее уравнение имеет вид:

	 (y – y0)
2 = 2p(x – x0).	 (4.25)

Пример 4.34. Задана кривая второго порядка 4y2 – 20x – 16y + 36 = 0.
Убедиться, что это парабола. Привести уравнение к виду (4.25). Найти 

координаты центра и фокус параболы.
Решение. 4y2 – 20x – 16y + 36 = 0 ⇒ 4(y – 2)2 – 16 = 20x – 36 ⇒ 4(y – 2)2 = 

= 20x – 20 ⇒ (y – 2)2 = 5(x – 1). Итак, получено уравнение вида (4.25). Пара-
метр p = 2,5. Координаты вершины параболы O′(1; 2). Вспомним, что рассто-
яние от фокуса до вершины параболы равно: р/2 = 5/4. Тогда фокус параболы 
F (9/4; 2).
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Задания для самостоятельного решения

4.1. Даны векторы 2a p q= ⋅ −
  

 и  ,b p q= +
  

 где | | | | 1,p q= =
 

 угол между век-

торам  и p q
 

 равен 
2 .
3
π

 Найти проекцию вектора a


 на  .b


4.2. Даны три точки A (2; –1; 0), B (3; 1; 2), C (–2; 0; 4). Найти проекцию 
вектора AC



 на вектор .AB


4.3. Найти угол между векторами 2a i j k= + −
   

 и  6 4 .b i j k= − + −
   

4.4. При каких значениях A и B векторы 4 2a Ai j k= + +
   

 и  2 4b i B j k= − +
   

 
будут коллинеарными?

4.5. Найти угол между прямой 
2 2 0,
2 3 6 0

y z
x z
+ − =

 − + =
 и плоскостью x + 2y – z + 1 = 0.

4.6. Даны координаты вершин треугольника АВС: A (3; –1; 5), B (4; 2; 5), 
C (4; 0; 3). Найти его площадь.

4.7. При каких значениях A и m прямая 
2 3 4

3 2
x y z

m
− − −

= =  и плоскость 

x + 2y – Az = 0 перпендикулярны?

4.8. Найти угол между прямыми 
4

1 0 2
x y z −
= =  и 

2 2 0,
3 2 2 0.
x y z
x y z
− + − =

 − + + =

4.9. Найти расстояние от точки А(3, —4, —2) до плоскости, проходящей 

через прямые 
5 6 3

13 1 4
x y z− − +

= =
−

 и 
13 2,

3,
4 3.

x t
y t

z t

 = +
 = +
 = − −

4.10. Даны вершины пирамиды A (1; 2; 0), B (1; 0; 1), C (2; 1; 2), D (2; 0; 4). 
Найти высоту как расстояние от точки D до плоскости, проходящей через 
точки A, B, C.

Ответы к заданиям для самостоятельного решения

4.1. 0,5. 4.2. 2. 4.3. .
2
π  4.4. A = 1 и B = –8. 4.5. 1arcsin .

84
 4.6. 11.  4.7. m = 6, 

A = –2/3. 4.8. 1arccos .
7

 4.9. 11.  4.10. 3 .
14
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Тесты

4.1. Скалярное произведение векторов (2; ; 3)a = λ −


и (0; 1; 2)b = −


 равно –3 
при значении l, равном… ______

4.2. Векторы a i m j= +
  

 и  3 4b i j k= − +
   

 ортогональны при значении m, 
равном… ______

4.3. Единичный вектор, перпендикулярный векторам (0;1; 2)a =


 
и  (1;1; 0),b =


 имеет координаты:

a) 
1 3 1; ; ;
11 11 11

 
− − 
 

б) 
1 3 1; ; ;
11 11 11

 
− − − 
 

в)  ;2 2 1; ;3 3 3
 
 
 
− −

г)
2 1 2; ; .
3 3 3

 − 
 

4.4. Площадь параллелограмма, построенного на векторах (0; 1;1)a = −


 и 
(1;1;1),b =



 равна:

a) б) в) 3; г) 6.
66; ;

2

4.5. Векторы 5 2 ,a i j k= + +
   

 2 4b i j k= − + +
   

 и  3 6c i A j k= − + −
   

 компланарны 
при значении A, равном… ______

4.6. Даны векторы (1; 2;1),a = −


 (2; 0; 3),b = −


 (0; 2; 1).c = −


 Тогда объем 
пирамиды, построенной на векторах 2 , , 2 ,a b c−

  

 равен… ______
4.7. Точки A (5; 7; a), B (3; 1; –1), C (9; 4; –4), D (1; 5; 0) лежат в одной пло-

скости, если параметр α равен … ______
4.8. Общее уравнение плоскости, проходящей через точку M (–1; –5; 2) пер-

пендикулярно прямой 
7 1 2 ,

2 3 1
x y z+ − +

= =
−

 имеет вид:

1) 2x + 3y – z + 19 = 0;
2) 2x + 3y – z = 0;
3) x + 5y – 2z – 19 = 0;
4) 2x + 3y – z + 15 = 0.
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4.9. Острый угол между прямыми 
2 3 5

1 1 2
x y z− + −

= =
−

 и 
2 5

1 1 2
x y z+ −

= =  
равен:

a) б) в) г); ; ; .
3 2 6 4
π π π π

4.10. Уравнение прямой, проходящей через точку M (6; 4; –2) параллельно 

прямой 
2 1 2 ,

3 2 5
x y z− + −

= =
−

 может иметь вид:

a) 
6 4 2 ;

3 2 5
x y z+ + −

= =
−

б)
2 1 2 ;

6 4 2
x y z− + −

= =
−

в) 
6 4 2 ;

2 1 2
x y z− − +

= =
−

г) 
6 4 2 .

3 2 5
x y z− − +

= =
−

4.11. Канонические уравнения прямой, проходящие через точки A (1; 3; 5)  
и B (1; 1; –4), имеют вид:

a) 
1 3 5 ;

0 2 9
x y z− − −

= =
− −

б)
1 3 5 ;

0 2 9
x y z+ + +

= =
− −

в) 
1 3 5 ;

2 4 1
x y z− − −

= =

г) 
1 3 5 .

2 4 1
x y z+ + +

= =

4.12. Прямые L1: 
1 4 3

1 3 5
x y z− + +

= =
−

 и L2:
5 9 1

2 10
x y z

k
+ − −

= =  параллельны 

при k, равном… ______
4.13. Уравнение плоскости, проходящей через точки M1 (1; 1; 0), M2 (1; –3; 1), 

M3 (3; 2; 0), имеет вид:
1)	 7x + 2y – 5z + 3 = 0;
2)	 x – 2y – 8z + 1 = 0;



3)	 7x – 8y – 5z – 9 = 0;
4)	 x – 2y – 8z = 0.
4.14. Уравнение прямой, проходящей через точку M (2; –3; –5) перпенди-

кулярно к плоскости 6x – 3y – 5z – 2 = 0, имеет вид:

а) 
2 3 5 ;

6 3 5
x y z− + +

= =
− −

б) 
6 3 5 ;

2 3 5
x y z− + +

= =
− −

в) 
2 3 5 ;

6 3 5
x y z+ − −

= =
− −

г) 
6 3 5 .

2 3 5
x y z+ − −

= =
− −

4.15. Направляющий вектор прямой 
2 10 0

3 2 6 0
x y z
x y z
− + − =

 + − + =
 имеет вид:

а) (1; –1; 2); б) (3; –2; –2); в) (–3; 7; 5); г) (3; –7; –1).

Ответы к тестам

4.1. –3. 4.2. 3. 4.3. в)  2 2 1; ; .
3 3 3

 − − 
 

 4.4. а)  6.  4.5. –15. 4.6. 4. 4.7. –2. 

4.8. а) 2x + 3y – ​z + 19 = 0. 4.9. a)  .
3
π  4.10. г)  46 2 .

3 2 5
yx z−− +

= =
−

 

4.11. a)  31 5 .
0 2 9

yx z−− −
= =

− −
 4.12. –6. 4.13. б) x – ​2y – ​8z + 1 = 0. 

4.14. a)  32 5 .
6 3 5

yx z+− +
= =

− −
 4.15. в) (–3; 7; 5).
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5. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

5.1. Понятие линейного оператора

Пусть Ln, Lm — ​линейные пространства размерностей n и m соответственно.
Оператором A (или преобразованием линейного пространства), действу-

ющим из Ln в L
m, называется правило A, по которому каждому элементу x ∈ Ln 

ставится в соответствие некоторый (единственный) элемент y ∈ Lm, называемый 
образом элемента х.

Обозначения: y = A x, y = A (x), A: Ln → Lm.
Оператор A называется линейным, если:
1)  1 2 1 2 1 2, ( ) ;n∀ ∈ + = +x x L x x x xA A A
2)  ( ) .n∀ ∈ ∀λ∈ λ = λx L x x A A
В дальнейшем будем рассматривать A: n → 



n.
Выберем в пространстве n базис {e1, e2, …, en}, и пусть x = x1e1 + x2e2 + 

+ … + xn en — ​разложение элемента x ∈ n по данному базису. В силу линейности 
оператора имеем A x = x1A e1 + x2A e2 + … + xnA en.

Образом ImA линейного оператора A называется множество всех элемен-
тов y ∈ n, для каждого из которых найдется элемент x ∈ n, такой, что A x = y.

Рангом линейного оператора называется размерность образа этого опера-
тора: rA = r(A) = dim ImA.

При фиксированном базисе {e1, e2, …, en} образом ImA линейного оператора 
является линейная оболочка образов векторов базиса:

	 { }1 2 1 1 2 2Im , , , , , 1, .n n n ix x x x i n= = + + + ∈ =e e e e e e  A A A A A A A

Ранг оператора rA равен рангу системы векторов {A e1, A e2, …, A en}.
Ядром KerA линейного оператора называется множество всех таких эле-

ментов x ∈ n, что Ker { : }.n= = ∈ =x x xA A Aq q:
Дефектом оператора называется размерность ядра оператора: 

dA = dim KerA.
Для оператора A в n справедливо равенство rA + dA = n.
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Матрицы линейных преобразований
Пусть в n-мерном линейном пространстве с базисом {e1, e2, …, en} задано 

линейное преобразование A. Тогда векторы {Ae1, Ae2, …, Aen} — ​также векто-
ры этого пространства, и их можно представить в виде линейной комбинации 
векторов базиса:

	

1 11 1 21 2 1

2 12 1 22 2 2

1 1 2 2

,
,

.

n n

n n

n n n nn n

a a a
a a a

a a a

+ + +
+ + +

+ + +

e e e e
e e e e

e e e e









=
=

=

A
A

A

	 (5.1)

Тогда с учетом (5.1)

	
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 11 1 21 2 1 2 12 1 22 2 2

1 1 2 2 11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2 1 1 2 2 .

n n n n

n n n nn n n n

n n n n nn n n

x a a a x a a a
x a a a a x a x a x
a x a x a x a x a x a x

+ + + + + + + + +

+ + + + = + + + +

+ + + + + + + + +

x e e e e e e
e e e e

e e

  

 

  

=A

	 (5.2)

С другой стороны, вектор y = A x, имеющий в том же базисе {e1, e2, …, en} 
координаты y1, y2, …, yn, можно записать как

	 y =A x = y1e1 + y2e2 + … + ynen.	 (5.3)

Ввиду единственности разложения вектора по базису {e1, e2, …, en} из (5.2) 
и (5.3) вытекает

	

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

,
,

.........
.

n n

n n

n n n nn n

y a x a x a x
y a x a x a x

y a x a x a x

= + + +
= + + +

= + + +









Матрица A = (aij)n × n, столбцами которой являются координатные столбцы 
векторов Aej, называется матрицей линейного оператора A относительно бази-
са 1 2{ , , , } :n〈 〉 =e e e e A.〈 〉←→eA  Ранг r(A) матрицы А равен рангу оператора A.

Связь между вектором x и его образом y = A x можно выразить в матрич-
ной форме уравнением

	 Y = AX,	

где А — ​матрица линейного оператора A в базисе 〈e〉, X

1

2

n

x
x

x

 
 
 =  
  
 



 и  Y

1

2

n

y
y

y

 
 
 =  
  
 



 — ​ко-

ординатные столбцы соответственно векторов x и y в базисе {e1, e2, …, en}.
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При изменении базиса матрица оператора также изменяется.
Теорема 5.1. Матрицы A и A′ линейного оператора А в базисе 〈e〉 и 〈e′〉  

связаны соотношением

	  – 1A T AT,′ =

где Т — ​матрица перехода оператора от базиса 〈e〉 к базису 〈e′〉.
Пусть ( ),= →y x x yAA  тогда

	 ,Y AX A A ,〈 〉= = e
	 (5.4)

	 Y A X , A A ,′〈 〉′ ′ ′ ′ ′= = e
	 (5.5)

где X, Y, X′, Y′ — ​координатные векторы-столбцы векторов x, y в базисе 〈e〉 и 〈e′〉 
соответственно. Но

	 в .(5.4)Y TY , X TX TY ATX′ ′ ′ ′= = → =

С использованием (5.4) и (5.5) получаем

	
ATX или

,

1 1

1 1 1

TA X TA AT A T AT A TA T ,
Y A X

Y T Y T AX T ATX .

− −

− − −

′ ′ ′ ′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = =
′ ′ ′=

′ ′= = =

В силу единственности представления координат образа через координаты 
прообраза оператора в фиксированном базисе имеем A′ = T– 1AT.

Следствие. Справедливо и обратное соотношение

	 – 1A TA T .′=

5.2. Алгебра линейных операторов

Пусть A и B — ​линейные операторы в Ln: A: Ln → Ln, B: Ln → Ln.
Суммой операторов A и B называется оператор A +B, действующий 

по правилу

	 ( ) , .n+ = + ∈x x x x LA B A B

Произведением оператора A на число l ∈  называется оператор lA, 
действующий по правилу

	 ( ) , .nλ = λ ∈x x x LA A
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Произведением операторов A и B называется оператор AB, действующий 
по правилу

	 ( ) ( ), .n= ∈x x x LAB A B

Оператор A –1 называется обратным к A, если

	   – 1 – 1 ,= =AA A A E

где E — ​единичный оператор, реализующий тождественное отображение E x = x.
При фиксированном базисе {e1, e2, …, en} в Ln:

	 ,A B〈 〉+ ←→ +eA B

	 ,A〈 〉λ ←→λeA

	 ,AB〈 〉←→eAB

	 1 1A .〈 〉− −←→eA

Утверждение. Оператор A имеет обратный тогда и только тогда, когда 
матрица А — ​невырожденная (|A| ≠ 0).

Оператор A, для которого существует обратный (A–1), называется невы-
рожденным.

Нулевой оператор O ставит в соответствие каждому элементу x ∈ Ln нуле-
вой элемент: Ox = θ.

Пример 5.1. В базисе {i, j, k} написать оператор проектирования Pa на пло-
скость a: x +2y +2z = 0. Найти образ и ядро оператора проектирования.

Оператор Pa (и его явный вид) определяется равенством

	
( )

пр 2

,
α α= − = − = −n n

x nnx x x x x x x n
n n

P = (см. рисунок).

х
хn

хα

Геометрическая иллюстрация  
к примеру 5.1
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Здесь n = (1; 2; 2).

	
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1; 0; 0 1; 2; 2

1; 0; 02

11; 2; 2 8; 2; 2 ;
1 4 4 9α = − = − = − −
+ +

i,n
i i n

n
P

	
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0;1; 0 1; 2; 2

0;1; 02

, 11; 2; 2 2; 5; 4 ;
1 4 4 9α = − − = − −
+ +

j n
j j n

n
=P

	
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0; 0;1 1; 2; 2

0; 0;12

, 11; 2; 2 2; 4; 5 .
1 4 4 9α = − − = − −
+ +

k n
k k n

n
=P

Для определения образа оператора Pa находим

	 P
1

2 1 2 3

3

8 2 2 8 2 2
1 1X 2 5 4 2 5 4 ,
9 9

2 4 5 2 4 5

x
x x x x
x

α

         − − − −
         = − − = − + + −         

         − − − −         
где x1, x2, x3 ∈ .

Найдем ранг оператора приведением матрицы оператора Pa к ступенчатому 
виду:

	

8 2 2 0 18 18
0 1 1 0 1 1

2 5 4 2 5 4 .
2 0 1 1 0 1/ 2

2 4 5 0 9 9

− −   −
− −      − − → − − → →       − −      − − −  

r(Pa) = r(Pa) = 2. Векторы Pa i,  Pa j образуют базис системы векторов 
{Pai, Pa j, Pak}, поэтому образом оператора проектирования является

	 { }1 2 1 2Im , , , .x x x xα α α α α= = + ∈i j i jP P P P P

Ядром KerPa линейного оператора является множество всех таких элемен-
тов x ∈ n, что Pa х = θ. В матричной форме это решение однородной системы 
уравнений: Рa X = θ. С учетом предыдущих преобразований матрицы записы-
ваем ОР однородной системы уравнений:

	 Ker
2

1

3

2 , 1

, 2 , 0.

22

x C

õ C C C

x C
α

=

= ⇒ = ≠

=

  
  
  
  

 

P

Ясно, что dPa = 1.
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Пример 5.2. Автозавод выпускает 4 вида деталей, из которых, в свою оче-
редь, изготавливаются некоторые узлы. На производстве используют два вида 
сырья, при этом собирают три типа узлов. Имеются таблицы данных. В табл. 5.1 
приведен расход каждого сырья на единицу каждой детали, в табл. 5.2 указано 
распределение деталей по узлам. Найти количество сырья, затраченное на из-
готовление трех узлов первого типа, четырех узлов второго типа и пяти узлов 
третьего типа.

Таблица 5.1

Сырье
Деталь

1 2 3 4
1 50 100 0 150
2 100 150 50 150

Таблица 5.2

Деталь Комплектующий узел
1 2 3

1 4 2 8
2 5 10 5
3 3 6 6
4 3 5 4

Введем в рассмотрение векторы:

	
1

2

3

X
x
x
x

 
 =  
 
 

 — ​вектор количества узлов, 

1

2

3

4

Y =

y
y
y
y

 
 
 
 
  
 

 — ​вектор количества деталей, 

S 1

2

s
s
 

=  
 

 — ​вектор количества сырья. Матрицей 

4 2 8
5 10 5

A
3 6 6
3 5 4

 
 
 =  
  
 

 задается рас-

пределение деталей по узлам, матрицей В
50 100 0 150

100 150 50 150
 

=  
 

 — расход 

каждого вида сырья на единицу каждой детали. Запишем цепочку линейных 
преобразований задачи:

	 ( ), S , S C .= = = =y x y x xA B B A
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Переходя к матричной форме записи линейных операторов, получим

	
50 100 0 150

Y AX S Y=
100 150 50 150

1
1

2
2

3
3

4

4 2 8
5 10 5

, B
3 6 6
3 5 4

y
x

y
x

y
x

y

   
         = = =               

   

и, наконец,

	 ( )
50 100 0 150 1150 1850 1500

S
100 150 50 150 1600 2600 2450

1 1

2 2

3 3

4 2 8
5 10 5

B AX .
3 6 6
3 5 4

x x
x x
x x

 
           = = =                  

 

Так как х1=3, х2=4, х3=5, то 
3

1150 1850 1500 18350
4 .

1600 2600 2450 27450
5

1

2

s
s

 
      = =      
      

 

Общий расход сырья составит: 18 350 + 27 450 = 45 800 (ед.)

5.3. Собственные векторы  
и собственные значения линейного оператора

Пусть A: Ln → Ln — ​линейный оператор, А — ​матрица оператора в базисе 〈e〉.
Пусть l ∈  и вектор x ∈ Ln, x ≠ θ, таковы, что

	 Ax = lx	 (5.6)

или

	 ( )– .λ =x qA E

Число l называется собственным значением или собственным числом ли-
нейного оператора A (матрицы А), а вектор х — ​собственным вектором этого 
оператора (матрицы А), соответствующим собственному значению l.

Множество всех собственных значений оператора A называется спектром 
линейного оператора.

Равенство (5.6) можно записать в матричной форме:

	 AX = lX	
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или

	 (A – lE)X = θ.	 (5.7)

Уравнение (5.7) однородно, и для существования ненулевого решения не-
обходимо и достаточно, чтобы определитель системы равнялся нулю:

	 A E

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
0.

... ... ... ...
...

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

−λ
−λ

−λ = =

−λ

	 (5.8)

Если раскрыть определитель |A – lE | = 0, то получим многочлен n-й степени 
относительно l:

	 A

11 12 1

21 22 2 1
1 0

1 2

E .

n

n n n
n n

n n nn

a a a
a a a

b b b

a a a

−
−

− λ
− λ

−λ = = λ + λ + +

−λ







   



Этот многочлен называется характеристическим многочленом операто-
ра A или матрицы A, а уравнение (5.8) — ​характеристическим уравнением 
оператора A или матрицы A. Отметим, что bn = (–1) n, b0 = |A|.

Корни уравнения (5.8) являются собственными значениями оператора A 
или матрицы A. Определив набор этих чисел, для каждого из них можно найти 
соответствующий собственный вектор как решение однородной системы (5.7).

Пример 5.3. Найти собственные значения и собственные векторы линей-

ного преобразования с матрицей A

1 3 1
3 3 1 .
3 5 1

 −
 = − − 
 − 

Составим характеристическое уравнение:

	
1 3 1

3 3 1 0.
3 5 1

−λ −
− −λ − =
− −λ
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Раскрывая определитель, получаем (1 – λ)(–3 – l)(1 – l) – 15 + 9 – 3(–3 – l) – 
– 5(1 – l) + 9(1 – l) = (l +1)(–l2 + 4) = 0. Корни уравнения l1 = –2, l2 = –1, l3 = 2. 
Для нахождения собственных векторов подставим найденные собственные 
значения в систему однородных уравнений (5.7) при n = 3, соответствующую 
заданной матрице A.

Собственный вектор, соответствующий собственному значению l1 = –2, 
является решением однородной системы:

	
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 3 0,
3 0,
3 5 3 0.

x x x
x x x
x x x

 − + =
 − − =
 − + =

Решим ее, используя преобразования Гаусса — ​Жордана:

	
3 3 1 3 3 1

3 0 2
3 1 1 0 2 2 .

0 1 1
3 5 3 0 2 2

   − −
−    − − → − →     −    − −  

Полагая x3 = C1 свободной переменной, получаем первый собственный 

вектор X1
1 1

2 / 3
1 , 0.
1

C C
 
 = ≠ 
 
 

 Аналогично находим для l2 = –1 собственный 

вектор X2
2 2

1
1 , 0,
1

C C
 
 = ≠ 
 
 

 и для l3 = 2 — ​вектор 3
3 3

4
1 , 0.
7

X C C
 
 = ≠ 
 
 

Замечание. Характеристический многочлен не зависит от выбора базиса.
Заметим, что если х — ​собственный вектор оператора A, то и любой кол-

линеарный ему вектор — ​также собственный вектор с тем же собственным 
значением l.

Справедливы следующие утверждения:
Теорема 5.2. Для того чтобы матрица А линейного оператора A в данном 

базисе 〈e〉 была диагональной, необходимо и достаточно, чтобы базисные век-
торы ek были собственными векторами этого оператора.
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Необходимость. Пусть матрица А — ​диагональная (в базисе 〈e〉) и имеет вид:

	 A

1

2 .

n

λ 
 λ =  
  λ 

  

  

   

  

Тогда Ae1 = l1e1, Ae2 = l2e2, …, Aen = lnen, или

	 , 1, .j j j j n= λ =e eA

Тогда (A – ljE) ej = θ, т. е. ( 1, )j j n=e  — ​собственные векторы линейного 
оператора A.

Достаточность. Пусть базисные векторы ek являются собственными 
векторами оператора A. Тогда Aej = ljej. Но Aej = a1je1 + a2je2 +…+ anjen. Следо-
вательно,

	 1 1

, ,
0, .

j
j nj n j j ij

i j
a a a

i j
λ =

+ + = λ ⇒ =  ≠
e e e

Тогда A

1

2 ,

n

λ 
 λ =  
  λ 

  

  

   

  

 т. е. матрица А является диагональной.

Теорема 5.3. Собственные векторы линейного оператора, соответствующие 
различным собственным значениям, линейно независимы.

Следствие. Если характеристический многочлен оператора A имеет n различ-
ных корней, то в некотором базисе матрица оператора A имеет диагональный вид.

5.4. Линейная модель торговли

Пусть имеется n стран S1, S2, …, Sn, национальный доход каждой из кото-
рых равен соответственно x1, x2, …, xn. Обозначим через aij долю национально 
дохода xj, которую страна Sj тратит на покупку товаров у страны Si.

Будем считать, что весь национальный доход тратится либо на закупку 
товаров внутри страны, либо на импорт из других стран, т. е.

	 ( )
1

1 1, 2, , .
n

ij
i

a j n
=

= =∑  	 (5.9)



167

Рассмотрим матрицу коэффициентов aij:

	 A

11 1 1

1

1

... ...

... ... .

... ...

j n

i i j in

n n j nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 =  
 
  

    

    

	 (5.10)

Матрица (5.10) со свойством (5.9), в силу которого сумма элементов ее 
любого столбца равна единице, называется структурной матрицей торговли. 
Для любой страны ( 1, )iS i n=  — ​выручка от внутренней и внешней торговли 
составит:

	 1 1 2 2 .i i i in np a x a x a x= + + +

Для сбалансированной торговли необходима ее бездефицитность для ка-
ждой страны Si, т. е. выручка от торговли каждой страны должна быть не меньше 
ее национального дохода:

	 pi ≥ xi (i = 1, 2, …, n).

Если считать, что pi > xi (i = 1, 2, …, n), то получим систему неравенств:

	

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 2

,
,

,
.

n n

n

n n n n nn n n

a x a x a x x
a x a x a x x

a x a x a x x

+ + + >
 + + + >


 + + + >









	 (5.11)

Сложив все неравенства системы (5.11), после группировки получим

	 ( ) ( ) ( )1 11 1 2 12 2 1 1 2 .n n n n nn nx a a x a a x a a x x x+ + + + + + + + + > + + +    

Учитывая (5.9), выражения в скобках равны единице, и мы приходим 
к противоречивому неравенству x1 + x2 + … + xn > x1 + x2 + … + xn. Таким образом, 
неравенство pi > xi (i = 1, 2, …, n) невозможно, и условие pi ≥ xi (i = 1, 2, …, n) 
принимает вид

	 pi = xi (i = 1, 2, …, n)

(все страны не  могут одновременно получать прибыль). Вводя вектор 
x = (x1, x2, …, xn) национальных доходов стран, получаем матричное уравнение 
AX = X, X — ​матричный столбец из координат вектора x, т. е. задача свелась 
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к отысканию собственного вектора матрицы A, отвечающего собственному 
значению l = 1.

Пример 5.4. Структурная матрица торговли трех стран S1, S2, S3 имеет вид:

	
1 3 1 4 1 2
1 3 1 2 1 2 .
1 3 1 4 0

A
 
 =  
 
 

Определить национальные доходы стран для стабильной торговли.
Найдем собственный вектор X, отвечающий собственному значению l = 1. 

Решим уравнение (A – 1 · E)X = θ или систему

	
1

2

3

2 3 1 4 1 2 0
1 3 1 2 1 2 0 .
1 3 1 4 1 0

x
x
x

    −
    − =    
    −    

Для решения уравнений воспользуемся методом Гаусса — ​Жордана:

	

( )
8 3 62 3 1 4 1 2 12

1 3 1 2 1 2 6 2 3 3 4 2
1 3 1 4 1 12 4 3 12

 − − ×
  − × → − × + × − + →  
    − × −   

	
0 9 18

0 1 2 0 1 2
2 3 3 .

2 0 32 3 30 9 18

 −  − −    → − → →     −−     − 

Находим 1 2 3

3 2
3 , 2 , , 2 , 0.
2

1
x C x C x C X C C

 
 = = = = ≠ 
 
 

 Полученный результат 

означает, что сбалансированность торговли трех стран достигается при векто-
ре национальных доходов x = (3/2C; 2C; C), т. е. при соотношении национальных 

доходов стран 
3 : 2 : 1
2

 или 3 : 4 : 2.
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5.5. Линейные операторы в евклидовом пространстве

Пусть A: En → En, A — ​линейный оператор.
Оператор A *: En → En называется сопряженным к линейному оператору A, 

если для любых элементов x, y ∈ En выполняется равенство

	 (A x, y) = (x, A *y).	 (5.12)

Свойства сопряженного оператора:
1. Для всякого линейного оператора существует единственный сопряжен-

ный оператор, который является также линейным оператором:

	
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

, , , ,

, , , ;

y y y y y y

y e y y

∗

∗ ∗ ∗ ∗

α +α = α +α = α +α =

= α +α = α +α

x x x x

x x x

A A A A

A A A A

	 1 2 1 2, , , , .ny y∀α α ∈ ∀ ∈x E

2. В ортонормированном базисе матрица А* сопряженного оператора A* 
является транспонированной по отношению к матрице А оператора A:

	 А* = АТ.

3. Для любого оператора A выполняется равенство (A*)*=A.
4. Для любых линейных операторов A и B справедливо равенство

	 (A B)* = B*A*.

Действительно,

	 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ), , , , , .∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = =x y x y x y x y x yAB A B B A B A B A

5. Если для оператора A существует обратный A–1, то (A*)–1= (A–1)*.
6. Линейный оператор A: En → En называется симметричным (самосопря-

женным), если справедливо равенство A* =A, т. е. для любых элементов x, y ∈ En 
выполняется равенство

	 (Ax, y) = (x, Ay).

Свойства самосопряженного оператора:
1. В ортонормированном базисе матрица A = (aij) симметричного опера-

тора A является симметричной матрицей, т. е. А = АТ. Обратно, если в каком-
нибудь ортонормированном базисе А = АТ, то A — ​симметричный оператор.

2. Собственные значения симметричного оператора — ​действительные 
числа.
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3. Если оператор A — ​симметричный, то собственные векторы, отвечающие 
различным собственным значениям этого оператора, взаимно ортогональны.

4. В n существует ортонормированный базис, состоящий из собственных 
векторов оператора A, в котором его матрица имеет вид:

	
1

,

n

 λ
 
 
 λ 

 

  

 

где l1, l2, …, ln — ​корни характеристического многочлена оператора A.
Пример 5.5. Найти собственные значения и собственные векторы симме-

тричного линейного оператора, заданного матрицей A

6 2 2
2 5 0 .

2 0 7

 −
 = − 
 
 

	 ( )( )2
1 2 3

6 2 2
2 5 0 6 12 27 0 3, 6, 9.

2 0 7

−λ −
− −λ = −λ λ − λ + = ⇒λ = λ = λ =

−λ

	 X1

3 2 2
3 : 2 2 0 .

2 0 4

 −
 λ = − = 
 
 

q

Решаем однородную систему методом Гаусса — ​Жордана:

	  
3 2 2 1 0 2

1 0 2
2 2 0 1 1 0

0 1 2
2 0 4 1 0 2

   −
    − → − → ⇒    
    

   

	
3

1

2

,
2 ,
2 , 0.

x C
x C
x C C

 =
⇒ = −
 = − ≠

Фундаментальная система состоит из одного вектора: 1

2
2 .

1
X

 −
 = − 
 
 

 Анало-

гично 2

1
2 ,
2

X
 −
 =  
 
 

 3

2
1 .

2
X

 
 = − 
 
 

 Легко видеть, что попарные скалярные произве-

дения полученных векторов равны нулю. Таким образом, собственные векто-
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ры данного симметричного оператора ортогональны. Найдем орты этих 

векторов: 1

2
1 2 ,
3

1

 −
 = − 
 
 

e 2

1
1 2 ,
3

2

 −
 =  
 
 

e 3

2
1 1 .
3

2

 
 = − 
 
 

e  Тогда в базисе 1 2 3{ , , }〈 〉 =e e e e  

матрица оператора, заданного матрицей А, имеет вид: 1

3 0 0
A Q AQ 0 6 0 ,

0 0 9

−
〈 〉

 
 = =  
 
 

e  

где 
2 1 2

1Q 2 2 1 .
3

1 2 2

 − −
 = − − 
 
 

5.6. Квадратичные формы и их приложения

Квадратичной формой в базисе 1 2{ , , , }n〈 〉 =e e e e  называется сумма

	 ( )F
1 1

, ,
n n

ij i j ij ji
i i

a x x a a
= =

= =∑∑x

где A = (aij) — ​симметричная матрица порядка n, которая называется матрицей 
квадратичной формы F(x). Нетрудно видеть, что

	 ( ) ( ) ( )TF( ) A A A A A A, , , .∗= = = =x x x x x

В матричной записи квадратичная форма имеет вид:

	 ( )T TF( ) X АX X X A
1

1, , , , , ( ).n ij

n

x
x x a

x

 
 = = = = 
 
 

 x

Действительно,

	

( ) ( )F( )

1
1

11 12 1 1

221 22 2 2
11 2 1 2

1 2

1

1 1

, , , , , ,

.

n

j j
j

n n

j jn
jn n

n n nn n n

nj j
j

n n

ij i j
i j

a x
a a a x

a xa a a x
x x x x x x

a a a x
a x

a x x

=

=

=

= =

 
 
   
   
   = = =   
         
 
 
 

=

∑

∑

∑

∑∑

x





 

    




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Приведение квадратичной формы к каноническому виду
Пусть А — ​матрица квадратичной формы F(x) в базисе 〈e〉.
Так как А — ​симметричная матрица, то существует ортонормированный 

базис 〈e′〉, состоящий из собственных векторов {e′1, e′2, …, e′n}, соответствующих 
собственным значениям l1, l2, …, ln.

Перейдем от базиса 〈e〉 к базису 〈e′〉 по формуле X =PX′, P — ​ортогональная 
матрица перехода от 〈e〉 к 〈e′〉, PT = P–1.

В новом базисе 〈e′〉 имеем:

	 ( )TT T T T TF( ) X AX PX APX X P APX X P APX X A X , 1−′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = =x

где

	 A′ = P–1AP	 (5.13)

будет матрицей квадратичной формы в базисе 〈e′〉.
В этом базисе матрица квадратичной формы имеет диагональный вид:

	 A A

1

2

0 0
0 0

.

0 0 n

′〈 〉

λ 
 λ ′ ′= =  
  λ 





   



e

Тогда T TF( ) X A X X X F
1

2 2 2
1 1 2 2

0 0
0 0 ( ).
0 0

n n

n

x x x
 λ
 ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = λ + λ + + λ = 
 λ 

 x x

Таким образом, для приведения квадратичной формы к каноническому 
виду следует:

1) записать матрицу квадратичной формы;
2) найти собственные значения, собственные векторы, получить ортонор-

мированный базис;
3) записать канонический вид квадратичной формы.
Пример 5.6. Ортогональным преобразованием квадратичную форму

	 F( ) F 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3( , , ) 6 5 7 4 4x x x x x x x x x x= = + + − +x

привести к каноническому виду.
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Ранее в примере 5.5 для матрицы A

6 2 2
2 5 0

2 0 7

 −
 = − 
 
 

 найдены собственные 

значения l1 = 3, l2 = 6, l3 = 9 и построен ортогональный базис:

	 X X X1 2 3

2 1 2
2 , 2 , 1 .

1 2 2

     − −
     = − = = −     
     
     

Соответствующий ортонормированный базис состоит из  векторов: 

( )1
1 2; 2;1 ,
3

′ = − −e ( )2
1 1; 2; 2 ,
3

′ = −e ( )3
1 2; 1; 2 .
3

′ = −e  Матрица перехода от базиса 〈e〉 

к базису 〈e′〉 (матрица ортогонального преобразования) равна:

	 TP P P1

2 1 2 2 2 1
1 12 2 1 1 2 2 .
3 3

1 2 2 2 1 2

−

   − − − −
   = − − ⇒ = = −   
   −   

Канонический вид квадратичной формы: F ( ) 2 2 2
1 2 33 6 9x x x′ ′ ′ ′ ′= + +x  в базисе 

{e′1, e′2, e′3}.
Формулы преобразования координат X = PX′:

	

( )

( )

( )

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

1 2 2 ,
3
1 2 2 ,
3
1 2 2 .
3

x x x x

x x x x

x x x x

 ′ ′ ′= − − +

 ′ ′ ′= − + −

 ′ ′ ′= + +

Знакоопределенность квадратичной формы
Квадратичная форма F(x) называется положительно (отрицательно) опре-

деленной, если для любого ненулевого вектора х выполняется неравенство 
F (x) > 0 (F (x) < 0).

Например, квадратичная форма F (x, y) = x2 + 7y2 является положительно 
определенной, квадратичная форма F (x, y) = –2x2 – 5y2 — ​отрицательно опре-
деленной.
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Если F(x) ≥ 0 (F(x) ≤ 0) ∀ x ≠ θ, то квадратичная форма F(x) называется не-
отрицательно (неположительно) определенной (обращается в ноль не только 
при x = θ).

Например, F (x, y) = x2 – 4xy + 4y2 = (x – 2 y)2 — ​неотрицательно определен-
ная квадратичная форма, так как F (x, y) ≥ 0 ∀ x, y, но F (x, y) = 0 не только при 
x = y = 0; так, F (2, 1) = 0.

Квадратичная функция F (x) называется знакопеременной (неопределенной), 
если она принимает как положительные, так и отрицательные значения.

Например, F (x, y) = 2x2 – 5y2 — ​знакопеременная квадратичная форма, 
так как она имеет как положительные, так и отрицательные значения; так, 
F (2, 1) > 0, F (1, 1) < 0.

Теорема 5.4 (об определении знака квадратичной формы). Для того чтобы 
квадратичная форма была положительно (отрицательно) определенной, необ-
ходимо и достаточно, чтобы все собственные значения матрицы квадратичной 
формы были положительными (отрицательными).

Эта теорема вытекает из равенства (5.13) и свойства 4 самосопряженного 
оператора:

	 A P AP P A P A1 1
1 2 .n

− −′ = = = = λ ⋅λ λ

Составим ряд главных миноров квадратичной формы F (x):

	
11 1

11 12
1 11 2

21 22
1

, , , .
n

n

n nn

a a
a a

a
a a

a a
∆ = ∆ = ∆ =



   



Теорема 5.5 (критерий Сильвестра* знакоопределенности квадратичной 
формы).

1. Для того чтобы квадратичная форма была положительно определенной, 
необходимо и достаточно, чтобы все главные миноры ее матрицы были поло-
жительны.

2. Для того чтобы квадратичная форма была отрицательно определенной, 
необходимо и достаточно, чтобы знаки главных миноров ее матрицы чередо-
вались следующим образом:

	 1 20, 0, , ( 1) 0.n
n∆ < ∆ > − ∆ >

*  Джеймс Джозеф Сильвестр (1814–1897) — ​английский математик. Внес вклад в теорию 
матриц, теорию чисел и комбинаторику. Играл ведущую роль в американской математике 
второй половины XIX в., являлся профессором Университета Джонса Хопкинса. Основатель 
«Американского журнала математики».
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Если 1 20, 0, , 0n∆ ≥ ∆ ≥ ∆ ≥  или 1 20, 0, , ( 1) 0n
n∆ ≤ ∆ ≥ − ∆ ≥  и имеется j, 

при котором D j = 0, то F(x) является неотрицательно определенной или, соот-
ветственно, неположительно определенной квадратичной формой.

Во всех остальных случаях квадратичная форма является неопределенной.
Пример 5.7. Квадратичную форму

	 ( )F( ) F 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3, , 4 5 3 4 4x x x x x x x x x x= = + + − +x

исследовать на знакоопределенность.

1‑й способ. Для матрицы A

4 2 2
2 5 0

2 0 3

 −
 = − 
 
 

 находим собственные значения 

l1 = 1, l2 = 4, l3 = 7. Собственные числа матрицы положительны, поэтому ква-
дратичная форма положительно определенная.

2‑й способ. Найдем главные миноры матрицы квадратичной формы:

	 A 1 2 3

4 2 2 4 2 2
4 2

2 5 0 : 4, 16, 2 5 0 28.
2 5

2 0 3 2 0 3

 − −
− = − ∆ = ∆ = = ∆ = − =  − 

 

Все главные миноры положительны. По критерию Сильвестра имеем по-
ложительно определенную квадратичную форму.

3‑й способ. Приведем квадратичную форму к каноническому виду с помо-
щью алгебраических преобразований:

	
( ) ( )

( ) ( ) ( )
F 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 1 1 2 2

2 22 2 2 2
2 1 3 3 3 1 2 2 3 3 1 2 3

, , 4 5 3 4 4 4 4

4 4 2 2 2 2 0 , , .

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x

= + + − + = − + +

+ + + + = − + + + > ∀

Пример 5.8. Найти все значения параметра а, при которых квадратичная 
форма F( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 4 2 2 2x x x x x ax x x x x x x= − − + − − +  является отрица-
тельно определенной.

Найдем главные миноры матрицы квадратичной формы A

1 1 1
1 4 1 .
1 1 a

 − − −
 = − − 
 − 
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Имеем 1 2 3

1 1 1 1 1 1
1 1

1, 3, 1 4 1 0 3 2 3 7.
1 4

1 1 0 2 1
a

a a

− − − − − −
− −

∆ = − ∆ = = ∆ = − − = − = +
− −

− +

По критерию Сильвестра имеем отрицательно определенную квадратичную 
форму тогда и только тогда, когда 3a + 7 < 0, т. е. при a < –7/3.

Задания для самостоятельного решения

5.1. Пусть x = (x1, x2; x3), Ax = (x2 – x3; x1; x1 + x3), Bx = (x2; 2x3; x1) в некотором 
базисе. Найти A(2B – A)x.

5.2. Отображение A переводит вектор x = (x1; x2; x3) в базисе {i, j, k} в вектор:
1) Ax = (x1 – 2x3; –2x1 + x2; x3);
2) Ax = (x1 – 5 + 2x3; –2x1 + x2; x3);
3) Ax = (0; 0; x3);
4) Ax = (–2x1x3; –x1 + x2; x1 + x3).
Выяснить, какие из заданных отображений являются линейными операто-

рами; записать их матрицы в прямоугольном базисе {i, j, k}.
5.3. В базисе {i, j, k} найти оператор зеркального отражения Cp относительно 

плоскости p: x + y + z = 0. Найти образ и ядро оператора зеркального отражения.
Указание. Вектор d, симметричный данному вектору a относительно данной 

плоскости p, имеет вид: 
( )

2

2 ,
= −

a n
d a n

n
, где n — ​нормальный вектор плоскости p.

5.4. Установить, какие из указанных линейных операторов являются невы-
рожденными, и найти явный вид обратных операторов:

1)  ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 2 ; 2 2 ; 2 2 ;
3

x x x x x x x x x− − − + − − − +xA =

2)  1 3 2 3 1 2 3–2 5 ; ; 2 – 4( ).x x x x x x x+ + +=xA

5.5. В  базисе {e1, e2} матрица линейного оператора задана матрицей 

А
2 4

.
3 3

 
=  − 

 Найти матрицу этого же оператора в базисе 1 2 1 2 1 22 , 2 4 .′ ′= − = −e e e e e e
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5.6. Выяснить, является ли вектор x = (1; 2; 1) Т собственным для оператора, 

заданного матрицей A

1 3 4
4 7 8 ,
6 7 7

 −
 = − 
 − 

 и найти соответствующее ему собствен-

ное значение. Найти другие собственные значения и отвечающие им собствен-
ные векторы.

5.7. Найти собственные значения и собственные векторы линейного пре-
образования А, заданного в некотором базисе матрицей А, если

а)  А
2 4

;
1 3

 
=  − − 

 б)  A

4 4 0
1 0 0 .
1 2 2

 −
 =  
 − 

5.8. Выяснить, какие из следующих матриц линейных операторов можно 
привести к диагональному виду путем перехода к новому базису. Найти этот 
базис и соответствующую ему диагональную форму матрицы:

а)  А
2 1

;
3 4

− 
=  
 

 б)  A

3 1 1
0 0 3 ;
3 0 0

 −
 =  
 
 

 в)  A

1 1 4
1 4 1 .
4 1 1

 
 =  
 
 

5.9. Для данной матрицы A

11 8 2
8 5 10

2 10 2

 − −
 = − − − 
 − − 

 найдите диагональную 

матрицу D и ортогональную матрицу U такие, что A = UDU– 1.
5.10. Дана квадратичная форма:
а)  F( ) 2 2

1 2 1 2 1 2, 2 5 4 ;x x x x x x= − − +
б)  F( ) 2 2

1 2 1 2 1 2, 2 5 4 ;x x x x x x= + +
в)  F( ) 2 2

1 2 3 1 3 1 2 1 3 2 3, , 4 2 2 2 2 ;x x x x x x x x x x x= + + − −
г)  F( )1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 2 2 ;x x x x x x x x x= + +
д)  F( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3, , 2 2 2 2 .x x x x x x x x x x= − − − + +
Различными способами исследуйте квадратичную форму на знакоопреде-

ленность.
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5.11. Структурная матрица торговли трех стран S1, S2, S3 имеет вид:

	 A

0,3 0,3 0,1
0,4 0,6 0,4 .
0,3 0,1 0,5

 
 =  
 
 

Найти соотношение национальных доходов стран для сбалансированной 
торговли.

5.12. Найти национальные доходы x1, x2, x3, x4 четырех торгующих стран 
в сбалансированной системе международной торговли, если структурная ма-
трица торговли этих четырех стран равна:

	 A

0,2 0,2 0,1 0,1
0,3 0,3 0,1 0,2
0,4 0,3 0,5 0,4
0,1 0,2 0,3 0,3

 
 
 =  
  
 

,

а сумма бюджетов всех стран равна 7821 млн д. ед.

Ответы к заданиям для самостоятельного решения
5.1. A(2B – A)x = (–2x1 + 5x3; x2 + x3; x1 + x2).

5.2. 1) является линейным; A

1 0 2
2 1 0 ;

0 0 1

 −
 = − 
 
 

 2) не является линейным; 3) явля-

ется линейным; A

0 0 0
0 0 0 ;
0 0 1

 
 =  
 
 

 4) не является линейным.

5.3. ( )1C 2 2 ; 2 2 ; 2 2 ;
3

d x y z x y z x y zπ − − − + − − − +=

r Ker d3ImC , 3, C C 0.
ππ π π= = = =C q,

5.4. 1)  ( )1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 2 ; 2 2 ; 2 2 ;
3

x x x x x x x x x− − − − + − − − +x =A  2)  не  является  
невырожденным.

5.5. А
3 14

.
3 8
− 

′ =  − 
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5.6. Х1 2 2

1
1; 3, 2 , 0.

2
C C
 
 λ = − λ = = ≠ 
 
 

5.7. а)  X X1 2
1 2 1 1 2 2

1 4
2, 1, , 0, , 0;

1 1
C C C C

− −   
λ = − λ = = ≠ = ≠   

   

б)  X X1 2
1 1 2 2

2 0
2, 1 , 0, 0 , 0.

0 1
C C C C
   
   λ = = ≠ = ≠   
   
   

5.8. а) не приводится к диагональному виду; б) не приводится к диагональному виду;

в) 

1/ 2 1/ 6 1/ 33 0 0
D 0 3 0 , U 0 2 / 6 1/ 3 .

0 0 6 1/ 2 1/ 6 1/ 3

  −     = = −      −   

5.9. D U

18 0 0 2 1 2
10 9 0 , 2 2 1 .
3

0 0 9 1 2 2

   − −
   = = −   
   −   

5.11. 1 : 2 : 1.
5.12. Национальные доходы четырех стран x1, x2, x3, x4 равны соответственно 1034; 

1485; 3311; 1991 млн д. ед.

Тесты

5.1. Вектор y = (5; 9; 2) является образом вектора x = (2; –2; 3) при линейном 

преобразовании, заданном матрицей A

1 1
1 4 1 ,
1 1

n

m

 − −
 = − − 
 − 

 если m и n соответ-

ственно равны:
а) 3 и 2; б) 2 и 3; в) –2 и 3; г) 2 и –3.
5.2. Определить, какие из указанных векторов являются собственными 

векторами оператора, заданного матрицей А
1 2

,
1 4

− 
=  
 

 если…

а) x = (– 2; 1); б) x = (0; 3); в) x = (0; –1); г) x = (1; –1).
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5.3. Произведение собственных чисел матрицы А
1 4
4 5
 

=  
 

 равно…______

5.4. Матрица линейного оператора y = Ax = (x1 + x2 — ​x3; x1; x1 + x3), где 
x = (x1; x2; x3), в том же базисе имеет вид:

а)  A

1 1 1
1 0 0 ;
1 0 1

 
 =  
 
 

 б)  A

1 1 1
1 0 0 ;
1 0 1

 
 =  
 − 

 в)  A

1 1 1
0 1 0 ;
1 0 1

 −
 =  
 
 

 г)  A

1 1 1
1 0 0 .
1 0 1

 −
 =  
 
 

5.5. Для линейных преобразований 1 1

2 2

2 ,
:

y x
y x
=

 = −
A  и  1 1 2

2 1 2

2 ,
:

2
y x x
y x x
= − +

 = −
B  

оператор (A – 2B)x задается матрицей вида:

а) 
5 2

;
2 3
 
 − 

 б) 
6 2

;
2 3

− 
 − 

 в) 
5 2

;
2 3

− 
 − 

 г) 
4 2

.
2 3

− 
 − 

5.6. Матрице A

6 2 2
2 5 0

2 0 7

 −
 = − 
 
 

 соответствует квадратичная форма вида:

а)  F( ) 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3, , 6 5 7 2 2 ;x x x x x x x x x x= + + − +

б)  F( ) 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3, , 6 5 7 2 2 ;x x x x x x x x x x= − − − + −

в)  F( ) 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3, , 6 5 7 4 4 ;x x x x x x x x x x= + + + −

г)  F( ) 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3, , 6 5 7 4 4 .x x x x x x x x x x= + + − +

5.7. Найти координаты вектора y = Ax, если оператор A в базисе {e1, e2, e 3} 

задан матрицей A

6 2 2
2 5 0

2 0 7

 −
 = − 
 
 

 и x = e1–2 e2 +5e3:

а) (20; –12; 37); б) (18; –10; 35); в) (37; –12; 20); г) (20; –10; 2).
5.8. Квадратичная форма 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4 3 2 2 2x x x x x x x x x x x x= − − − − − +F  
является:

а) отрицательно определенной;
б) положительно определенной;
в) знаконеопределенной;
г) неотрицательно определенной.



5.9. Базис образа линейного оператора в пространстве 3, заданного ма-

трицей A

6 4 2
2 2 0 ,

2 5 7

 
 = − − 
 − 

 состоит из векторов:

а) (6; –2; 2); (4; –2; –5) (2; 0; 7);
б) (6; –2; 2); (4; –2; –5);
в) (6; –2; 2); (2; 0; 7);
г) (12; –4; 9).
5.10. Характеристическое уравнение линейного оператора, заданного в не-

котором базисе матрицей А
1 4

,
4 5
 

=  
 

 имеет вид:
а) l2 – 6l – 11 = 0;
б) l2 + 6l – 11 = 0;
в) l2 – 5l – 21 = 0;
г) l2 + 5l – 21 = 0.

Ответы к тестам

5.1. а) n = 3 и m = 2. 5.2. а) x = (–2; 1); г) x = (–1; 1). 5.3. –11. 5.4. г)  A

1 1 1
1 0 0 .
1 0 1

 −
 =  
 
 

 

5.5. б) 
6 2

.
2 3

− 
 − 

 5.6. г)  F( ) 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3, , 6 5 7 4 4 .x x x x x x x x x x= + + − +  5.7. а) (20; –12; 37).

5.8. а) отрицательно определенная. 5.9. б) (6; –2; 2); (4; –2; –5); в) (6; –2; 2); (2; 0; 7).
5.10. а) l2 – 6l – 11 = 0.
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