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�	 �� 
�1�
�����
�����271�' 	� ����	 z ∈ Zn,k ����'� ��� xk � zk � yk 
 4��
( Zn,k� ����
6�
��� �
�� n������� ��������� � ������� ������ k �����	��� -����
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 �
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�6��7�
2 �����
�� ��
�71	�
2 Lq
�������� *���� L>

4��
( 6� ��������7�
2 �-���	 ��1��
�	 Lkq������	' ��2 ���������

���'
�� >4!


!�

����	� ���
	�����&	��
�	' ���	��� �����	 K�M�K�M
 .����� ���
�������7 z0 	 �����	���	�

z0 −
∑

i∈I

c0
i zi −

∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij = 0. K�M

8���2���	� ���������� *����	� ����21	� � 
�����E��	2 K�M� 
����7�
1	� ����*��)

z0, z1, ..., zn, x11, x12, ..., x1m, ..., xn1, xn2, ...xnm.

/������
���71	' ������ ���2��� ���������� �������' ����������	��
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*������' �����	���	2�	 K�M�K�M 	

0 ≤ zi ≤ 1, xij ≥ 0, i ∈ I, j ∈ J, KIM

���*���	� Ω. C���� *����� K�M�K�M ��6�� ���( *��	
��� � ���
	�����&	�
��
��' ��
�������)

��'�	 z∗ = lexmin(Ω ∩ ZN+1),

��� N = n(m + 1). >�	 F��� ���	���(��� *�����	� ���������' z0 ����
�� ���	���(���� *�����	7 F ∗ -�����' &���-		 F (z, x) *����	 K�M�K�M

.�6��7 ���( ��	 	

�������		 *����	 	 �����	���� �� ��E��	2 	�����
������� ������	�)

Ω∗ = {x ∈ Ω : x ≺ z ��2 �
�� z ∈ (Ω ∩ ZN+1)}

3*��
��� H��J� ��� ��	 c0

i , cij ∈ Z, i ∈ I, j ∈ J ��2 �7��� &	�
	�
�������� -���� z1, z2, ..., zn � ����������	�� Ω �
���� ��'���
2 �����
(z0, z1, ..., zn, x11, x12, ..., x1m, ..., xn1, xn2, ...xnm), � ������' xij ∈ Z, i ∈ I,

j ∈ J. >�	��� *�����	2 ���������� xij, i ∈ I, j ∈ J ����� �������27��

2 ����	�	��
�	) � ��6��� 
����-� j ����	-� (cij) �����	�
2 F������
cij = min{ckj : zk = 1}. . 
������ ����� ���	� F�������� ��
���(���
���	����
2 �7��' 	* �	�
 /������
���71�2 ���������2 xij ��������
2
�����' �� �
���(��� xij = 0.

>�
�( k = n + 1. $�1��
�( ���6�
��� Ω∗/Lk, ��*��������
Lk�������	�� *����	� ��6�� ���*��( 
�1�
������� ��	2�	� �� ���-�


��E��	2 *����	
 >�F���� ����
����2�� 	�����
 	*����	�
Lk�
�������� ���6�
��� Ω∗.

u�

����	� *����� ��*��1��	2 K�M�K�M� � ������' m = n ≥ 3
 .�����
-����	
�����7 ���
����� M ≥ 4 	 �������	� ��F&&	-	���� *����	

����71	� ����*��)

c0
i = M, i ∈ I,

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

M 1 . . . 1
1 M . . . 1

· · · · · · 
 
 
 · · ·
1 1 . . . M

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. K��M

�
��
��  
! �
�	 ��F&&	-	���� ���
��'E�' *����	 ��*��1��	2
����������27� �
���	2� K��M� �� 
�������	�� �-����
(M

2 − 2)(n − 1) < |Ω∗/Lk| < M(n − 2) − (n − 3).
"-���	� ���������� � ������� �
� 2��27�
2 �	��'���	 ����
	���(��

������� ���������� M 	 n
 $�1��
�( Lk−������	2 *���� F���� 
���'�

��� ��*��
���� 
 ����	���	�� ��F&&	-	����� -�����' &���-		
 .��
��
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�� ��
���	�( ��	���� >4!� ��1��
�( Lk−������	' �����
��� F�
�����-	��(�� *��	
	� �� ��*�����
�	 *����	


!�

����	� ��2 F���� >4! K�M�K�M� � ������' |I| = n + p, |J | = n, ���
p ≥ 1, p ∈ Z. .����� -����	
�����7 ���
����� M ≥ 5 	 �������	� ���
F&&	-	���� *����	 
����71	� ����*��)

c0
i =

⎧⎨
⎩

0, �
�	 i ≤ p,

M, 	�����

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c11 c12 c13 ... c1n

. . . ... .

cp1 cp2 cp3 ... cpn

M 1 1 ... 1
1 M 1 ... 1
. . . ... .

1 1 1 ... M

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, K��M

��� cij ≥ M, ��	 i = 1, ..., p, j ∈ J.

�
��
��  
 �
�	 ��F&&	-	���� ���
��'E�' *����	 ��*��1��	2
����������27� �
���	2� K��M� �� 
�������	�� �-����
|Ω∗/Lk| > (2p − 1)(M − 4)(n − 2).
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 �
� 	*����7�
2 �����	��� �������� Lq���

�� 	 �������*	-		
?�����
� ��2 ���
��'E�' *����	 ��*��1��	2


,����	�� �������� L����

�� �
����� �� 	��� ��
���������(���� ����

����� F�������� L���*�	��	2 �����
�-	������ ���6�
��� *����	 � ����

	�����&	��
��� ���2���
 /��( �������*	-	������ ������� *���7�����

2 � ��*�	��		 	
�����' *����	 �� ���	*���
������7 *����� 	 *�����
��	�������	2 ��	����� 	 	� ��
���������(��� ��E��		


>�	 &	�
	�������� ���	*���
������� ����� ẑ1, . . . , ẑn ��������
2 
���
��71�2 *����� ��	�������	2 ��	����� T (ẑ))

∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij → min

��	 �
���	2�
∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J,

0 ≤ xij ≤ ẑi, i ∈ I, j ∈ J.

%��'
������2 � T (ẑ) *����� D(ẑ) 	���� �	�)
∑

j∈J

uj −
∑

i∈I

∑

j∈J

ẑiwij → max

�



��	 �
���	2�

uj − wij ≤ cij, i ∈ I, j ∈ J,

wij ≥ 0, i ∈ I, j ∈ J.

"��*���	� f̂(z) = f(z, x(z))� ��� x(z) � ���	���(��� ��E��	� *����	
T (z)� F (0)� �����(��� *�����	� ������� -�����' &���-		 *����	
 .�����
���6�
��� Γ = {z :

∑
i∈I

zi ≥ 1, 0 ≤ zi ≤ 1, i ∈ I} 	 ��	E�� ��1�7 
����
��

����	������ ���	 �������*	-	����� �����	����


������� D

>���6	� Γ(1) = Γ, F (0) = +∞ 


�������� k� k ≥ 1

v�� �
 31�� ��������' ���	*���
������' ���� z(k) ∈ Γ(k)
 �
�	 ���
���� ����� �� 
�1�
������ �� ���-�

 *����E���
2
 >���� �� �������
��
�	����
2 ������ F (k−1)� 2��2��
2 ���	���(���
 . ����	���� 
�����
�������	� �� E�� �


v�� �
 !�E�2 *����� ��	�������	2 ��	����� ��	 &	�
	�������� z(k)�
�����	� ���	���(��� ��E��	� x(k)
 .��	
�2�� ������
F (k) = min{f̂(z(k)), F (k−1)}


v�� �
 /���	� �� ���������� ����	�� �	��'��� �������
��� K��
����
�	�M)

γ
(k)
1 z1 + . . . + γ(k)

n zn ≤ γ
(k)
0 . K��M

%�����2�� �������
��� K��M � 
	
���� �����	���	' ����������	��
Γ(k) 	� ���*���	� �����	�E�7
2 ����
�( ����* Γ(k+1)� �������	� � 
���
��71�' 	����-		 K�� E�� �M


?���� �����������(� ��� ��
����	2 K��M � ���-�

� D ������7� 
���
��71	�	 
��'
����	)
dM ����� z(k) �� ����������2�� �������
��� K��M�
mM ��
����	� K��M �� 	
��7���� �	����7 -����	
�����7 �����
z′ ∈ Γ(k)� ��2 ������' f̂(z′) < F (k)


/��'
��� GdG ��*���2�� ������	�����( �������
�( ���-�

� D� � 
��'�

��� GmGq ���	���(��
�( ��'������� 	� ��E��	2
 . ����
��� �������
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K��M ����� ���( 	
���(*����� ��
����	2 ?�����
�
 "
������
�(7 ������
�� �����	��� 2��2��
2 ��
��
��	� -����	
�����' ���	�	*�-		 ��	 ���

�����		 ��
���������(��
�	 ���	*���
������� ������� ������� ���	�
��7�
2 	* ����
�	��� ��E��	' ���	*���
������' *����	


. ������6����� �����	���� ��	
� ���	*���
������� ������ �
�1��

���2��
2 
 ����1(7 �����	��� �������� L����

�� �	�� ��������� ���
����� ��������� ���6� �����
������� ��*��6��
�	 ��
�����	2 ��
����
�	' �� ��*�	���� -���� ������� �����	�����	2 ��*�����
�	 ����	-�
�����	���	' ���	*���
������' *����	


. �
 �
; ��	���2�
2 �-���	 �	
�� 	����-	' ��������� �������*	-	�
����� �����	���� 
 ��
����	2�	 ?�����
�


"�
����	� ?�����
� ��2 >4! 	���� �	�)
∑

i∈I

(c0
i −

∑

j∈J

w
(k)
ij )zi < F (k) − ∑

j∈J

u
(k)
j . K��M

4��
( u
(k)
j , w

(k)
ij i ∈ I, j ∈ J � ���	���(��� *�����	2 ���������� *����	

D(z(k)) �� k�' 	����-		 ���-�

� D
 . ��1�� 
����� ���	���(��� ���
E��	� *����	 D(z(k)) �� ��	�
������� ��F���� �� ����� z(k) ��6�� ���(
��
������ ��
���(�� ��*�	���� ��
����	'


. H��J ������� ���2�	� ����	�� ��
����	'� 
 ����1(7 �������� �����
�� ����	*	�����( F&&���	���
�( ��

����	������ �������*	-	�����
�����	����

�
����� ��������� � F�� �	
�� -����	
������ ����� ����������	��

����1�' *����	 -����	
������� ��������	�����	2� ������� ��� ��
����
��


!�

������� ��� 
��
��� ���	
���	2 ���	���(��� *�����	' ���'�

������� ����������


>����' 
��
��)

u
(k)
j = min{cij : i ∈ I

(k)
1 }, j ∈ J,

w
(k)
ij = (u

(k)
j − cij)

+, i ∈ I, j ∈ J.
K�;M

.����' 
��
��)

u
(k)
j = min{cij : z

(k)
i = 1, i ∈ I

(k)
1 \{ij}}, j ∈ J,

w
(k)
ij = (u

(k)
j − cij)

+, i ∈ I, j ∈ J,
K��M

��� ij = arg min{cij : i ∈ I
(k)
1 }, j ∈ J 
 #������ 	
���(*�7�
2� �
�	

��



|I(k)
1 | ≥ 2. . 
������ ����� |I(k)

1 | = 1, ���	���(��� *�����	2 ���'
�����
��� ���������� ���	
�27�
2 �� &������� K�;M


"��*���	� ����* D̄ ���-�

 D� � ������� ���	*���
������� ����� ���
���	��7�
2 � ���2��� ���
	�����&	��
���� ��*��
���	2� ���	��2 
 ����

	�����&	��
�	 �	�	���(���� ����� z(1) 
 �����	�����	
z

(1)
1 = 0, . . . , z

(1)
n−1 = 0, z(1)

n = 1, � ��
����	2 K��M 
���2�
2 
 	
���(*��
���	�� �-���� K�;M

�
��
��  
" >�	 ��E��		 ���-�

�� D̄ ���
��'E�' *����	 ��*���

1��	2� ��F&&	-	���� ������' ����������27� �
���	2� K��M� ����� ���

������ �� ����� n ��
����	'


>�	 F��� ����	�� ���	� ��
����	' �� ������ ��� 2n−1.
.������ M ≥ 2 	 ��

����	� >4!� � ������' n = m� � ��F&&	-	����

	��7� �	� )
c0
i = 1, i ∈ I,

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 M . . . M

M 1 . . . M

· · · · · · 
 
 
 · · ·
M M . . . 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. K�5M

"��*���	� I0 = {i ∈ I : zi = 0}, I1 = {i ∈ I : zi = 1}
 �
�	 ��
����	�
K��M 
���	�
2 �� ����� ẑ(k)� �� ������� ��
�	����
2 ��������� *�����	�
-�����' &���-		� �� ��� ����� ����2���( 
����71	� ����*��)

∑

i∈Ik
0

(2 − M)zi +
∑

i∈Ik
1

zi ≤ |Ik
1 | − 1.

C�� ��� 2 − M ≤ 0, �� ��� ��
����� ���(�� ���� ẑ(k)� � *���	� ��� ����
�	�� ����� �
 >�	 M = 3 ��� �� �	�� �����	���� ������ �����2����
��
����	2 ��2 *���� ������ ��������	�����	2 HIJ
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����	� ���-�

 D ��E��	2 *����	 
���'
��� K�5M 
 	
���(*����
�	�� ���'
������� �-���� K��M
 �
�	 �� ����� ẑ(k) ��
�	����
2 ������

-�����' &���-		 	 |I(k)
1 | ≥ 2, �� ��
����	� ?�����
� ����� 	���( 
�����

71	' �	�) ∑

i∈I

zi ≥ |I(k)
1 | + 1.

"���	���� ��� ��� ��
����� �
� ������ � ������� |I1| ≤ |I(k)
1 |


C��	� ����*��� �
���������� ��� ����� ���	���(��� *�����	' ���'�

������� �-���� ��6�� ���*����( 
�1�
������� ��	2�	� �� ����	�� ���

����	' ?�����
� 	 ��� ����	�� ��
����	' ��2 >4! ��6�� ��	�	���(
*�����	2 �� � �� α, ��� α ≥ 2n−1.
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����7�
2 �������*	-	����� ���

���	��� ��2 ������������' *����	 ��*��1��	2 K%4!M
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2 �����	' ��*�� *���� ������������ ��������	���
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 �
� ��
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�����	� ������������' *����	 ��*��1��	2
� ������������' *����� L:> ����� ��������	2 �	��'��� �������
��
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H5J ����*��� F��	��������
�( %4! 
����71�' ������������' *�����)

F (z, x) =
∑

i∈I

c0
i zi +

∑

i∈I

∑

j∈J

cijxij → min

��	 �
���	2�

zi ∈ {0, 1}, i ∈ I, z �= 0,

zi ≤ xij +
∑

k∈Sij

zk, i ∈ I, j ∈ J,

∑

i∈I

xij = 1, xij ≤ zi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J,

��� Sij = {k ∈ I : dkj < dij}, i ∈ I, j ∈ J. >�����������
2� ��� dij �= dkj

��2 �
�� i �= k, j ∈ J � �� �
�( ����� ��6���� ������	���2 ����*�����

%������*	-	����� �����	��� ��E��	2 ���������' ������������' *��
���	� ������	���� �����	���� ��2 >4!� ��������7�
2 � �
 �
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>
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�21�� �-����� �	
�� 	����-	' ���*����� �����	����
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����	� ?�����
� ��2 ������������' *����	� F��	��������' %!4�

	���� �	�)
∑

i∈I

(c0
i +

∑

j∈J

(u
(k)
ij − v

(k)
ij ))zi −

∑

i∈I

∑

j∈J

∑

l∈Sij

zlu
(k)
ij < F (k) − ∑

j∈J

y
(k)
j , K� M

��� u
(k)
ij , v

(k)
ij , y

(k)
j � ���	���(��� *�����	2 ���'
������� ���������� ��

k�' 	����-		 ���-�

� D

!�

����	����
2 
����71	' 
��
�� ���	
���	2 ���	���(��� *�����

�	' ���'
������� ����������)

y
(k)
j = mini∈I cij, j ∈ J,

u
(k)
ij =

⎧⎨
⎩

cij − y
(k)
j , �
�	 xij = 1,
0, 	����� i ∈ I, j ∈ J,

v
(k)
ij = 0, i ∈ I, j ∈ J.
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�( M ≥ 2� n = m� ��F&&	-	���� %4! c0
i , cij i ∈ I, j ∈ J �������

����27� �
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