




80

Рис. 4.3. Заполнение полей ввода функции БИНОМ.РАСП  
для построения функции распределения F(х) в ячейках С19:С29

Рис. 4.4. График функции распределения F(x)



81

математическое ожидание, заполняем поля диалогового окна, как показано 
на рис. 4.5.

В ячейке Н2 получаем результат вычисления математического ожидания 
EX = 8.

Для вычисления дисперсии в ячейку J2 поместим результат вычисления 
дисперсии. Для этого вновь воспользуемся функцией СУММПРОИЗВ. В ячей-
ку J2 поместим формулу  = СУММПРОИЗВ(СТЕПЕНЬ(A3:A13;2); B3:B13) — ​
СТЕПЕНЬ(I2;2), как показано на рис. 4.6. В результате получим DX = 1,6.

Рис. 4.5. Диалоговое окно функции СУММПРОИЗВ с заполненными полями ввода

Рис. 4.6. Вычисление дисперсии DX
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4.3. Распределение Пуассона

Случайная величина X имеет распределение Пуассона (X ~ П(λ)) с параме-
тром λ (λ > 0), если

	 ( )P
e ,
!

k

X k
k

−λλ
= = 	 (4.4)

где k = 0, 1, 2, …
Закон распределения Пуассона определяется интенсивностью наступления 

события A: λ ≈ np. Ряд распределения случайной величины имеет вид (табл. 4.3).
Таблица 4.3

X 0 1 … k … Σ

Р e−λ e−λλ … e
!

k

k

−λλ … 1

Заметим, что ( )P
0 0

e 1.
!

k

k k

X k
k

−λ∞ ∞

= =

λ
= = =∑ ∑

Числовые характеристики случайной величины, имеющей 
распределение Пуассона
Функция распределения Пуассона равна:

	

 при 0,

e
 при  

....................................
0

0

( ) 1,
!

kl

k

x

F x l x l
k

−λ

=

≤
 λ= < ≤ +



∑

Замечание. Закон Пуассона является предельным для биномиального рас-
пределения: np → λ, n → ∞. Для биномиального распределения имеем:

	 E( ) , ;X np n= →λ →∞

	 ( )D( ) , 0, , 1 .X npq n p np q= →λ →∞ → →λ →

Так как вероятность наступления события A в каждом испытании мала 
(p → 0), то закон распределения Пуассона называют законом редких событий.

Распределение Пуассона имеет место, когда встречается однородный по-
ток независимых событий, регистрируемых в заданном промежутке времени 
или пространства при заданной интенсивности λ, например, поток отказов 
абонентов от телефонной сети.
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Пример 4.4. В банк поступило 4 тыс. пакетов денежных знаков. Вероятность 
того, что пакет содержит недостаточное или избыточное количество денежных 
знаков, равна 0,001.

Составить закон распределения числа ошибочно укомплектованных па-
кетов. Найти:

а) вероятность того, что при проверке будет обнаружен хотя бы один оши-
бочно укомплектованный пакет;

б) вероятность того, что при проверке будет обнаружено не более трех 
ошибочно укомплектованных пакетов;

в) математическое ожидание и дисперсию числа ошибочно укомплекто-
ванных пакетов.

Решение. Найдем пуассоновский параметр распределения λ = np = 
= 4000 · 0,001 = 4. Ряд распределения случайной величины имеет вид:

X 0 1 … k … Σ

P e–4 4e–4 … e
!

44k

k

−

… 1

а) Перейдем к вероятности противоположного события: 1 – P4000 (0) = 
= 1– e–4 ≈ 0,9817.

б) Искомая вероятность равна сумме вероятностей:

	

e e e e
P P P P

e

4 0 4 1 4 2 4 3

4000 4000 4000 4000

4

4 4 4 4(0) (1) (2) (3)
0! 1! 2! 3!

321 4 8 0,4335.
3

− − − −

−

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+ + + = + + + =

 = + + + ≈ 
 

в) Воспользуемся формулами E(X) = D(X) = λ. То есть математическое 
ожидание и дисперсия числа ошибочно укомплектованных пакетов равны: 
E(X) = D(X) = 4.

Пример 4.5. Менеджер телекоммуникационной компании решил рас-
считать вероятность того, что в некотором небольшом городе в течение пяти 
минут поступят 0, 1, 2, … вызовов. Выбраны случайные интервалы в пять ми-
нут, подсчитано число вызовов в каждый из интервалов и рассчитано среднее 
число вызовов: λ = 4,8. Вычислить вероятность того, что в течение пяти минут 
поступят: а) шесть вызовов; б) не более шести вызовов.

Решение. а) По формуле Пуассона получаем:

	 ( ) e
P

!

6 4,84,86 0,1398.
6

X
−

= = ≈
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Тот же результат получим, используя в Microsoft Excel функцию ПУАССОН.
РАСП (значение интегральной величины — ​0):

P(X = 6) = ПУАССОН.РАСП (6; 4,8; 0) = 0,1398.
Кроме того, удобно пользоваться значениями из Приложения (табл. 3).
б) Искомая вероятность равна сумме вероятностей:

		 P P P P P P P

e e e e e e

e
e

4,8 0 4,8 1 4,8 2 4,8 3 4,8 4 4,8 5

4,8 6 2 3 4 5 6
4,8

(0) (1) (2) (3) (4) (5) (6)
4,8 4,8 4,8 4,8 4,8 4,8

0! 1! 2! 3! 4! 5!

4,8 4,8 4,8 4,8 4,8 4,81 4,8 0,7908.
6! 2 6 24 120 720

− − − − − −

−
−

+ + + + + + =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + + + + + +

 ⋅
+ = + + + + + + ≈ 

 

Тот же результат получим, используя функцию Microsoft Excel (значение 
интегральной величины — ​1):

	 P(X ≤ 6) = ПУАССОН.РАСП(6; 4,8; 1) = 0,7908.

4.4. Геометрическое распределение

Случайная величина X имеет геометрическое распределение (X ~ G(p)), если 
она принимает счетное число значений: 1, 2, …, m, … с соответствующими 
вероятностями: pm = P(X = m) = qm–1p, где m = 1, 2, …, 0 < p < 1, q = 1 – p.

Случайную величину, распределенную по геометрическому закону, мож-
но интерпретировать как число m опытов, проведенных по схеме Бернулли 
до первого успеха.

Закон распределения случайной величины X представлен в табл. 4.4.
Таблица 4.4

X 1 2 3 … m … Σ
P p qp q2p … qm–1p … 1

Заметим, что

	 ( )1 2

1

11 1.
1

m

m

pq p p q q p
q p

∞
−

=

= + + + = ⋅ = =
−∑ 

Функция распределения геометрического распределения равна:

	

 при 1,

 при 1

1

0

( ) 1,
l

m

m

x

F x q p l x l−

=

≤
= < ≤ +



∑

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Числовые характеристики случайной величины, имеющей геометрическое 
распределение:

	 ( ) ( )E D 2

1 , .qX X
p p

= = 	 (4.5)

Пример 4.6. Среди выпускаемых заводом автомобилей 75 % некомплектны. 
Определить, сколько автомобилей должен в среднем осмотреть покупатель, 
чтобы выбрать комплектный автомобиль.

Решение. Число автомобилей — ​случайная величина, имеющая геометри-
ческое распределение: X ~ G(0,25). Ее среднее значение оценивается математи-

ческим ожиданием E
1 1( ) 4.

0,25
X

p
= = =  Итак, покупатель в среднем должен 

осмотреть 4 автомобиля.

4.5. Гипергеометрическое распределение

Случайная величина X имеет гипергеометрическое распределение с пара-
метрами n, M, N, если она принимает значения m = 0, 1, 2, …, m, …, min (n, M) 
с вероятностями:

	 ( )P ,
m n m
M N M

n
N

C C
X m

C

−
−= = 	 (4.6)

где m ≤ n, n ≤ N.
Гипергеометрическое распределение имеет случайная величина X = m — ​

число объектов, обладающих заданным свойством, среди n объектов, случайно 
извлеченных (без возврата) из совокупности N объектов, M из которых обла-
дают этим свойством.

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины, распределен-
ной по гипергеометрическому закону, определяются формулами:

	 E D; 1 1 .
1

M M M nX n X n
N N N N

  = = − −  −   
	 (4.7)

Если n мало по сравнению с N, то гипергеометрическое распределение при-

ближается к биномиальному распределению с параметрами n и  ,Mp
N

=  т. е.

	 .
m n m

k k n kM N M
nn

N

C C C p q
C

−
−− ≈
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Пример 4.7. В комитете каждый из 50 американских штатов представлен 
двумя сенаторами. Найти вероятность того, что в комиссии из 50 случайно 
выбранных сенаторов представлен конкретный штат.

Решение. Обозначим Х — ​число сенаторов, представляющих данный штат. 
Из условия задачи следует, что N = 100 (всего сенаторов), M = 2 (число сена-
торов, представляющих данный штат), m = 50 (число сенаторов в комиссии). 
Данный штат будет представлен в комиссии, если X = 1 или X = 2, т. е. искомая 
вероятность равна:

	 ( ) ( )P P
1 49 2 48
2 98 2 98

50 50
100 100

50 49 501 2 0,72525.
49 99 100

C C C CX X
C C

⋅
= + = = + = + =

⋅

Пример 4.8. Из 10 новых телевизоров на выставке представлены пять 
телевизоров типа QLED. Наудачу для магазина выбрано четыре. Составить 
закон распределения числа телевизоров типа QLED среди 4 отобранных. Найти 
математическое ожидание и дисперсию числа выбранных телевизоров.

Решение. Пусть X — ​число телевизоров типа QLED среди 4 отобранных. 
Случайная величина X может принимать значения 0, 1, 2, 3 и 4. Найдем соот-
ветствующие вероятности, используя формулу (4.6). Из условия задачи следует, 
что N = 10 (всего телевизоров), M = 5 (количество телевизоров типа QLED), n = 4 
(количество отобранных телевизоров). Тогда:

	 ( ) ( )P P
0 4 1 3
5 5 5 5

4 4
10 10

5 1 5 10 50 , 1 ,
210 42 210 21

C C C CX X
C C
⋅ ⋅ ⋅

= = = = = = = =

	 ( ) ( )P P
2 2 3 1
5 5 5 5

4 4
10 10

10 10 10 10 5 52 , 3 ,
210 21 210 21

C C C CX X
C C
⋅ ⋅⋅ ⋅

= = = = = = = =

	 ( )P
4 0
5 5

4
10

5 14 .
210 42

C CX
C
⋅

= = = =

Таким образом, закон распределения количества телевизоров типа QLED 
среди 4 отобранных имеет вид:

X 0 1 2 3 4 ∑
P 1/42 5/21 10/21 5/21 1/42 1

Найдем сначала математическое ожидание и дисперсию по ряду распре-
деления:

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )E / / / / /0 1 42 1 5 21 2 10 21 3 5 21 4 1 42 2;X = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D / / / / / /2 2 2 2 2 20 1 42 1 5 21 2 10 21 3 5 21 4 1 42 2 2 3.X = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − =
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По формулам (4.7) получаем:

	 E D
5 5 5 4 24 2, 4 1 1 0,6667.

10 9 10 10 3
MX n X
N

  = = ⋅ = = ⋅ − − = ≈  
  

4.6. Производящая функция

Выше были рассмотрены способы определения вероятности события для 
случаев, когда вероятность события во всех независимых испытаниях одна 
и та же. На практике вероятность события от опыта к опыту может меняться.

Справедливо следующее утверждение: если производится n независимых 
испытаний в различных условиях, причем вероятность события A в i-м испы-
тании равна pi, i = 1,2, …, n, то вероятность того, что событие A появится в этих 
событиях ровно m раз, равна коэффициенту при zm в разложении по степеням z 
производящей функции:

	 ( )( ) ( ) где1 1 2 2( ) , 1 .n n n i iz q p z q p z q p z q pϕ = + + + = −

Пример 4.9. Предприятие производит изделия, каждое из которых долж-
но пройти четыре этапа проверки. Первый этап проверки изделие проходит 
благополучно с вероятностью p1 = 0,9, второй — ​p2 = 0,8, третий — ​p3 = 0,75 
и четвертый — ​p4 = 0,7. Составить закон распределения случайной величины 
X — ​числа испытаний изделий, закончившихся благополучно. Найти матема-
тическое ожидание и дисперсию случайной величины X.

Решение. Найдем вероятности P(X = m) того, что изделие пройдет благо-
получно m этапов проверки. Для этого составим производящую функцию

	
( )( )( )( )4

2 3 4

( ) 0,1 0,9 0,2 0,8 0,25 0,75 0,3 0,7
0,0015 0,0275 0,1685 0,4245 0,378 .

z z z z z
z z z z

ϕ = + + + + =

= + + + +

Каждый из пяти полученных коэффициентов при zm в функции ϕ4(z) вы-
ражает соответственно вероятности P(X = m), т. е. закон (ряд) распределения 
случайной величины X имеет вид:

Х 0 1 2 3 4
Р 0,0015 0,0275 0,1685 0,4245 0,378

Найдем математическое ожидание и дисперсию случайной величины X:

	 E( ) 0 0,0015 1 0,0275 2 0,1685 3 0,4245 4 0,378 3,15;X = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

	 ( )D
22 2 2 2 2( ) 0 0,0015 1 0,0275 2 0,1685 3 0,4245 4 0,378 3,15 0,6475.X = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − =
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Заметим, что математическое ожидание случайной величины X можно вы-
числить непосредственно (не находя предварительно закона распределения). 
Представим X как сумму случайных величин Xm, выражающих число благопо-
лучных проверок для m-го этапа: X = X1 + X2 + X3 + X4, где

X1 0 1
,

X2 0 1
,

X3 0 1
,

X4 0 1

Р 0,1 0,9 Р 0,2 0,8 Р 0,25 0,75 Р 0,3 0,7

	 ( ) ( ) ( ) ( )E E E E E1 2 3 4( ) ;X X X X X= + + +

	 ( ) ( )E E1 20 0,1 1 0,9 0,9; 0 0,2 1 0,8 0,8;X X= ⋅ + ⋅ = = ⋅ + ⋅ =

	 ( ) ( )E E3 40 0,25 1 0,75 0,75; 0 0,3 1 0,7 0,7.X X= ⋅ + ⋅ = = ⋅ + ⋅ =

Тогда

	 E( ) 0,9 0,8 0,75 0,7 3,15.X = + + + =

Таким образом, в общем случае:

	 E 1 2( ) .nX p p p= + + +

Аналогично для дисперсии:

	
( ) ( ) ( ) ( )D D D D D1 2 3 4

2 2 2 2

( )
0,9 0,9 0,8 0,8 0,75 0,75 0,7 0,7 0,6475.

X X X X X= + + + =

= − + − + − + − =

В общем случае:

	 D 1 1 2 2( ) .n nX p q p q p q= + + +

Далее следуют важнейшие непрерывные распределения.

4.7. Равномерное распределение

Непрерывная случайная величина X = X(ω) имеет равномерное распределе-
ние (закон постоянной плотности) на отрезке [a; b], если ее плотность вероят-
ности f(x) постоянна на этом отрезке, а вне его равна нулю:

	

0, ,
1( ) , ,

0, .

x a

f x a x b
b a

x b

<
= ≤ ≤ −

>
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К случайным величинам, имеющим равномерное распределение, относятся 
те случайные величины, о которых известно, что все их значения расположены 
внутри некоторого промежутка [a; b] и при этом одинаково возможны. На-
пример, время ожидания транспорта, ошибка, получающаяся от определения 
результата измерения до ближайшего целого числа, и т. д.	

Функция распределения равномерно распределенной случайной величины 
имеет вид (рис. 4.7):

	

0, ,

( ) ( ) , ,

1, .

x

x a
x aF x f t dt a x b
b a

x b
−∞

<
 −= = ≤ ≤ −

>

∫

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины X, имеющей 
равномерное распределение, равны:

	 ( ) ( )
E D

2
1( ) , ( ) .
2 12

b a
X a b X

−
= + = 	

Заметим, что график плотности вероятности равномерного закона симме-

тричен относительно прямой ( )1
2

x a b= +  (см. рис. 3.9).

Линейное преобразование 
X aY
b a
−

=
−

 переводит случайную величину X, 

равномерно распределенную на отрезке [a; b], в случайную величину Y, равно-
мерно распределенную на отрезке [0; 1].

Пример 4.10. Цена деления шкалы измерительного прибора равна 0,2. 
Показания прибора округляются до ближайшего целого деления. Найти веро-
ятность того, что при отсчете будет сделана абсолютная ошибка: а) меньшая 
0,04; б) большая 0,05.

Решение. Пусть X — ​показания прибора. Поскольку показания прибора 
округляются до ближайшего целого деления, то следует считать, что X — ​слу-

F(x)

0 хba

1

Рис. 4.7. Функция распределения вероятностей равномерного закона
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чайная величина, равномерно распределенная в промежутке [0; 0,2]. Ее центр 

находится в точке ( )1 0 0,2 0,1.
2

x = + =  Функция распределения случайной  
величины имеет вид:

	

0, 0,
0( ) , 0 0,2,

0,2 0
1, 0,2.

x
xF x x

x

<
 −= ≤ ≤ −

>

Вероятность того, что при отсчете будет сделана ошибка, меньшая по аб-
солютной величине 0,04, равна:

	 ( ) ( ) ( ) ( )P P
0,14 0 0,06 00,1 0,04 0,06 0,14 0,14 0,06 0,4.

0,2 0,2
X x F F − −
− < = < < = − = − =

Вероятность того, что при отсчете будет сделана абсолютная ошибка, боль-
шая 0,05, равна:

	
( ) ( ) ( )P P P0,1 0,05 1 0,1 0,05 1 0,05 0,15

0,15 0 0,05 01 (0,15) (0,05) 1 0,5.
0,2 0,2

X X x

F F

− > = − − < = − < < =

− −
= − + = − + =

4.8. Показательное (экспоненциальное) распределение

Непрерывная случайная величина X имеет показательное (экспоненци-
альное) распределение с параметром λ (λ > 0), если плотность распределения 
вероятностей имеет вид (рис. 4.8):

	
e , 0,

( )
0, 0.

x x
f x

x

−λλ ≥=  <
	

Так как λ > 0, то f(x) ≥ 0. Заметим, что ( ) 1.f x dx
∞

−∞

=∫
Функция распределения экспоненциального закона:

	
0,  0,

e  0.
( ) ( )

1 ,

x

x

x
F x f t dt

x−λ
−∞

≤= =  − >
∫

Функция F(x) возрастает для x > 0. График функции F(x) является выпуклым 
вверх для x > 0. Прямая y = 1 является горизонтальной асимптотой графика 
функции случайной величины, имеющей показательное распределение (рис. 4.9).
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Важнейшие числовые характеристики определяются равенствами:

	 E D 2

1 1 1( ) ; ( ) ; ( ) .X X X= = σ =
λ λ λ

Показательное распределение используется в теории массового обслужи-
вания и теории надежности.

Пусть X — ​время обслуживания одного требования каналом обслуживания, 

E
1( )X =
λ

 — ​среднее время обслуживания одной заявки (требования). Среднее 

число требований (заявок), обслуживаемых в единицу времени, равно 
E

1 .
( )X

λ =

Часто важно знать вероятность того, что обслуживание будет продолжаться 
более длительное время, чем х:

	 ( ) ( ) ( )P P 1 P 1 e( ) .xX x X x X x F x −λ> = ≥ = − < = − = 	 (4.8)

Пример 4.11. Длительность междугородних телефонных разговоров распре-
делена примерно по показательному закону, разговор продолжается в среднем 
3 мин. Найти вероятность того, что очередной разговор будет продолжаться 
более 3 мин. Определить долю разговоров, которые длятся менее 1 мин. Найти 

f (x)
λ

0 х

Рис. 4.8. Плотность вероятности показательного закона
F(x)

1

0 х

Рис. 4.9. Функция распределения вероятностей показательного закона
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вероятность того, что разговор, который длится уже 10 мин, закончится в те-
чение ближайшей минуты, а также математическое ожидание и дисперсию 
длительности разговора.

Решение. По условию средняя длительность переговоров составляет 

E(X) = 3 мин. Но  для показательного распределения E
1( ) ,X =
λ

 откуда 

1 1 .
E( ) 3X

λ = =  Дисперсия длительности разговора равна 2

1D( ) 9.X = =
λ

Вероятность того, что очередной разговор будет продолжаться более 3 мин, 
согласно (4.8) равна:

	 ( )
1 13 3 13 3P 3 1 1 e e e 0,368.X

− ⋅ − ⋅ − 
> = − − = = ≈ 

 

Вероятность того, что разговор будет длиться менее 1 мин, равна:

	 ( )
1 11
3 3P 1 (1) 1 e 1 e 0,283.X F

− ⋅ −
< = = − = − ≈

Вероятность того, что разговор, который длится уже 10 мин, закончится 
в течение ближайшей минуты, равна:

	
( ) ( ) ( )( )

( )
( )
( )

( )
( )

( )
11/3 10/3

1/3
10/3

P 10 11 P 10 11 P 10 11
P 11 10

P 0 P 10 P 10
(11) (10) 1 e 1 e 1 e 0,283.
1 (10) 1 1 e

X X X X
X X

X X X
F F

F

− −
−

−

≥ ∩ < ≤ < < <
< ≥ = = = =

≥ > >

− − − +
= = = − ≈

− − −

4.9. Нормальный закон распределения

Особенность нормального распределения заключается еще и в том, что это 
распределение является предельным, к которому с ростом числа наблюдений 
стремятся другие распределения. Например, закон Пуассона и биномиальный 
закон при больших n стремятся к нормальному распределению.

Случайная величина X имеет нормальное (гауссовское) распределение с па-
раметрами a и σ (σ > 0) (X ~ N (a; σ)), если плотность распределения вероят-
ностей имеет вид:

	
( )2

221( ) e , .
2

x a

f x x
−

−
σ= ∈

σ π
R

График плотности нормального распределения называется кривой Гаусса.



93

С в о й с т в а  функции плотности вероятности нормального закона рас-
пределения:

1) так как σ > 0, то f(x) > 0, ;x∀ ∈R
2) lim ( ) 0,

x
f x

→∞
=  поэтому ось Ox является горизонтальной асимптотой гра-

фика функции (рис. 4.10);
3) максимальное значение функция f(x) принимает в точке x0 = a, при этом 

1( ) ;
2

f a =
σ π

4) кривая плотности нормального закона распределения симметрична 
относительно прямой x = a и  имеет две точки перегиба с  координатами: 

1; ;
2

a
e

 
± σ σ π 

5) ( ) 1;f x dx
∞

−∞

=∫
6) параметр a характеризует положение кривой (рис. 4.11), а параметр 

σ — ​форму кривой плотности распределения вероятности (рис. 4.12). Если 
σ возрастает, то кривая сжимается к оси Ох, если σ убывает, пик становится 
более острым.

Функция распределения случайной величины, распределенной 
по нормальному закону
Функция распределения случайной величины, распределенной по нормаль-

ному закону, имеет вид:

	
1( ) .
2

x aF x − = +Φ σ 
 	 (4.9)

х

f (х)

0 a – σ a a + σ

Рис. 4.10. Функция плотности вероятности нормального распределения
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Здесь

	
2

2

0

1( ) e
2

x t

x dt
−

Φ =
π ∫

—  функция Лапласа. Таблицу значений функции Лапласа можно найти в При-
ложении (табл. 2).

Если a = 0, σ = 1, т. е. случайная величина X ~ N (0; 1), то соответствующее 
нормальное распределение называется стандартным (рис. 4.13).

0,0

0,1

0,2

0,3

–4,5 –3,0 –1,5 0,0 1,5 3,0 4,5

a = 0

a = 1,5

a = –1,5

Рис. 4.11. Сравнение плотности нормального распределения  
с разными математическими ожиданиями

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

–6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6

σ = 1
σ = 0,5
σ = 2

Рис. 4.12. Сравнение плотности вероятности  
нормального распределения с разными дисперсиями
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Функция распределения такой случайной величины имеет вид:

	
1( ) ( ).
2

F x x= +Φ

Плотность вероятностей случайной величины X ~ N (0; 1) равна:

	
2

21( ) e .
2

x

x
−

ϕ =
π

Таблицы для этой функции имеются в Приложении (табл. 1).
Легко видеть, что для случайной величины X ~ N (a; σ)

	
1 1( ) , ( ) .

2
x a x af x F x− −   = ϕ = +Φ   σ σ σ   

Числовые характеристики случайной величины X ~ N (a; σ)
Параметры a и σ представляют собой соответственно математическое 

ожидание и среднеквадратичное отклонение случайной величины X:

	 E( ) , ( ) .X a X= σ = σ

Отсюда D(X) = σ2.
Если X ~ N (a; σ), то для нахождения вероятности попадания этой случай-

ной величины в заданный интервал (α, β) используется формула

	 ( )P .a aX β− α −   α < < β = Φ −Φ   σ σ   
	 (4.10)

0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

0,35

0,40

0,45

–4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

68 %

95 %

Рис. 4.13. Стандартное нормальное распределение  
с областями, содержащими 68 % и 95 % всех наблюдений
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В частности, вероятность попадания случайной величины X ~ N (a; σ) 
в интервал (a – ε, a + ε), симметричный относительно центра распределения a, 
находится по формуле

	 ( )P 2a X a ε − ε < < + ε = Φ σ 

или

	 ( )P 2 .X a ε − < ε = Φ σ 
 	 (4.11)

Эта формула носит название формулы Лапласа.
В частности, если ε = 3σ, то

	 ( )P 33 2 2 (3) 0,9973 1,X a σ − < σ = Φ = Φ ≈ ≈ σ 

т. е. практически достоверно, что случайная величина X ~ N (a; σ) принимает 
значения в промежутке (a – 3σ, a + 3σ). Это утверждение называют «правилом 
трех сигм».

Для односторонних интервалов с использованием формулы (4.9) находим:

	 ( ) 1P ( ) ;
2

aX F β− < β = β = +Φ σ 
 	 (4.12)

	 ( ) 1P .
2

aX α − > α = −Φ σ 
 	 (4.13)

Пример 4.12. Стоимость некоторой ценной бумаги нормально распреде-
лена. В течение последнего года 20 % рабочих дней она была ниже 88 ден. ед., 
а 75 % — ​выше 90 ден. ед. Найти:

а) математическое ожидание и среднее квадратичное отклонение стоимости 
ценной бумаги;

б) вероятность того, что в день покупки стоимость будет заключена в пре-
делах от 85 до 96 ден. ед.;

в) с надежностью 0,95 определить максимальное отклонение стоимости 
ценной бумаги от среднего (прогнозного) значения (по абсолютной величине).

Решение. а) По условию

	
88 880,2 P( 88) 0,5 0,3a aX − −   = < = +Φ ⇒Φ = −   σ σ   

и

	
90 900,75 P( 90) 0,5 0,25.a aX − −   = > = −Φ ⇒Φ = −   σ σ   
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По таблицам значений функции Лапласа (Приложение, табл. 2) находим

	 и1 188 90(0,3) 0,84 (0,25) 0,67.a a− −− −
= Φ = = Φ =

σ σ

Из системы уравнений 
90 0,67 ,
88 0,84

a
a
− = σ

 − = σ
 получаем математическое ожидание 

и среднее квадратичное отклонение стоимости ценной бумаги: a = 97,8824; 
σ = 11,7647.

б)  ( ) 97,8824 97,8824
11,7647 11,7647

96 85P 85 96X − −   < < = Φ −Φ =   
   

( 0,16) ( 1,09) 0,06356 0,36214 0,29858.= Φ − −Φ − = − + =
в) По условию P(|X – a| < ε) = 0,95. С другой стороны, по формуле (4.11)

	 ( )P – 2 .X a ε < ε = Φ σ 

Отсюда

	 и 12 0,95 0,475 (0,475) 1,96.−ε ε ε   Φ = ⇒Φ = = Φ =   σ σ σ   

Следовательно, максимальное отклонение стоимости ценной бумаги от про-
гнозного значения (по абсолютной величине) составит: ε = 1,96, σ = 23,06 ден. ед.

Пример 4.13. Значения теста IQ (коэффициента интеллекта) Стэнфорда — ​
Бине распределены приблизительно по нормальному закону с математическим 
ожиданием a = 100 и средним квадратичным отклонением σ = 16. Записать вы-
ражения для функции распределения коэффициента интеллекта и плотности 
его распределения. Найти долю людей, у которых коэффициент интеллекта 
окажется: а) меньше 60; б) меньше 100; в) в пределах от 80 до 120; г) коэффици-
ент интеллекта отклонится от 100 менее чем на 48; д) найти вероятность того, 
что из пяти независимо отобранных человек у двоих коэффициент интеллекта 
будет выше 92.

Решение. 
2( 100)

5121 1 100( ) e ,
2 1616 2

x t xF x dt
−

−

−∞

− = = +Φ π  ∫

	
2( 100)

5121 1 100( ) e , .
16 1616 2

x xf x x
−

− − = = ϕ ∈ π  
R

а) Воспользуемся определением функции распределения F(x) = P(X < x) 
и формулой (4.9):

	 ( ) 1 60 100 1P 60 (60) ( 2,5) 0,5 0,4938 0,0062.
2 16 2

X F − < = = +Φ = +Φ − = − = 
 



98

б) Аналогично ( ) 1 100 100 1P 100 (100) (0) 0,5.
2 16 2

X F − < = = +Φ = +Φ = 
 

в) Воспользуемся формулой (4.10):

	 ( ) 120 100 80 100P 80 120 2 (1,25) 0,7887.
16 16

X − −   < < = Φ −Φ = Φ =   
   

г) Так как отклонение составляет 3σ = 48, воспользуемся «правилом трех 
сигм»:

	 ( ) 48P 100 3 16 2 2 (3) 0,9973.
16

X  − < ⋅ = Φ = Φ ≈ 
 

д) Найдем сначала вероятность того, что у наудачу отобранного человека 
коэффициент интеллекта выше 92. Для этого воспользуемся формулой (4.13):

	
( ) ( ) ( )P 92 1 P 92 1 P 92 1 (92)

1 92 100 11 (0,5) 0,5 0,19146 0,69146.
2 16 2

X X X F> = − ≤ = − < = − =

 − = − +Φ = +Φ = + =  
  

Тогда вероятность того, что из пяти независимо отобранных человек у дво-
их коэффициент интеллекта будет выше 92, по формуле Бернулли равна:

	 2 2 3
5 5P (2) 0,69146 0,30854 0,14043.C= ⋅ ⋅ =

4.10. Основные распределения в статистике

4.10.1. Распределение хи-квадрат
Пусть X1, …, Xn — ​независимые стандартные нормально распределенные 

случайные величины, т. е. Xk ~ N (0, 1). Тогда случайная величина

	 2

1

n

n k
k

X X
=

=∑

имеет распределение хи-квадрат (χ2‑распределение)11 с n степенями свободы, 
что обозначается как Xn ~χ2(n).

Плотность вероятности случайной величины, имеющей χ2‑распределение, 
зависит только от числа слагаемых n.

11  Критерий χ² был предложен К. Пирсоном в 1900 г. Его работа рассматривается как 
фундамент современной математической статистики.
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С в о й с т в а  распределения хи-квадрат χ2(n):

1) случайная величина 2

1

n

n k
k

X X
=

=∑  имеет плотность вероятности:

	 ( )
( )

2 1
2 2

0, 0,

( , ) 1 2
e , 0,

2

n
n x

x

f x n
x x

n
− −

≤
= 

⋅ >
Γ

где 1

0

( ) em ym y dy
+∞

− −Γ = ∫  — ​гамма-функция Эйлера. В частности, Г(n + 1) = n!

Впервые χ2‑распределение было рассмотрено Р. Хельмертом (1876) и К. Пир-
соном (1900);

2) если независимые случайные величины Xk ~ χ2(nk), 1, ,k m=  то их сумма 

1

n

k
k

X
=
∑  имеет распределение χ2(n) с 

1

m

k
k

n n
=

=∑  степенями свободы:

	 2

1 1

;
n m

k k
k k

X n
= =

 
χ  
 

∑ ∑

3) если Xn ~ χ2(n), то EXn = n, DXn = 2n;
4) при n = 1 χ2(1) = X2, где X ~ N (0, 1), плотность вероятности

	 21( ,1) e , 0;
2

x

f x x
x

−
= >

π

5) если n = 1, то распределение хи-квадрат совпадает с экспоненциальным 
распределением: χ2(2) = Exp(1/2);

6) распределение χ2(n) обладает свойством асимптотической нормальности:

	 , ,
2

FnX n U n
n
−

→ →∞

где случайная величина U ~ N (0, 1). Это означает, что при достаточно большом 
объеме n выборки можно приближенно считать Xn ~ N (n, 2n). Фактически эта 
аппроксимация имеет место уже при n ≥ 30.

Графики плотности распределения χ2(n) при различных n изображены 
на рис. 4.14.

На практике часто используют не плотность вероятности, а квантили рас-
пределения χ2(n). Квантилем распределения χ2(n), соответствующим уровню 
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значимости α, называется такое значение 2 ( ),nαχ  при котором вероятность 
того, что значение случайной величины превысит данное значение, равна α:

	 ( )
2

2 2

( )

P ( ) ( ) ( , ) .
n

n n f x n dx
α

∞

α
χ

χ > χ = = α∫

Значения квантилей приводятся в Приложении (табл. 4). В Microsoft Excel 
имеются функции ХИ2ОБР или ХИ2.ОБР. Для стандартного нормального рас-
пределения квантили уровня α (обозначаем uα ) являются решением уравнения

	
1( ) .

2
uα

−α
Φ =

С геометрической точки зрения нахождение квантиля 2 ( )nαχ  заключается 
в нахождении такого значения 2 2( ) ( ),n nαχ = χ  что площадь заштрихованной 
на рис. 4.15 фигуры была равна α.
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Рис. 4.14. Плотность распределения хи-квадрат

0

f (x, n)

χ 2
α(n) x

Рис. 4.15. Геометрическая иллюстрация нахождения квантиля хи-квадрат
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4.10.2. Распределение Стьюдента
Рассмотрим две независимые случайные величины: Z, имеющую нормальное 

распределение Z ~ N (0; 1), и Xn ~ χ2(n), распределенную по закону «хи-квадрат» 

с n степенями свободы. Тогда случайная величина n
n

ZT
X n

=  имеет распреде-

ление Стьюдента12 с n степенями свободы, что обозначают как Tn ~ T(n).
С в о й с т в а  распределения Стьюдента T(n):

1. Случайная величина n
n

ZT
X n

=  имеет плотность распределения:

	

1
2 2

1
2( , ) 1 ,

2

nn
tf t n

n nn

+
−

+ Γ    = ⋅ +    πΓ 
 

где 1

0

( ) em ym y dy
+∞

− −Γ = ∫  — ​гамма-функция Эйлера.

Графики плотностей f(t, n), называемые кривыми Стьюдента, симметричны 
при всех n = 1, 2, … относительно оси ординат.

Частные случаи:
•	 распределение Стьюдента с одной степенью свободы (n = 1) — ​это рас-

пределение Коши, плотность которого равна:

	 ( )2

1( ,1) ;
1

f t
t

=
π +

•	 распределение Стьюдента с двумя степенями свободы (n = 2) — ​это рас-
пределение с плотностью вероятности

	
( )

3
2 2

1( ,2) ;
2

f t
t

=
+

12  Это распределение было введено в 1908 г. английским статистиком В. Госсетом, рабо-
тавшем на фабрике, выпускающей пиво. Вероятностно-статистические методы использовались 
для принятия экономических и технических решений на этой фабрике, поэтому ее руководство 
запрещало В. Госсету публиковать научные статьи под своим именем. Таким способом охраня-
лась коммерческая тайна, «ноу-хау» в виде вероятностно-статистических методов, разработан-
ных В. Госсетом. Однако он имел возможность публиковаться под псевдонимом «Стьюдент». 
История Госсета — ​Стьюдента показывает, что еще сто лет назад менеджерам Великобритании 
была очевидна большая экономическая эффективность вероятностно-статистических методов 
принятия решений.
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•	 распределение Стьюдента с бесконечным числом степеней свободы 
асимптотически нормально, т. е.

	 , ,F
nT U n→ →∞

где случайная величина U ~ N (0; 1). При n ≥ 30 распределение Стьюдента T(n) 
практически не отличается от N (0; 1) (рис. 4.16).

2. Случайная величина Tn имеет математическое ожидание ETn = 0 для всех 
n ≥ 2 и дисперсию D

2n
nT

n
=

−
 при n > 2.

Приведем теорему Фишера. Пусть X1, …, Xn — ​независимые нормально 
распределенные случайные величины, т. е. Xi ~ N (a, σ), 1, .i n=  Тогда:

•	 случайная величина 
( )X a n−

σ
 имеет распределение N (0, 1);

•	 случайная величина 
2

1

n
i

k

X XY
=

− 
=  σ 
∑  имеет распределение χ2(n – 1);

•	 случайная величина ( ) ( )

( )2

1

1
1

n

i
k

X a nnX a
s

X X
n =

−
− =

−
− ∑

 имеет распределе-

ние T(n – 1).
На практике используют квантили t-распределения. Квантилем t-распре-

деления, соответствующим уровню значимости α, называется такое значение 
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Рис. 4.16. Плотность вероятности распределения Стьюдента T(n)
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/2, ,nt tα=  при котором вероятность того, что модуль значения случайной вели-
чины превысит /2, ,ntα  равна α:

	 ( )
/2 ,

/2,P | | 2 ( ) .
n

n
t

t t f t dt
α

∞

α> = = α∫

Значения квантилей приводятся в Приложении (табл. 6). В Microsoft Excel 
имеется функция СТЬЮДРАСПОБР.

С геометрической точки зрения нахождение квантиля /2,ntα  заключается 
в нахождении таких значений /2, ,nt tα= ±  чтобы площадь заштрихованной 
на рис. 4.17 фигуры была равна α.

4.10.3. Распределение Фишера — ​Снедекора
Pаспределением Фишера — ​Снедекора (или F-распределением) с m и n сте-

пенями свободы называется распределение случайной величины

	

2

2

1 ( )
( , ) ,

1 ( )

m
mF m n

n
n

χ
=

χ

где χ2(m) и  χ2(n)  — ​независимые случайные величины, имеющие 
χ2‑распределение соответственно с m и n степенями свободы.

Плотность распределения Фишера — ​Снедекора:

	

( )

где

2 2
1

2
0

0
2

0, 0;
2( ) .

, 0,
2 2

m n
m

F
m n

x m n m n
f x Cx m nC x

n mx

−

+

≤ + Γ    = = >     Γ Γ   +    

F(t)

0 ttα/2, n
–tα/2, n

Рис. 4.17. Геометрическая иллюстрация  
нахождения квантиля распределения Стьюдента
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График плотности распределения Фишера  — ​Снедекора изображен 
на рис. 4.18. При n → ∞ F-распределение стремится к нормальному закону.

Случайная величина F(m, n) имеет математическое ожидание E
2

nF
n

=
−

 

для всех n > 2 и дисперсию 
( )

( ) ( )

2

2

2 2
D

2 4

n m n
F

m n n

+ −
=

− −
 при n > 4.

На практике используют квантили распределения. Квантилем F-распре-
деления, соответствующим уровню значимости α, называется такое значение 

( , ),F F m nα=  при котором вероятность того, что значение случайной величины 
превысит данное значение ( , ),F m nα  равна α:

	 ( )
( , )

P ( , ) ( ) .F
F m n

F F m n f x dx
α

∞

α> = = α∫

Значения квантилей приводятся в Приложении (табл. 6).
С геометрической точки зрения нахождение квантиля заключается в на-

хождении такого значения ( , ),F F m nα=  чтобы площадь заштрихованной на  
рис. 4.19 фигуры была равна α.
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Рис. 4.18. Плотность вероятности распределения Фишера — Снедекора F(m, n)
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Задачи для самостоятельного решения

4.1. X ~ Bi (4; 0,3). Найти:
а) математическое ожидание и дисперсию случайной величины X;
б) ряд распределения случайной величины X;
в) функцию распределения F(x) и построить ее график.
4.2. X ~ Bi (8; 0,55). С помощью Microsoft Excel построить ряд распределе-

ния, многоугольник и функцию распределения случайной величины X числа 
успехов. Найти:

а) математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратичное отклонение;
б) вероятности: Р(Х = 5), Р(Х ≤ 6), Р(1 ≤ Х ≤  5), Р(Х > 5).
4.3. Количество обанкротившихся компаний по отношению к общему числу 

российских компаний в 2018 г. составило 0,3 %. Считая случайную величину Х 
распределенной по закону Пуассона, найти:

а) вероятность того, что из 1 000 предприятий хотя бы одно обанкротится;
б) вероятность того, что из 1 000 предприятий обанкротится не более двух;
в) математическое ожидание и дисперсию случайной величины Х.
4.4. В экзаменационном тесте 25 вопросов. В 20‑ти из них 4 варианта отве-

тов, а в остальных — ​5. За каждый правильный вариант начисляется 4 балла. 
Сколько баллов в среднем получит студент, который на все вопросы отвечал 
наугад?

4.5. На предприятии для учета рабочего времени сотрудников была внед
рена система биометрического контроля. Все 40 тыс. человек, работающих 
на данном предприятии, заходили на работу и уходили с нее по отпечаткам 
пальцев. Данная система контроля может допускать ошибочную идентифика-
цию сотрудника с вероятностью 0,0001. Найти:

0

fF

Fα(m, n) x

Рис. 4.19. Геометрическая иллюстрация нахождения квантиля  
распределения Фишера — Снедекора F(m, n)
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а) вероятность того, что за день система неправильно идентифицирует 
хотя бы одного сотрудника;

б) вероятность того, что за день будет допущено не более трех ошибок 
системы;

в) математическое ожидание и дисперсию числа ошибок системы за один 
рабочий день.

4.6. Выпускница экономического факультета ищет в интернете платье. Для 
этого она рассматривает платье и, если оно ей нравится и подходит по всем 
параметрам, покупает его, а если нет, то продолжает поиски. В среднем, прежде 
чем решиться на покупку, девушка оценивает 10 платьев. Рассматривая количе-
ство перебранных платьев как случайную величину, имеющую геометрическое 
распределение, найти ее дисперсию.

4.7. Полный цикл светофора, который регулирует перекресток, составляет 
3 мин. Из них для автомобилей 1,5 мин горит зеленый свет, 30 сек — ​желтый 
и 1 мин — ​красный. Случайная величина Х — ​время ожидания разрешающего 
сигнала светофора в случае остановки автомобиля, подъехавшего к данному 
перекрестку. Найти:

а) среднее время ожидания автомобиля и дисперсию случайной величины Х;
б) функцию распределения и плотность распределения случайной вели-

чины Х;
в) вероятность того, что автомобиль простоит на перекрестке меньше 

10 сек.
4.8. Время обслуживания покупателя на кассе супермаркета является слу-

чайной величиной, распределенной по показательному закону с параметром 
λ = 0,5. Найти:

а) среднее время обслуживания покупателя;
б) вероятность того, что покупатель задержится у кассы более чем на пять 

минут;
в) вероятность того, что покупателя обслужат менее чем за минуту.
4.9. В центр звонков клиентов поступает поток звонков с интенсивностью 

0,8 звонков в минуту. Найти вероятность того, что за 2 мин:
а) не придет ни одного звонка;
б) придет ровно один звонок;
в) придет хотя бы один звонок.
4.10. При продаже автомобиля марки N автосалон предоставляет гарантий-

ное обслуживание сроком на один год. Известно, что время до первой поломки 
автомобиля данной марки является нормально распределенной случайной 
величиной с математическим ожиданием a = 2 и средним квадратичным от-
клонением σ = 1. Найти:
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а) вероятность того, что покупатель воспользуется правом на гарантийное 
обслуживание;

б) вероятность того, что автомобиль потребует ремонта в течение года 
после окончания гарантийного обслуживания;

в) вероятность того, что автомобиль не потребует ремонта в течение трех 
лет эксплуатации.

4.11. Профессор математики обычно возвращался из университета на ав-
тобусе. Автобусы ходили с интервалом 10 мин. Найти:

а) вероятность того, что автобуса надо будет ждать более 8 мин;
б) вероятность того, что автобус придет в течение минуты;
в) среднее время ожидания автобуса.
4.12. Профессор математики узнал расписание автобуса и теперь не ждет 

его, а приходит по расписанию. Оказалось, что, хотя автобусы в дневные часы 
ходят точно с интервалом 10 мин, в «час пик» они выбиваются из графика 
и приходят позже. Профессор заметил, что в это время точно по расписа-
нию автобус приходит только в 16 % случаев, и в среднем автобус опаздывает 
на 5 мин. Предположив, что время опоздания автобуса является нормально 
распределенной случайной величиной, найти:

а) вероятность того, что автобус опоздает более чем на 8 мин;
б) вероятность того, что автобус опоздает не более чем на одну минуту;
в) среднее квадратичное отклонение времени опоздания автобуса.
4.13. Случайная величина Y ~ N (2; 1). Пусть X = 2Y + 5. Найти вероятности 

P(X > 10), P(2 < X < 5), P(X < 2), P(X = 3). Записать функции плотности и функции 
распределения вероятностей для Х и построить их графики. Сформулировать 
для случайной величины Х «правило трех сигм».

4.14. По правилам рыбной ловли во внутренних водоемах разрешается вы-
лавливать только взрослых язей, длина которых достигла 35 см. В выбранном 
водоеме доля молодых особей составляет 22,7 %. Считая длину язя нормально 
распределенной случайной величиной и зная, что среднее квадратичное откло-
нение длины равно 12 см, найти:

а) среднюю длину язя;
б) процент рыб размером от 35 до 53 см;
в) вероятность выловить язя длиной более 90 см.

Ответы к задачам для самостоятельного решения
4.1. a) ЕX = 1,2, DX = 0,84;
б)

X 0 1 2 3 4
P 0,2401 0,4116 0,2646 0,0756 0,0081
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0,2401

0,6517,
в)

0,9163,

0,9919,

0, 0,
, 0 1,
1 2,

( )
2 3,
3 4,

1, 4.

x
x
x

F x
x
x

x

≤
 < ≤
 < ≤=  < ≤
 < ≤


>

4.2.
k P(k) F(k)
0 0,001682 0,001682
1 0,016441 0,018123
2 0,070333 0,088456
3 0,171925 0,260381
4 0,262663 0,523044
5 0,256826 0,779870
6 0,156949 0,936819
7 0,054808 0,991627
8 0,008373 1,000000

а) E(X) = 4,4; D(X) = 1,98; σ(X) ≈ 1,4;
б)  Р(Х = 5) = 0,256826, Р(Х ≤ 6) = 0,936819, Р(1 ≤ Х ≤ 5) = 0,778188, 

Р(Х > 5) = 0,22013.
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0,25

0,30

0 5 10

Многоугольник биномиального распределения

4.3. a) 0,9502; б) P(X ≤ 2) ≈ 0,4232; в) 
1E( ) D( ) .
3

X X= =
4.4. 24 балла.
4.5. a) 0,9817; б) 0,4335; в) 4.
4.6. DX = 90.



4.7. а)
3 3E( ) , D( ) ;
4 16

X X= =

 б
0, [0; 1,5] 0, [0; 1,5]

) ( ) , ( ) ;2 2, [0; 1,5] , [0; 1,5]
3 3

x x
f x F x xx x

∉ ∉ 
 = 

∈ ∈  

 в)
1 .
9

4.8. a) E(X) = 2; б) P(X > 5) ≈ 0,0821; в) P(Х < 1) ≈ 0,3935.
4.9. Случайная величина X  — ​число звонков за  2 мин с  параметром 

λ = 0,8 · 2 = 1,6 распределена по закону Пуассона.
a) P(0) ≈ 0,2019; б) P(1) ≈ 0,3230; в) P(Х ≥ 1) ≈ 0,7981.
4.10. a) P(Х ≤ 1) ≈ 0,1587; б) P(1 < Х ≤ 2) ≈ 0,3413; в) P(Х > 3) ≈ 0,1587.
4.11. a) 0,2; б) 0,1; в) 5.
4.12. X ~ N (5; 5); a) P(Х > 8) ≈ 0,2742; б) P(Х ≤ 1) ≈ 0,2119; в) σ ≈ 5.
4.13. X ~ N (9; 2); P(Х > 10) ≈ 0,3085; P(2 < Х < 5) ≈ 0,0225; P(Х < 2) ≈ 0,0002; 

P(Х = 3) = 0.
«Правило трех сигм»: практически достоверно, что случайная величина 

X ~ N (9; 2) принимает значения в промежутке (3, 15).
4.14. а) E(X)  ≈  44; б) P(35 < Х < 53) ≈ 0,547; в) P(Х > 90) ≈ 0,0001.
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5. МНОГОМЕРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

5.1. Законы распределения системы случайных величин

Пусть X1 = X1(ω), …, Xn = Xn(ω) — ​случайные величины, определенные на од-
ном и том же пространстве элементарных событий Ω. Под n-мерной случайной 
величиной (случайным вектором) понимается упорядоченный набор n случай-
ных величин X = (X1, …, Xn).

Закон распределения вероятностей случайного вектора X = (X1, …, Xn) за-
дается в виде функции совместного распределения

	 ( ) ( )P1 2 1 1 2 2, , ... , , , , ,X n n nF x x x X x X x X x= < < <

где x1, …, xn — ​любые действительные числа, или в виде плотности распреде-
ления

	 ( ) ( )( )1 2
1

1 2

, , ,
, , .

X

n
X n

n
n

F x x x
f x x

x x x

∂
=

∂ ∂ ∂







Многомерные случайные величины, так же как и одномерные, могут быть 
дискретными (когда наборы возможных значений образуют конечное или 
счетное множество) или непрерывными (когда множество наборов возможных 
значений несчетно).

Ниже рассматриваются двумерные случайные величины.
Функция распределения вероятностей двумерной случайной величины пред-

ставляет собой вероятность совместного выполнения двух неравенств X < x и Y < y:

	 ( ) ( ) ( )P, , , ,XYF x y F x y X x Y y= = < <

где х и у — ​любые действительные числа.
Вероятность попадания случайной величины (X, Y) в прямоугольник со сто-

ронами, параллельными координатным осям, находится по формуле

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P 1 2 1 2 2 2 2 1 1 2 1 1, , , , , .x X x y Y y F x y F x y F x y F x y≤ ≤ ≤ ≤ = − − +
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С в о й с т в а  функции распределения F(x, y):
1) 0 ≤ F(x, y) ≤ 1;
2) функция F(x, y) — ​неубывающая функция по каждому из аргументов;
3) F(x, y) непрерывна слева по каждому из своих аргументов;
4)  ( , ) 1F +∞ +∞ =  или ( )lim , 1;

x
y

F x y
→+∞
→+∞

=

5)  ( ) ( ), ( ), , ( )X YF x F x F y F y+∞ = +∞ =  — ​функции распределения случайных 
величин X и Y соответственно.

Закон распределения двумерной дискретной случайной величины (X, Y) 
можно задать формулой

	 ( )P , , , 1,2,ij i jp X x Y y i j= = = = 

В случае конечного числа значений распределение задается множеством

	 ( )P , , 1, , , 1, ,ij i jp X x Y y i n j m= = = = = 

или с помощью табл. 5.1, причем 
1 1

1.
n m

ij
i j

p
= =

=∑∑

Таблица 5.1

X
Y

y1 y2 … yj … ym

x1 p11 p12 … p1j … p1m

x2 p21 p22 … p2j … p2m

… … … … … … …

xi pi1 pi2 … pij … pim

… … … … … … …

xn pn1 pn2 … pnj … pnm

Вероятность совместного появления пары случайных величин (xi, yj) можно 
записать в виде

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P , , | | ,ij i j i j i j i j i jp X x Y y p x y p x p y x p y p x y= = = = = =

где p(xi | yj), p(yj | xi) — ​условные вероятности.
Значение F(x, y) функции распределения двумерной дискретной случай-

ной величины находится суммированием вероятностей pij с индексами i, j, для 
которых xi < x, yj < y, т. е.

	 ( )
: :

, .
i j

ij
i x x j y y

F x y p
< <

= ∑ ∑
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Законы распределения каждой из компонент двумерной случайной величи-
ны (так называемые маргинальные законы распределения) восстанавливаются 
по таблице распределения 5.1 при помощи формул:

	 ( ) ( ) ( )1 2
1

1, ;
m

i i i i im ij
j

p x p X x p p p p i n
=

= = = + + + = =∑ 	 (5.1)

	 ( ) ( ) ( )1 2
1

1, .
m

j j j j nj ij
i

p y p Y y p p p p j m
=

= = = + + + = =∑ 	 (5.2)

Здесь ( ) ( )
1 1

1, 1.
n m

i j
i j

p x p y
= =

= =∑ ∑

Интегральные функции каждой из одномерных случайных величин Х и Y 
определяются соответственно суммированием вероятностей:

	 ( ) ( )
: : 1

( ) , ;
i i

m

X i ij
i x x i x x j

F x F x p x p
< < =

= +∞ = =∑ ∑ ∑

	 ( ) ( )
: : 1

( ) , .
j j

n

Y j ij
j y y j y y i

F y F y p y p
< < =

= +∞ = =∑ ∑ ∑

Двумерная случайная величина (X, Y) называется непрерывной, если сущест-
вует неотрицательная кусочно-непрерывная функция f(x, y) = fXY(x, y) такая, что 
для любых действительных чисел х и y функцию распределения F(x, y) можно 
представить в виде

	 ( ), ( , ) .
yx

F x y f t d dt
−∞ −∞

 
= τ τ  

 
∫ ∫ 	 (5.3)

При этом функцию f(x, y) называют плотностью распределения (плотно-
стью вероятности) случайной величины (X, Y).

В точках непрерывности f(x, y) плотность распределения выражается через 
функцию распределения формулой

	 ( ) ( )2 ,
, .

F x y
f x y

x y
∂

=
∂ ∂

Если R2G ⊂ , то вероятность попадания случайной величины (X, Y) в об-
ласть G равна двойному интегралу от плотности по этой области:

	 ( )( ) ( )Р , , .
G

X Y G f x y dx dy∈ = ∫∫ 	 (5.4)

Плотность распределения непрерывной двумерной случайной величины 
обладает следующими с в о й с т в а м и:

1)  ( ), 0, , ;f x y x y≥ ∀
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2)  ( ), 1.f x y dy dx
+∞ ∞

−∞ −∞

 
= 

 
∫ ∫

На основании (5.3) и свойства 5 функции F(x, y) получаем:

	 ( ) ( ) ( )( , ) , , ,
yx

X YF x f t y dy dt F y f x dx d
+∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞

   
= = τ τ   

   
∫ ∫ ∫ ∫

где FX(x), FY(y) — ​функции распределения случайных величин Х и Y.
По плотности вероятности двумерной случайной величины (X, Y) находим 

плотности вероятности одномерных случайных величин Х и Y:

	 ( )( ) ( ) , ;X Xf x F x f x y dy
∞

−∞

′= = ∫

	 ( )( ) ( ) , .Y Yf y F y f x y dx
∞

−∞

′= = ∫

Случайные величины X и Y называются независимыми, если для любых 
действительных чисел х и y

	 ( ) ( )( ) ( ) ( )P P PX x Y y X x Y y< < = < <

или

	 ( ), ( ) ( ).XY X YF x y F x F y= 	 (5.5)

Для дискретных случайных величин Х и Y необходимым и достаточным 
условием независимости (выполнения (5.5)) является

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P P P, 1, , , 1, , ,i j i j i jX x Y y X x Y y p x p y i n j m= = = = = = ∀ = = 

для непрерывных

	 ( ), ( ) ( )XY X Yf x y f x f y= 	

во всех точках непрерывности fXY(x, y).
Пример 5.1. Два стрелка независимо один от другого производят по одно-

му выстрелу, каждый по своей мишени. Вероятность попадания в мишень для 
первого стрелка p1, для второго — ​p2. Случайная величина X — ​число попаданий 
первого стрелка; Y — ​второго стрелка. Найти:

а) таблицу распределения случайной величины (X, Y);
б) функцию распределения F(x, y) двумерной случайной величины (X, Y);
в) функции распределения FX(x) и FY(y) случайных величин Х и Y соответ-

ственно.
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Решение. Приведем законы распределения случайных величин Х и Y со-
ответственно:

X 0 1
,

Y 0 1
p(xi) 1 – p1 p1 p(yj) 1 – p2 p2

Таблица распределения случайной величины (X, Y) имеет вид:

X Y
0 1

0 (1 – p1)(1 – p2) (1 – p1)p2

1 p1(1 – p2) p1p2

При составлении таблицы мы воспользовались независимостью случайных 
величин Х и Y: p(xi, yj) = p(xi)p(yj).

Замечание. Зная законы распределения отдельных случайных величин X 
и Y, входящих в систему, найти закон распределения всей системы в общем 
случае нельзя. Но это можно сделать всегда, когда случайные величины X и Y, 
образующие систему, независимы.

Функцию распределения F(x, y) находим, используя геометрическую интер-
претацию определения функции распределения (рис. 5.1). Значение F(x, y) — ​
это вероятность попадания случайной точки (X, Y) в бесконечный квадрант 
с вершиной (x, y). Для вершины этого квадранта, согласно условию задачи, 
есть девять областей, образованных двумя вертикальными прямыми x = 0, 
x = 1 и двумя горизонтальными — ​y = 0, y = 1. На рис. 5.1 показан случай, ког-
да вершина (x, y) находится внутри прямоугольника 0 < y ≤ 1, x > 1. При этом 
внутри квадранта находятся две точки с координатами (0; 0) и (1; 0), соответст-
венно, с вероятностями (1 – p1)(1 – p2) и p1(1 – p2). Поэтому значение F(x, y) при 
0 < y ≤ 1, x > 1 равно (1 – p1)(1 – p2) + p1(1 – p2) = 1 – p2. Аналогично рассматриваем 
остальные случаи. Функцию распределения F(x, y) удобно представить в виде 
таблицы (табл. 5.2).

0

y

1

1 х

(x, y)

Рис. 5.1. Геометрическая интерпретация к определению F(x, y)
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Таблица 5.2

X
Y

y ≤ 0 0 < y ≤ 1 y > 1
x ≤ 0 0 0 0

0 < x ≤ 1 0 (1 – p1)(1 – p2) 1 – p1

x > 1 0 1 – p2 1

Частные интегральные функции распределения FX(x) и FY(y) находим из 
условий FX(x) = F(x,  + ∞) и FY(y) = F( + ∞, y). В итоге (сравнивая, соответственно, 
с последним столбцом и последней строкой таблицы) получим:

	 ( )1 2

0, 0, 0, 0,
( ) 1 ,0 1, 1 ,0 1,

1, 1, 1, 1.
X Y

x y
F x p x F y p y

x y

 ≤ ≤
 = − < ≤ = − < ≤ 
 > > 

Случайные величины Х и Y независимы, поэтому FXY(x, y) = FX(x)FY(y).
Пример 5.2. Закон распределения двумерного дискретного случайного 

вектора (X, Y) задан таблицей:

X
Y

0 1 2 3
1 0,1 0,1 0,1 0,1
2 0,05 0,05 0,05 0,05
3 0,1 0,1 0,1 0,1

Определить, зависимы или независимы компоненты X и Y.
Решение. Составим законы распределения компонент X и Y:

X
Y

0 1 2 3 p(xi)

1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,4
2 0,05 0,05 0,05 0,05 0,2
3 0,1 0,1 0,1 0,1 0,4

p(yj) 0,25 0,25 0,25 0,25 1

Проверим теперь выполнение условия pij = p(xi)p(yj) для всех пар индексов 
i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4. Очевидно, что это условие выполнено для любых индексов 
i и j. Значит, составляющие X и Y независимы.

Пример 5.3. Совместная плотность распределения случайных величин X 
и Y имеет вид:

	 ( ) ( )
в остальных случаях).

,0 2,0 2,
,

0 (
C x y x y

f x y
 + ≤ ≤ ≤ ≤= 

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Найти:
а) параметр С;
б) плотности распределения случайных величин X и Y;
в) вероятности: P(X > 1), P(X + Y > 1);
г) функцию распределения F(x, y);
д) функции распределения отдельных компонент X и Y.
Исследовать случайные величины X и Y на независимость.
Решение. а) Для нахождения константы С воспользуемся свойством плот-

ности

	 ( ), 1.f x y dy dx
+∞ ∞

−∞ −∞

 
= 

 
∫ ∫

Вычисляем интеграл:

	
( ) ( )

( ) ( )

22 2 2 2

0 0 0 0
2 2

2

0
0

,
2

2 2 2 8 .

yf x y dy dx C x y dy dx C xy dx

C x dx C x x C

+∞ ∞

−∞ −∞

     
= + = + =             

= + = + =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

Следовательно, 
1 .
8

C =

б) Найдем плотность распределения случайной величины X:

	 ( ) ( ) ( ) если
22 2

0 0

1 1 1( ) , 1 , 0;2 ;
8 8 2 4X

yf x f x y dy x y dy xy x x
∞

−∞

 
= = + = + = + ∈    

 
∫ ∫

fX(x) = 0, если 0;2 ,x∉  

т. е. 
( )1 1 , 0,2 ,

( ) 4
0, 0,2 .

X

x x
f x

x

 + ∈   = 
 ∉  

В силу симметрии заданной области и плотности f(x, y) относительно пе-
ременных x и y следует, что

	
( )1 1 , 0;2 ,

( ) 4
0, 0;2 .

Y

y y
f y

y

 + ∈   = 
 ∉  

в) Для нахождения вероятности P(X > 1) воспользуемся формулой (5.4) 
и рис. 5.2:

	 ( ) ( ) ( )P
22 2 2 2 2

2

1
1 0 1 0

1 1 1 51 2 .
8 8 2 8 8

yX x y dy dx xy dx x x
   

> = + = + = + =       
∫ ∫ ∫
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Аналогично (рис. 5.3)

	

( ) ( ) ( )

( ) ( )

P
21 2 2 2 1 2

0 1 1 0 0 1
21

0

1 1 1 51
8 8 8 2 8

11 5 232 2 1 .
8 2 8 24

x x

yX Y x y dy dx x y dy dx xy dx

x
x x x dx

− −

     
+ > = + + + = + + =             

 −
 = + − − − + =
 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

Замечание. Вероятность P(X + Y > 1) можно найти и по формуле

	 ( ) ( )P
1 1

0 0

1 231 1 .
8 24

x

X Y x y dy dx
− 

+ > = − + =  
 
∫ ∫

г) По определению ( ), ( , ) .
yx

F x y f t d dt
−∞ −∞

 
= τ τ  

 
∫ ∫

Если x ≤ 0 или y ≤ 0, то F(x, y) = 0. При 0 ≤ x ≤ 2 и 0 ≤ y ≤ 2 получаем:

	 ( ) ( ) ( )
2

2 2

0 0 0

1 1 1, .
8 8 2 16

yx x yF x y t d dt ty dt x y xy
   

= + τ τ = + = +       
∫ ∫ ∫

y 

x0 1 2

2

Рис. 5.2. Геометрическая иллюстрация вероятности P(X > 1)
y

x0 1 2

2

x + y = 1

Рис. 5.3. Геометрическая иллюстрация вероятности P(X + Y > 1)
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Если 0 ≤ x ≤ 2 и y > 2, то

	 ( ) ( ) ( )
22 2

2

0 0 0 2 0 0

1 1 1, 0 2 .
8 8 2 8

yx x x

F x y t d dt d dt t dt x x
    τ

= + τ τ + ⋅ τ = τ + = +          
∫ ∫ ∫ ∫ ∫

Если x > 2 и 0 ≤ y ≤ 2, то аналогично

	 ( ) ( ) ( )
2

2

0 0

1 1, 2 .
8 8

y

F x y t d dt y y
 

= + τ τ = +  
 
∫ ∫

Если x > 2 и y > 2, то

	 ( ) ( )
2 2

0 0

1, 1.
8

F x y t d dt
 

= + τ τ = 
 
∫ ∫

Итак,

	 ( )
( )
( )
( )

или0, 0 0,
/16, 0 2, 0 2,

2 / 8, 0 2, 2,,
2 / 8, 2, 0 2,

1, 2, 2.

x y
xy x y x y

x x x yF x y
y y x y

x y

≤ ≤
 + < ≤ < ≤ + < ≤ >= 
 + > < ≤

> >

По найденным ранее плотностям fX(x) и fY(y) находим функции распреде-
ления этих случайных величин:

	 ( ) ( )
0, 0,

2 / 8, 0 2,
1, 2,

X

x
F x x x x

x

 ≤
= + < ≤
 >

 ( ) ( )
0, 0,

2 / 8, 0 2,
1, 2.

Y

y
F y y y y

y

 ≤
= + < ≤
 >

Наконец, заметим, что fXY(x, y) ≠ fX(x)fY(y) (так же как и FXY(x, y) ≠ FX(x)FY(y)) 
для любых чисел х и y. Поэтому случайные величины X и Y зависимы.

Пример 5.4. Пусть f(x, y) — ​совместная плотность случайных величин 
X и Y. Найти плотность распределения f(z) случайной величины Z = X + Y.

Решение. Сначала запишем функцию распределения F(z) случайной ве-
личины Z:
	 ( ) ( )P P( ) .F z Z z X Y z= < = + <

Пользуясь формулой функции распределения F(z) непрерывной двумерной 
случайной величины, получим:

	 ( ) ( ) ( ) ( )P( ) , , , .
z yz x

x y z

F z X Y z f x y dxdy dx f x y dy dy f x y dx
−+∞ − +∞

+ < −∞ −∞ −∞ −∞

= + < = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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Так как ( ) ( ),f z F z′=  то

	 ( ) ( )( ) ( ) , , .Zf z f z f x z x dx f z y y dy
+∞ +∞

−∞ −∞

= = − = −∫ ∫ 	 (5.6)

Из решения этого примера следует, что если X и Y — ​независимые случай-
ные величины, то

	 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,X Y X Yf z f x f z x dx f z y f y dy
+∞ +∞

−∞ −∞

= − = −∫ ∫
где fX(x) и fY(y) — ​плотности случайных величин соответственно X и Y. В этом 
случае последнее равенство называется сверткой функций fX(x) и fY(y).

Пример 5.5. Совместная плотность распределения случайных величин X 
и Y имеет вид:

	 ( ) ( )
в остальных случаях)

1 sin , 0 , 0 ,
,

0 ( .

x y x y x
f x y

 + ≤ ≤ π ≤ ≤ π−= π


	 (5.7)

Найти плотность распределения fX + Y(z) случайной величины Z = X + Y 
(рис. 5.4).

Решение. По формуле (5.6), с учетом условия задачи, находим:

	 ( ) ( )
0

( ) , , .Zf z f x z x dx f x z x dx
+∞ π

−∞

= − = −∫ ∫
В силу (5.7) f(x, z – x) > 0 в случае, когда x ≥ 0 и 0 ≤ z – x ≤  π – x, т. е. когда 

0 ≤ x ≤ z ≤ π. Следовательно, если [0, ],z∉ π  то fZ(z) = 0. Если же [0, ],z∈ π  то

	
( ) ( ) ( )

( )
0 0 0

0 0

( ) , , ,

1 1 1sin sin sin .

z z

Z

z z

f z f x z x dx f x z x dx f x z x dx

x z x dx zdx z z

π

= − + − = − =

= + − = =
π π π

∫ ∫ ∫

∫ ∫

y

x0 z π

π

y = z – x

z

Рис. 5.4. Геометрическая иллюстрация плотности распределения fX + Y(z)
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Итак,

	
в остальных случаях

1 sin , 0 ,
( )

0 ( ).
Z

z z z
f z

 ≤ ≤ π= π


5.2. Числовые характеристики двумерных случайных величин

Математическим ожиданием двумерной случайной величины (X, Y) является 
точка двумерного пространства (EX, EY), где величины EX и EY — ​математиче-
ские ожидания одномерных случайных величин Х и Y соответственно.

Математическое ожидание и дисперсия каждой из одномерных дискретных 
случайных величин Х и Y вычисляются по формулам:

	 ( ) ( )E E
1 1 1 1 1 1

, ;
n m n m n m

i ij i i j ij j j
i j i j i j

X x p x p x Y y p y p y
= = = = = =

= = = =∑∑ ∑ ∑∑ ∑

	 ( ) ( )D E E
2 2 2

1 1 1

;
n m n

i ij i i
i j i

X x X p x p x X
= = =

= − = −∑∑ ∑

	 ( ) ( )D E E
2 2 2

1 1 1

,
m n m

j ij j j
j i j

Y y Y p y p y Y
= = =

= − = −∑∑ ∑

где p(xi) и p(yj) определяются равенствами (5.1) и (5.2) соответственно.
Математическое ожидание и дисперсия непрерывных случайных величин 

Х и Y с совместной плотностью вероятности f(x, y) соответственно равны:

	 E E( , ) ( ) , ( , ) ( ) ;X YX x f x y dxdy x f x dx Y y f x y dxdy y f y dy
+∞ +∞ +∞ +∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞ −∞

= = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

	 ( )D E E
2 2 2( , ) ( ) ;XX x X f x y dxdy x f x dx X

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

= − = −∫ ∫ ∫

	 ( )D E E
2 2 2( , ) ( ) .YY y Y f x y dxdy y f y dy Y

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞

= − = −∫ ∫ ∫

Одной из характеристик статистической взаимосвязи двух случайных 
величин является ковариация случайных величин:

	 ( ) ( )( )E E Ecov , .XYk X Y X X Y Y = = − − 

Последняя формула легко преобразуется к виду:

	 ( ) ( ) ( ) ( ), E E Ecov ,X Y XY X Y= − 	 (5.8)
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где для двумерной дискретной случайной величины (X, Y)

	 ( )E
1 1

,
n m

i j ij
i j

XY x y p
= =

=∑∑

для двумерной непрерывной случайной величины (X, Y)

	 ( ) ( )E , .XY xy f x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞

= ∫ ∫
Ковариация случайных величин удовлетворяет следующим с в о й с т в а м:

	 ( ) ( ) ( ) Dcov , cov , , cov , ;X Y Y X X X X= =

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cov , cov , , cov , cov , cov , ;X Y X Y X Y Z X Z Y Zα = α + = +

	 ( ) где D Dcov , , , ;X Y X YX Y X Y≤ σ σ σ = σ =

для независимых случайных величин X и Y cov(X, Y) = 0.
Коэффициент корреляции rXY случайных величин X и Y равен ковариации 

нормированных случайных величин:

	 ( ) ( )E E
corr

cov ,
, cov , .XY

X Y X Y

X YX X Y Yr X Y
  − −

= = =   σ σ σ σ  
 	 (5.9)

Случайные величины Х и Y называют коррелированными, если cov(X, Y) ≠ 0 
(или rXY ≠ 0), и некоррелированными, если cov(X, Y) = 0 (или rXY = 0).

Заметим, что коэффициент корреляции rXY — ​количественная безразмерная 
характеристика зависимости случайных величин Х и Y.

В частности, если X = Y, то rXX = 1.
С в о й с т в а  коэффициента корреляции:
1) |rXY| ≤ 1;
2) дисперсия суммы произвольных случайных величин равна:

	 ( ) ( )D D D 2cov , .X Y X Y X Y± = + ±

В частности, если X и Y некоррелированные, а тем более независимы,

	 ( ) ( ) ( )D D D ;X Y X Y± = +

3) если случайные величины X и Y независимы, то они и не коррелированы. 
Обратное, вообще говоря, неверно;

4) если случайные величины X и Y коррелированы, то они и зависимы. 
Обратное утверждение, вообще говоря, неверно.

Однако, если обе случайные величины X и Y распределены по нормальному 
закону, то из некоррелированности случайных величин следует их независи-
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мость и, наоборот, из независимости случайных величин следует их некорре-
лированность. К этому вопросу мы вернемся позже (см. п. 5.3);

5) для линейно связанных случайных величин X и Y = αX + β (α, β∈R, α ≠ 0), 
и только для них:

	 1.XYr =

Коэффициент корреляции можно рассматривать как меру линейности взаи-
мосвязи случайных величин Х и Y: при возрастании одной случайной величины 
другая проявляет тенденцию также возрастать (или убывать). В первом случае 
rXY > 0 и говорят, что случайные величины Х и Y связаны положительной корреля-
цией, во втором случае rXY < 0 и говорят, что X и Y связаны отрицательной корре-
ляцией. Если Х и Y связаны линейной функциональной зависимостью Y = αX + β, 
то rXY = 1, если α > 0, и rXY = –1, если α < 0. Если зависимость близка к линейной, то 

1XYr ≅ , если же величины X и Y слабо (линейно) зависимы, то  0.XYr ≅
Пример 5.6. Имеется оценка совместного вероятностного распределения 

доходностей от инвестиций в акции компаний А и Б (табл. 5.3).
Таблица 5.3

X
Y

–10 10 15
–5 0 0,10 0,30
10 0,10 0,25 0,05
15 0 0,20 0

Случайная величина X описывает доходность инвестирования в акции 
компании А, случайная величина Y — ​в акции компании Б. Составить законы 
распределения случайных величин Х и Y, установить наличие зависимости 
между ними, а также найти ожидаемую доходность и среднее квадратичное 
отклонение портфеля13, состоящего на 40 % инвестирования в акции компании 
А и на 60 % — ​в акции компании Б. Найти коэффициент корреляции rXY.

Решение. Для составления законов распределения случайных величин X 
и Y дополним табл. 5.3 строкой и столбцом (табл. 5.4).

Таблица 5.4

X
Y

p(xi)–10 10 15
–5 0 0,10 0,30 0,40
10 0,10 0,25 0,05 0,40
15 0 0,20 0 0,20

p(yj) 0,10 0,55 0,35 1ijp =∑∑

13  Портфелем называется пакет ценных бумаг, которым обладает инвестор.
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При заполнении правого столбца и нижней строки воспользуемся фор-
мулами (5.1)–(5.2). Закон распределения компоненты Х представляется рядом 
распределения:

X –5 10 15 ( )ip x∑
p(xi) 0,40 0,40 0,20 1

Аналогично закон распределения составляющей Y:

Y –10 10 15 ( )jp y∑
p(yj) 0,10 0,55 0,35 1

Так как P( ) P( )P( ),i j i jX x Y y X x Y y= = ≠ = =  (например, P(X = 10, Y = 15) = 
0,05 ≠ 0,40 · 0,35 = 0,14 = P(X = 10) P(Y = 15)), то случайные величины зависимы.

По построенным законам распределений случайных величин определим 
числовые характеристики составляющих X и Y. Сначала определим ожидаемые 
доходности инвестирования в акции компаний А и Б:

	 ( ) ( )E 5 0,40 10 0,40 15 0,20 5;ii
X x p x= = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑

	 ( ) ( )E 10 0,10 10 0,55 15 0,35 9,75.jj
Y y p y= = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =∑

Затем определим дисперсию доходностей в акции компаний А и Б, которая 
определяет риск:

	 ( ) ( )D E
2 22 2 2 25 0,40 10 0,40 15 0,20 5 70;ii

X x p x X= − = − ⋅ + ⋅ + ⋅ − =∑

	 ( ) ( ) ( )D E
2 2 22 2 210 0,10 10 0,55 15 0,35 9,75 48,6875.
j

jY y p y Y= − = − ⋅ + ⋅ + ⋅ − =∑

Далее находим среднее квадратичное отклонение, которое также определяет 
риск, сопоставимый с доходностью:

	 ( ) ( )D D8,367, 6,978.X X Y Yσ = ≈ σ = ≈

Найдем ожидаемую доходность и среднее квадратичное отклонение порт
феля, состоящего на 40 % из первого актива и на 60 % — ​из второго:

	 ( )E E E0 4 0,6 0,4 0,6 0,4 5 0,6 9,75 7,85;, X Y X Y+ = + = ⋅ + ⋅ =

	

( ) ( )
( )

( )

2 2

2 2

D 0 4 0,6 0,4 D 0,6 D 2cov 0 4 ; 0,6

0,4 70 0,6 48,6875 2 0,4 0,6cov ,
28,7275 0,48 cov , .

, X Y X Y , X Y

X Y
X Y

+ = + + =

= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =

= + ⋅
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Для нахождения cov(X, Y) составим ряд распределения X · Y:

X · Y –100 –50 –75 100 150 ijp∑∑
pij 0,10 0,10 0,30 0,25 0,25 1

	 ( )E 100 0,1 50 0,1 75 0,3 100 0,25 150 0,25 25.XY = − ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

По формуле (5.8) находим ( )cov , 25 5 9,75 23,75.X Y = − ⋅ = −  Тогда:

	 ( ) ( )D 0 4 0,6 28,7275 0,48 23,75 17,3275;, X Y+ = + ⋅ − =

	 ( )0 4 0,6 17,3275 4,1626., X Yσ + = ≈

Итак, ожидаемая доходность портфеля, состоящего на 40 % инвестирования 
в акции компании А и на 60 % — ​компании Б, составляет 7,85 %, что значитель-
но превышает ожидаемую доходность вложения в акции компании А (5 %), 
но менее доходности вложения в акции компании Б (9,75 %).

Среднее квадратичное отклонение совместного портфеля инвестирования 
в акции компаний А и Б составляет 4,163 %. Так как σ(0,4X + 0,6Y) меньше σ(X) 
(≈8,367) и меньше σ(Y) (≈6,978), то вложение в акции двух компаний менее 
рискованно, чем вложение в акции каждой из компаний порознь.

Наконец, по формуле (5.9) находим:

	 ( )corr
23,75, 0,407.

8,3666 6,9776XYr X Y −
= = ≈ −

⋅

Коэффициент корреляции –0,407 говорит о том, что между случайными 
величинами X и Y существует слабая отрицательная линейная зависимость, 
т. е. при увеличении одной из них другая имеет тенденцию уменьшаться.

Упражнение. Найти закон распределения суммарного дохода X + Y.
Пример 5.7. Совместное распределение случайных величин X1 и X2 опре-

деляется условиями:

	 ( ) ( ) ( )P P P1 2
10 1, 1 1, 1 , 1,2.
4i iX X X X i= = = = = − = =

Найти ковариацию cov(X1, X2). Являются ли величины X1 и X2 независи-
мыми?

Решение. Найдем:

	 ( )E D
2 2 2 2

1 1
1 1 1 1 11 0 1 1 0, 1 0 1 1 0 .
4 4 4 4 2

X X= − ⋅ + ⋅ + ⋅ = = − ⋅ + ⋅ + ⋅ − =
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Аналогично 2E 0, D 2
1 .
2

X X= =  Так как P(X1X2 = 0) = 1, то P(X1X2 ≠ 0) = 0. 

Поэтому E(X1X2) = 0 · 1 + P(X1X2 ≠ 0) · 0 = 0. Тогда

	 ( ) ( ) ( ) ( )E E E1 2 1 2 1 2cov , 0.X X X X X X= − =

Совместная вероятность P(X1 = 1, X2 = 1) = 0, так как P(X1X2 ≠ 0) = 0. Но 
P( ) P( )1 2

1 1 11 1 .
4 4 16

X X= ⋅ = = ⋅ =  Следовательно:

	 ( ) ( ) ( )P P P1 2 1 21, 1 1 1 ,X X X X= = ≠ = ⋅ =

т. е. X1 и X2 зависимы, хотя их ковариация равна нулю.
Итак, случайные величины X1 и X2 некоррелированные, но они не являются 

независимыми.
Упражнение 1. Доказать, что если две случайные величины X и Y прини-

мают только два значения каждая и cov(X, Y) = 0, то X и Y независимы.
Упражнение 2. Пусть случайная величина X распределена по нормальному 

закону X ~ N(0; 1). Случайная величина Y = f(X) = X2 – 1. Показать, что случайные 
величины X и Y не коррелированы.

Пример 5.8. Предприятие имеет две поточные линии с совместными тех-
нологическими процессами по сборке некоторой продукции. На первой линии 
выпускается с равной вероятностью либо одно изделие, либо два. На второй 
линии одно изделие выпускается с вероятностью 2/3, а два изделия — ​с веро-

ятностью 1/3. Известно, что корреляция поточных линий равна 2 .
2

 Какова 

вероятность того, что на каждой из поточных линий будет выпускаться оди-
наковое количество изделий?

Решение. Пусть Х — ​количество изделий, собранных на первой линии, 
Y — ​на второй. По условию

Х 1 2
,

Y 1 2
Р 1/2 1/2 Р 2/3 1/3

Найдем математические ожидания и дисперсии случайных величин:

	 E E D D
2 23 4 1 1 3 1 2 1 4 2, 1 4 , 1 4 .

2 3 2 2 2 4 3 3 3 9
X Y X Y   = = ⇒ = ⋅ + ⋅ − = = ⋅ + ⋅ − =   

   
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Из формулы для корреляции найдем E(XY):

	
( )

( )
E

E

3 4
2 132 3 .

2 61 2
4 9

XY
XY

− ⋅
= ⇒ =

⋅

Составим таблицу для совместного распределения случайных величин Х и Y:

Х
Y

1 2 p(xi)

1 р 1/2 – р 1/2

2 2/3 – р р – 1/6 1/2

p(yj) 2/3 1/3 1

Здесь Р(X = 1, Y = 1) = р. Остальные ячейки заполняются исходя из законов 
распределения составляющих Х и Y. Распределение X · Y имеет вид:

X · Y 1 2 4 Σ
pij р 2/3 – р + 1/2 – р р – 1/6 1

Из полученной таблицы получаем:

	 ( )E
7 1 13 11 2 2 4 .
6 6 6 2

XY p p p p   = ⋅ + ⋅ − + ⋅ − = ⇒ =   
   

Тогда искомая вероятность

	 ( ) ( ) ( )Р Р Р
1 51, 1 2, 2 .
6 6

X Y X Y X Y p p= = = = + = = = + − =

5.3. Условные распределения составляющих  
двумерной случайной величины

Пусть (X, Y) — ​двумерная дискретная случайная величина и Р(X = xi, Y = yj) = pij,  
i = 1, …, n, j = 1, …, m.

Условные распределения pX(xi | yj) и pY(yj | xi) определим соответственно 
равенствами:

	 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

Р
Р

Р

,
| | | ;

( )
i j ij

i j X i j i j
j j

X x Y y p
p x y p x y X x Y y

Y y p y

= =
= = = = = =

=
	 (5.10)
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	 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

Р
Р

Р

,
| | | .

( )
j i ij

j i Y j i j i
i i

Y y X x p
p y x p y x Y y X x

X x p x

= =
= = = = = =

=
	 (5.11)

При фиксированном значении yj ( )
1

| 1.
n

X i j
i

p x y
=

=∑  Аналогично 

( )
1

| 1.
m

Y j i
j

p y x
=

=∑

Условные законы распределения составляющих X и Y представлены соот-
ветственно в табл. 5.5 и 5.6.

Таблица 5.5
X x1 x2 … xi … xn

pX(xi | yj) pX(x1 | yj) pX(x2 | yj) … pX(xi | yj) … pX(xn | yj)

Здесь 1, .j m=
Таблица 5.6

Y y1 y2 … yj … ym

pY(yj | xi) pY(y1 | xi) pY(y2 | xi) … pY(yj | xi) … pY(ym | xi)

Здесь 1, .i n=
В табл. 5.5 перечислены возможные значения составляющей X и условные 

вероятности этих значений (таких законов m, так как 1, ).j m=
В табл. 5.6 перечислены возможные значения составляющей Y и условные 

вероятности этих значений (таких законов n, так как 1,i n= ).
Если случайные величины X и Y независимы, то условные законы распре-

деления совпадают с безусловными.
Условное математическое ожидание случайной величины Y при условии 

X = xi определяется равенством

	 ( ) ( ) ( )
E 1

1 1

1

| | , 1, .

m

j ijm m
j ij j

i i Y j i m
j j i

ij
j

y p
y p

Y x y p y x i n
p x p

=

= =

=

= = = =
∑

∑ ∑
∑

	 (5.12)

В дискретном случае каждому значению xi ставится в соответствие число: 
E( | ).i ix Y x→  Таким образом, на множестве (x1, …, xn,) определена функция 

со значениями E(Y | x). Эту функцию называют регрессией Y на х (или Y от х) и 
обозначают:

	 ( )E | .Xy Y x=

На плоскости отметим точки (xi, yj), а затем те точки, координаты которых 
удовлетворяют уравнению регрессии ( , ).

ii xx y  График уравнения регрессии — ​
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множество точек ( , ).
ii xx y  Соединив их отрезками прямых, получим ломаную, 

которую называют линией регрессии. Она выражает зависимость Y от x в сред-
нем (рис. 5.5).

Аналогично

	 ( ) ( )E 1

1

1

| | , 1, .

n

i ijn
i

j i X i j n
i

ij
i

x p
X y x p x y j m

p

=

=

=

= = =
∑

∑
∑

	 (5.13)

Регрессия X от Y: E( | ).Yx X y=  Эта функция (y → E(X | y)) определена 
на множестве (y1, …, ym). Она выражает зависимость X от y в среднем.

Соотношения (5.12) и (5.13) позволяют трактовать условные математиче-
ские ожидания как центр «масс» pij, расположенных на вертикальных прямых 
X = xi в точках с ординатами yj (на горизонтальных прямых Y = yj в точках с аб-
сциссами x = xi).

y1 

yj 

x1 x2 0 xi xn

( ),
ii xx y

Рис. 5.5. Геометрическая иллюстрация регрессии Y на x

Уравнением линейной регрессии Y на (от) х называется уравнение Y = αX + β, 
параметры которого минимизируют остаточную дисперсию ( )E

2:XY y−

	 ( )E E .Y
X XY

X

y Y r x Xσ
− = −

σ

Остаточная дисперсия равна: ( )ост
2 2 21 .

Y XY
S r= σ −

Условной дисперсией составляющей Y называется число:

	 ( ) ( ) ( )D
2

1

| | .
i

m

i j Y j ix
j

Y x y y p y x
=

= −∑

Аналогично определяется:

	 ( ) ( ) ( )D
2

1

| ( | ), , 1, .
j

n

i y X i j
i

X y x x p x y y y j m
=

= − = =∑
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Пусть (X, Y) — ​непрерывная случайная величина с известной плотностью 
f(x, y). Условная функция распределения непрерывной случайной величины Х 
при условии, что случайная величина Y = y, равна:

	 ( ) ( )1/ , .
( )

x

X
Y

F x y f t y dt
f y −∞

= ∫
Аналогично

	 ( ) ( )1/ , .
( )

y

Y
X

F y x f x d
f x −∞

= τ τ∫
Условная плотность распределения непрерывной случайной величины X 

при условии Y = y определяется формулой

	
( ) ( )

( )

, ,
( | ) ( | ) , ( ) 0,

( )
,

XY
X Y

Y

f x y f x y
f x Y y f x Y y f y

f y
f x y dx

∞

−∞

= = = = = >

∫

а условное математическое ожидание и дисперсия — ​формулами:

	 ( ) ( )
( )

( )
E

,
| | ;

,

xf x y dx
X Y y x f x Y y dx

f x y dx

+∞

+∞
−∞
+∞

−∞

−∞

= = = =
∫

∫
∫

	 ( ) ( ) ( )D E
2| ( | ) | .X Y y x X Y y f x Y y dx

∞

−∞

= = − = =∫
Аналогично:

	 ( ) ( ) ( )

( )

, ,
| , ( ) 0;

( )
,

XY
X

X

f x y f x y
f y X x f x

f x
f x y dy

∞

−∞

= = = >

∫

	 ( ) ( )
( )

( )
E

,
| | ;

,

yf x y dy
Y X x y f y X x dy

f x y dy

+∞

+∞
−∞
+∞

−∞

−∞

= = = =
∫

∫
∫

	 ( ) ( )( ) ( )D E
2

| | | .Y X x y Y X x f y X x dy
∞

−∞

= = − = =∫

Функция E( | ),Xy Y X x= =  определенная на множестве возможных значе-
ний случайной величины X, является регрессией Y на х.
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Заметим, что если непрерывные случайные величины X и Y независимы, то

	 ( ) ( ) ( ) ( )| , | .Y Y X Xf y X x f y f x Y y f x= = = =

Отметим с в о й с т в а  условного математического ожидания:

	 ( )E E E( ) | .Y Y x =  

Это равенство называют формулой полного математического ожидания. 
Аналогично

	 ( )E E E( ) | .X X y =  

В случае дискретной случайной величины

	 ( ) ( )E E где
1

( ) | , .
n

i i i i
i

Y p Y x p p x
=

= =∑ 	  (5.14)

Аналогично

	 ( ) ( )E E где
1

( ) | , .
m

j j j j
j

X p X y p p y
=

= =∑ 	 (5.15)

Приведем два часто встречающихся распределения, задаваемых плотностью 
совместного распределения.

1. Равномерное распределение на множестве G:

	 ( )
( )

( )

1 , , ,
,

0, , .

x y G
Gf x y

x y G

 ∈= 
 ∉

Здесь |G| — ​площадь множества G.
2. Двумерное нормальное распределение:

	

( )

( )
( ) ( ) ( )( )

2

2

2 2

2 2

1,
2 1

1exp 2 .
2 1

N

X Y

X Y X Y

X Y X Y

f x y
r

x a y a x a y a
r

r

= ×
πσ σ −

  − − − −  × − + − σ σ σ σ−     

Нетрудно показать, что параметры aX и aY выражают математические ожи-
дания случайных величин X и Y соответственно, параметры 2

Xσ  и  2
Yσ  — ​их 

дисперсии, а r = rXY — ​коэффициент корреляции X и Y.
Плотности вероятности одномерных случайных величин:

	 ( )
( )

e

2

221( ) ,
2

X

X

x a

X N
X

f x f x y dy
−+∞ −
σ

−∞

= =
σ π∫
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и аналогично

	
( )

e

2

221( ) .
2

Y

Y

y a

Y
Y

f y
−

−
σ=

σ π

Условные плотности вероятности одномерных случайных величин:

	 ( ) ( ) ( )2

e

2
1

2 1

2

, 1| ;
( ) 2 1

X Y

X Y

x a y a
r

rN
X

Y X

f x y
f x Y y

f y r

 − −
− −  σ σ−  

= = =
σ π −

	 (5.16)

	 ( ) ( ) ( )2

e

2
1

2 1

2

, 1| .
( ) 2 1

Y X

Y X

y a x a
r

rN
Y

X Y

f x y
f y X x

f x r

 − −
− −  σ σ−  

= = =
σ π −

	 (5.17)

Каждый из условных законов распределения случайных величин X и Y 
является нормальным с условным математическим ожиданием и условной 
дисперсией, определяемым по формулам:

	 ( ) ( ) ( ) ( )E D 2 2| , | 1 ;X
X Y X

Y

X Y y a r y a X Y y rσ
= = + − = = σ −

σ
	 (5.18)

	 ( ) ( ) ( ) ( )E D 2 2| , | 1 .Y
Y X Y

X

Y X x a r x a Y X x rσ
= = + − = = σ −

σ
	 (5.19)

Заметим, что условные дисперсии D( | )X Y y=  и  D( )|Y X x=  постоянны 
и не зависят от значений y или x. Это свойство называется гомоскедастично-
стью или равноизменчивостью условных нормальных распределений и имеет 
важное значение в статистическом анализе.

Если две нормально распределенные случайные величины X и Y не корре-
лированы (r = rXY = 0), то они и независимы (fN(x, y) = fX(x)fY(y)).

Пример 5.9. Случайные величины X и Y независимы и имеют соответ-
ственно нормальные распределения N(–1, 9), N(1, 16). Найти закон распре-
деления случайной величины Z = X + Y. Найти вероятности: а) P(X – 2Y > 5);  
б) P(X + Y < 0).

Решение. Используя свойства математического ожидания и дисперсии, 
находим:
	 ( )E E E E 1 1 0;Za Z X Y X Y= = + = + = − + =

	 ( )D D D D2 9 16 25.Z Z X Y X Yσ = = + = + = + =

Закон распределения случайной величины Z = X + Y можно задать с помо-
щью плотности вероятности нормального распределения:

	 e
2

501( ) .
5 2

z

f z
−

=
π
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Найдем P(X – 2Y > 5). Числовые характеристики случайной величины X – 2Y:

	 ( )E E E2 2 1 2 1 3;X Y X Y− = − = − − ⋅ = −

	 ( )D D D22 2 9 4 16 73.X Y X Y− = + = + ⋅ =

Напомним, что здесь случайные величины Х и (–2Y) (так же как и слу-
чайные величины X и Y) независимы и нормально распределены. Итак, X – 2Y 

( )N~ 3; 73 .−  Воспользовавшись формулой (4.13), находим:

	 ( ) ( ) ( )5 31 1P 2 5 0,9363 0,5 0,3254 0,1746.
2 273

X Y
 − −

− > = −Φ = −Φ ≈ − =  
 

Аналогично N( )~ 0; 5X Y+  и согласно формуле (4.12):

	 ( )P
1 0 0 10 .
2 5 2

X Y − + < = +Φ = 
 

Пример 5.10. Случайный вектор 1

2

X
X

 
 
 

 имеет нормальное распределение 

с математическим ожиданием 
1
2
 
 
 

 и ковариационной матрицей 
9 5

.
5 25

− 
 − 

а) Найти P(X1 + 2X2 > 20).
б) Какое распределение имеет X1 при условии, что X2 = 0?
в) Составить уравнение регрессии Y на x.
г) Найти условную дисперсию компоненты Y.
Решение. а) По условию cov( )2 2

1 29, 25, , 5.X Y X Xσ = σ = = −  Числовые харак-
теристики случайной величины X1 + 2X2:

	 ( ) 2E E E1 2 12 2 1 2 2 5;X X X X+ = + = + ⋅ =

	 ( ) ( ) ( )2D D D cov1 2 1 1 22 4 2 , 2 9 4 25 2 2 5 8.X X X X X X+ = + + = + ⋅ + ⋅ ⋅ − =

Итак,

	 ( )N1 22 ~ 5; 89 ;X X+

	 ( ) ( )1 2
20 5P 2 20 0,5 0,5 1,59 0,0559.

89
X X  −

+ > = −Φ = −Φ ≈ 
 

б) Используя (5.16), находим:

	 ( )
( )

e

2

1

1,4
16

2
1| 0 .

4

x

Xf x X
−

−
= =

π
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Следовательно, случайная величина X1 при условии, что X2 = 0, распреде-
лена нормально, причем ( ) ( )N1 2| 0 ~ 1,4; 8 .X X =  Параметры M(X1 | X2) = 0) = 

( ) ( )M 1 2
5 3| 0 1 0 2 1,4;

3 5 5
X X − = = + − = ⋅ 

( )D 1 2
1| 0 9 1 8
9

X X  = = − = 
 

 получены с использовани-

ем формул (5.18).
в) Условное математическое ожидание на основании (5.19) равно:

	 ( ) ( ) ( ) ( )E
5 5 5 23 5| 2 1 2 1 .

3 5 3 9 9 9
Y X x x x x

−
= = + ⋅ − = − − = −

⋅

Таким образом, уравнение регрессии Y на x имеет вид: 
23 5 .
9 9

y x = −  
 

г) Условная дисперсия компоненты Y равна:

	 ( )D
1 200| 25 1 22,22.
9 9

Y X x  = = − = ≈ 
 

Пример 5.11. Найти условные законы распределения и числовые характе-
ристики составляющих X и Y, заданных в примере 5.2. Построить регрессии 
Y на x и X на y.

Решение. Условные законы составляющей Y оформим в одной таблице. 
Воспользуемся формулами (5.11):

Y –10 10 15 Σ

( )1| 5jp y x = − 0 0
0,40

=
0,10 1
0,40 4

=
0,30 3
0,40 4

= 1

( )2| 10jp y x = 0,10 1
0,40 4

=
0,25 5
0,40 8

=
0,05 1
0,40 8

= 1

( )3| 15jp y x = 0 0
0,20

=
0,20 0
0,20

=
0 0

0,20
= 1

Согласно (5.12):

	 ( )E
1 3 55| 5 10 0 10 15 ;
4 4 4

Y x = − = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =

	 ( )E
1 5 1 45| 10 10 10 15 ;
4 8 8 8

Y x = = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =

	 ( )E | 15 10 0 10 1 15 0 10.Y x = = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =

Ломаная, соединяющая точки (xi, E(Y | xi)), является линией регрессии 
Y на х (рис. 5.6).
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х–5 0 10 15

10

45/8

55/4

yX = –0,09x + 10,2

Рис. 5.6. Регрессия Y на x

Для построения уравнения линейной регрессии Y на х воспользуемся 
формулой

	 ( )E EY
X XY

X

y Y r x Xσ
− = −

σ

и результатами вычислений числовых характеристик примера 5.6:

	 ( )6,9789,75 0,407 5 0,09 10,20.
8,367X Xy x y x− = − − ⇒ = − +

При этом остаточная дисперсия равна: ( )ост
2 2 21 40,63.

Y XY
S r= σ − =

Аналогично находим условные законы для составляющей X:

X –5 10 15 Σ

( )1| 10ip x y = − 0 0
0,1

=
0,1 1
0,1

=
0 0

0,1
= 1

( )1| 10ip x y = 0,10 2
0,55 11

=
0,25 5
0,55 11

=
0,20 4
0,55 11

= 1

( )1| 15ip x y = 0,30 6
0,35 7

=
0,05 1
0,35 7

=
0 0

0,35
= 1

Согласно (5.13):

	 ( )E | 10 5 0 10 1 15 0 10;X y = − = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =

	 ( )E
2 5 4 100| 10 5 10 15 ;

11 11 11 11
X y = = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =

	 ( )E
6 1 20| 15 5 10 15 0 .
7 7 7

X y = = − ⋅ + ⋅ + ⋅ = −
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Линия регрессии X на y изображена на рис. 5.7.

–20/7 10 х

10 

15 

–10

100/11

y

Рис. 5.7. Регрессия Х на у
Проверим формулы полного математического ожидания ((5.14), (5,15)) для 

нашего примера:

	
( ) ( ) ( ) ( )

( )

E E E E E

E

| 0,10 | 10 0,55 | 10 0,35 | 15

100 200,10 10 0,55 0,35 5 ;
11 7

X y X y X y X y

X

  = ⋅ = − + ⋅ = + ⋅ = = 
 = ⋅ + ⋅ + ⋅ − = = 
 

 

	
( )

( )

E E E E E

E

| 0,40 ( | 5) 0,40 ( | 10) 0,20 ( | 15)

55 450,40 0,40 0,20 10 9,75 .
4 8

Y x Y x Y x Y x

Y

  = ⋅ = − + ⋅ = + ⋅ = = 
 = ⋅ + ⋅ + ⋅ = = 
 

5.4. Числовые характеристики многомерной случайной величины

Математическим ожиданием случайного вектора X = (X1, …, Xn) называется 
вектор EX = (EX1, …, EXn).

Ковариационной матрицей случайных величин X1, …, Xn называется матрица

	 ( )K ,

2
1 12 1

2
21 2 2

2
1 2

cov ,

n

n
i j

n n n

k k
k k

X X

k k

 σ
 

σ = =  
 
 σ 





   


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где

	 ( ) ( )( )M M M D2cov , , .ij i j i i j j ii i ik X X X X X X k X= ≡ − − = σ =

Ее определитель называется обобщенной дисперсией и может служить мерой 
рассеяния системы случайных величин X1, …, Xn.

Наряду с ковариационной матрицей рассматривают корреляционную ма-
трицу R, составленную из коэффициентов корреляции :

i jij X Xr r=

	 R

12 1

21 2

1 2

1
1

.

1

n

n

n n

r r
r r

r r

 
 
 =  
  
 





   



Матрицы K и R неотрицательно определены и, кроме того, симметричны:

	 ,ij ji ij jik k r r= = .

Случайные величины X1, …, Xn называются независимыми, если для любых 
1, ... , Rnx x ∈

	 ( ) ( ) ( ) ( )
1 21 1 2, , .

nX n X X X nF x x F x F x F x= 

Случайные величины X1, …, Xn называются попарно некоррелированными, 
если kij = 0, .i j∀ ≠

Если случайные величины X1, …, Xn независимы, то они попарно не корре-
лированы. Обратное утверждение неверно.

С в о й с т в а  EX и DX:

1)  E E
1 1

;
n n

i i
i i

X X
= =

 
= 

 
∑ ∑

2) если случайные величины X1, …, Xn независимы, то  E E
1 1

;
n n

i i
i i

X X
= =

 
= 

 
∏ ∏

3)  D D
1

1 1 1 1

2 ;
n n n n

i i ij
i i i j i

X X k
−

= = = = +

 
= + 

 
∑ ∑ ∑∑

4) если случайные величины X1, …, Xn не коррелированы, т. е. kij = 0, ,i j∀ ≠  
то

	 D D
1 1

;
n n

i i
i i

X X
= =

 
= 

 
∑ ∑

5)  1ijr ≤ при i j≠ , |rii| = 1.
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Пример 5.12. Дана матрица 
1

1 .
1

x x
x x
x x

 
 
 
 
 

 При каких значениях х заданная 

матрица будет корреляционной матрицей трех случайных величин?
Решение. На основании свойства 5: 1x ≤ . Кроме того, корреляционная 

матрица R неотрицательно определена и симметрична: rij = rji. Так как условие 
симметричности выполнено, то остается проверить условие неотрицатель-
ности. Для этого воспользуемся критерием Сильвестра: квадратичная форма 
неотрицательно определена в том и только в том случае, когда ее угловые ми-
норы неотрицательны. Итак, задача сводится к решению системы неравенств:

	
2

3 2

1
0,

1
1 0,

1
1 2 3 0,

1 0
1

x
x

x
x x

x x
x x
x x


≥

  − ≥ ⇒ ⇒ 
+ − ≥ ≥



	 ( ) ( )( ) ( ) ( )22

1,1, 1 1.
22 1 1 1 0, 1 2 1 0,

xx
x

x x x x x x

 ≤ ≤ ⇒ ⇒ ⇒ − ≤ ≤ 
− − − + ≥ − + ≥  

Ответ. 
1 1.
2

x− ≤ ≤

Упражнение. При каких значениях х матрица 
1

1
1

x x
x x
x x

 −
 
 
 − 

 будет корре-

ляционной матрицей трех случайных величин?
Пример 5.13. По заданной ковариационной матрице K найти корреляци-

онную матрицу R.

	 K

9 8 6
8 16 8 .
6 8 25

 −
 =  
 − 

Решение. По определению 1ijr ≤  при i ≠ j, 1.iir =

Если

	 ( ) ( ) ( )corr D
cov ,

, , cov , ,
i j

i j
ij i j i i i

X X

X X
r X X X X X= = =

σ σ
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то

	 11 22 33 12 21
8 21, ,

39 16
r r r r r= = = = = =

	 13 31 23 32
6 2 8 2, .

5 59 25 16 25
r r r r− −

= = = = = =

Итак,

	
/ /

R / /

/ /

1 2 3 2 5
2 3 1 2 5 .
2 5 2 5 1

 −
 =  
 − 

Заметим, что если D D D
1 2 31 2 3, , ,X X XX X Xσ = σ = σ =  то ковариацион-

ная и корреляционная матрицы случайного вектора X = (X1, X2, X3) связаны 
соотношением

	 ( )cov , R ,i jX X = Σ Σ 	 (5.20)

где 1

2

3

0 0
0 0 .
0 0

X

X

X

 σ
 

Σ = σ 
 σ 

Запишем равенство (5.20) для нашего примера:

	
/ /

/ /

/ /

9 8 6 3 0 0 1 2 3 2 5 3 0 0
8 16 8 0 4 0 2 3 1 2 5 0 4 0 .
6 8 25 0 0 5 2 5 2 5 1 0 0 5

     − −
     =     
     − −     

Упражнение. Проверить последнее равенство самостоятельно.
Пример 5.14. По заданной корреляционной матрице R и известным ди-

сперсиям DX1 = 4, DX2 = 9, DX3 = 16 найти матрицу K.

	
1 0,4 0,9

R 0,4 1 0,5 .
0,9 0,5 1

 −
 = − − 
 − 

Решение. Так как по определению

	
( ) ( ) D

cov ,
, cov , ,

i j

i j
ij i i i

X X

X X
r X X X= =

σ σ

то  ( )cov ,
i jij i j ij X Xk X X r= = σ σ  и, следовательно,
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1 1 1 211 11 22 33 12 21 121 4 4, 9, 16, 0,4 2 3 2,4,X X X Xk r k k k k r= σ σ = ⋅ = = = = = σ σ = − ⋅ ⋅ = −

	
1 3 2 313 31 13 23 32 230,9 2 4 7,2, 0,5 3 4 6.X X X Xk k r k k r= = σ σ = ⋅ ⋅ = = = σ σ = − ⋅ ⋅ = −

Итак,

	 K

4 2,4 7,2
2,4 9 6 .

7,2 6 16

 −
 = − − 
 − 

5.5. Многомерное нормальное распределение

Говорят, что многомерная случайная величина X = (X1, …, Xn) имеет много-
мерное нормальное распределение, если существует вектор m = EX = (m1, m2, …, 
mn)

T (mi = EXi) и невырожденная матрица ковариаций K = cov(Xi , Xj) такие, что 
совместная плотность распределения равна:

	 ( ) ( )T
K

K
1

1
1 1( , , ) exp .

22X nf x x x x− = ⋅ − − − 
 π

 m m

Здесь |K| — ​определитель ковариационной матрицы.
С в о й с т в а  многомерного нормального распределения:
1) любая компонента нормального вектора имеет нормальное распреде-

ление:

	 ( )N~ , ;i i iX m σ

2) компоненты нормально распределенной случайной величины X = (X1, …, 
Xn) независимы тогда и только тогда, когда они являются попарно некоррелиро-
ванными случайными величинами, т. е. ковариационная матрица K и обратная 
к ней K–1 являются диагональными:

	 1

/

/
K K

/

2 2
1 1

2 2
2 2

2 2

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

, .

0 0 0 0 1n n

−

   σ σ
   

σ σ   = =   
   
   σ σ   

 

 

       

 

Квадратичная форма (x – m)T K–1(x – m) превращается в сумму квадратов:

	 ( ) ( ) ( )T
K

2
1

2 .i i

i i

x m− −
− − =

σ∑x m x m
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Следовательно, для нормально распределенной системы некоррелирован-
ных случайных величин совместная плотность равна произведению плотностей 
компонент, входящих в систему:

	 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1 2, , ,
X X X Xn

n nf x x f x f x f x= 

где ( )N~ , ;i i iX m σ
3) пусть случайная величина 1 1 ,n nY a X a X= + +  где ( )N~ , ,i i iX m σ  а ко-

эффициенты a1, …, an ∈ R не все равны нулю. Тогда случайная величина Y 
распределена нормально;

4) пусть случайная величина X ~ N(m, K), тогда Y = AX + b, где А — ​матрица 
размерности n × k с rang A = k и b — ​вектор размерности n, имеет распределение 
X ~ N(Am + b, AKAT);

5) ( ) ( ) ( )T 1 2K ~ .n−− − χx m x m
Пример 5.15. Случайная величина X = (X1, X2, X3) распределена нормально:

	 N

1 9 8 6
~ 2 ; 8 16 8 .

3 6 8 25
X

    −
    
    
    −    

1. Выяснить, являются ли случайные величины X1 + X2 и 7X2 – 2X3 незави-
симыми?

2. Найти: а) Р(2X1 + X2 > 17); б) Р(X1 + X2 + X3 < 12).
Решение. 1. По условию X1 ~ N(1, 3); Х2 ~ N(2, 4); Х3 ~ N(3, 5). Случайные 

величины X1 + X2 и 7X2 – 2X3 нормальные, так как представляют собой линейную 
комбинацию нормальных векторов. Найдем:

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 2 3 1 2 3 2 2 3

1 2 1 3 2 2 2 3

cov ,7 2 cov ,7 2 cov ,7 2
7cov , 2cov , 7cov , 2cov ,
7 8 2 6 7 16 2 8 164 0.

X X X X X X X X X X
X X X X X X X X

+ − = − + − =

= − + − =

= ⋅ − ⋅ − + ⋅ − ⋅ = ≠

Следовательно, X1 + X2 и 7X2 – 2X3 зависимы.
2. Найдем: а) Р(2X1 + X2 > 6).
Числовые характеристики случайной величины 2X1 + X2:

	 ( )1 2 1 2E 2 2E E 2 1 2 4;X X X X+ = + = ⋅ + =

	 ( ) ( )D D D1 2 1 2 1 22 4 2 cov 2 , 36 16 4 8 84.X X X X X X+ = + + ⋅ = + + ⋅ =

Напомним, что здесь случайные величины 2X1 и X2 (так же как и случайные 
величины X1 и X2) независимы и нормально распределены. Итак, 2X1 + X2

( )N~ 4; 2 21 .  Воспользовавшись формулой (4.13), находим:
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	 ( ) ( )P 1 2
1 16 4 12 16 1,3093 0,5 0,4048 0,0052;
2 22 21

X X − + > = −Φ = −Φ ≈ − ≈ 
 

б) Р(X1 + X2 + X3 < 12). Числовые характеристики случайной величины 
X1 + X2 + X3:

	 ( )E 1 2 3 1 2 3 6;X X X+ + = + + =

	
( ) ( )

( ) ( ) ( )
D D D D1 2 3 1 2 3 1 2

1 3 2 3

2 cov ,
2 cov , 2 cov , 9 16 25 2 8 2 6 2 8 70.

X X X X X X X X
X X X X

+ + = + + + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ = + + + ⋅ + ⋅ − + ⋅ =

Аналогично

	 ( ) ( )P 1 2 3
1 12 6 112 0,7171 0,5 0,2633 0,7633.
2 270

X X X − 
+ + < = +Φ = +Φ ≈ + ≈ 

 

Задачи для самостоятельного решения

5.1. По мишени производится один выстрел. Вероятность попадания рав-
на Р. Рассматриваются две случайных величины: Х — ​число попаданий; Y — ​
число промахов. Построить функцию распределения двумерной случайной 
величины (X, Y). Зависимы ли случайные величины X и Y?

5.2. Два стрелка независимо один от другого производят по два выстрела, 
каждый по своей мишени. При каждом выстреле вероятность попадания для 
первого стрелка 0,7, для второго — ​0,8. Случайная величина X — ​число попа-
даний первого стрелка. Случайная величина Y — ​суммарное число попаданий 
двух стрелков. Найти закон распределения случайной величины (X, Y). Найти 
числовые характеристики (X, Y). Зависимы ли случайные величины X и Y?

5.3. Ожидаемая доходность первого актива равна 6 % со средним квадра-
тичным отклонением 5 %, ожидаемая доходность второго актива равна 8 % 
со средним квадратичным отклонением 10 %. Коэффициент корреляции меж-
ду этими активами составляет 0,8. Найти ожидаемую доходность и среднее 
квадратичное отклонение портфеля, состоящего на 40 % из первого актива 
и на 60 % — ​из второго.

5.4. Вероятность дождя в субботу 0,5, вероятность дождя в воскресенье 0,8. 
Корреляция между наличием дождя в субботу и наличием дождя в воскресенье 
равна 0,75. Какова вероятность того, что в выходные вообще не будет дождя?

5.5. Совместное распределение случайных величин X и Y задано при по-
мощи таблицы:
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Х
Y

1 2 3
0 0,2 0,1 0,2
1 0,1 0,3 0,1

а) Являются ли случайные величины X и Y независимыми? Ответ обосно-
вать.

б) Построить графики функций распределения FX(x) и FY(x).
в) Построить таблицу распределения случайной величины XY.
г) Найти E(X), E(Y), E(XY), cov(X , Y) и cov(2X + 3, 1 – 3Y).
д) Являются ли случайные величины X и Y некоррелированными? Ответ 

обосновать.
е) Найти все условные распределения случайной величины Х и все условные 

распределения составляющей Y.
ж) Найти E(Y | Х = 0) и E(Y | Х = 1). Проверить формулу полного математи- 

ческого ожидания ( )E E
1

( ) |
n

i i
i

Y p Y x
=

=∑  для данной задачи.

з) У инвестора портфель, в котором доля акций X составляет α, а доля 
акций Y – (1 – α). Каковы должны быть доли, чтобы риск портфеля (дисперсия 
дохода) был минимальным?

5.6. Даны законы распределения двух независимых случайных величин X 
и Y. Составить закон распределения двумерной случайной величины (X, Y). 
Найти коэффициент корреляции rXY.

X 1 3 5
,

Y 2 3 4 5

Р 0,2 0,5 0,3 Р 0,1 0,3 0,4 0,2

5.7. Совместный закон распределения случайных величин X и Y задан 
таблицей:

Х
Y

–1 0 1
1 1/6 1/4 1/6
2 1/8 1/6 1/8

Найти: P(Y = 1| Х = 1), E(Y | Х = 1), E(X | Y ≤ 0), P(X = 1| Y ≤ 0).
5.8. Совместное распределение независимых случайных величин X1 и X2 

определяется условиями:

	 ( ) ( ) ( ) ( )P P P P1 2 1 21 1 , 0 0 1 .X X p X X p= = = = = = = = −

Найти: E(X1X 2 | Х1 = 1), E(X1 + X 2 | Х1 = 0), E(X1 | X1 + X2 = 1).
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5.9. Случайные величины X, Y и Z связаны соотношением

	 3 2 0.X Y Z− + =  	 (5.21)

Известно, что EX = EY = EZ = 0, DX = 2, DY = 3, DZ = 6. Найти корреляцион-
ную матрицу этих случайных величин.

5.10. Двухмесячные объемы продаж продукции некоторого предприятия 

описываются двумерным случайным вектором 
X
Y
 
 
 

 с плотностью распреде-

ления вероятности

	 ( )
в остальных случаях)

, 100 150, 50 100,
,

0 ( .
C x y

f x y
≤ ≤ ≤ ≤

= 


Найти:
а) константу С;
б) функцию распределения F(x, y);
в) P(100 ≤ X ≤ 125, 75 ≤ Y ≤ 100).
Исследовать случайные величины X и Y на независимость.
5.11. Плотность совместного распределения непрерывной двумерной слу-

чайной величины

	 ( ) ( )/ / /

в остальных случаях)

1 4 cos cos , 0 2, 0 2,
,

0 ( .
x y x y

f x y
 ≤ ≤ π ≤ ≤ π= 


Найти функцию распределения F(x, y). Являются ли составляющие случай-
ного вектора независимыми случайными величинами?

5.12. Совместная плотность распределения случайных величин X и Y имеет 
вид:

	 ( ) ( )
в остальных случаях)

, 0 2, 0 2,
,

0 ( .
C x y x y

f x y
 + ≤ ≤ ≤ ≤= 


Найти ковариацию и корреляцию случайных величин X и Y.
5.13. Найти плотность распределения двумерного случайного вектора 

(X, Y), если известна функция распределения:

	 ( ) e e e

в остальных случаях)

2 5 2 51 , 0, 0 0,
,

0 ( .

x y x y x y
F x y

− − − − + − − ≥ ≤ ≥= 


5.14. Случайная точка (X, Y), распределена по нормальному закону на пло-
скости:

	 ( ) ( )e
2 2 21, .

2
x y

f x y
− +

=
π
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Найти:
1) вероятность попадания точки (X, Y) в квадрат: а) P(|X|  ≤ 1, |Y| ≤ 1); 

б) P(|X| + |Y| ≤ 1);
2) математическое ожидание 2 2 .X Y+
5.15. Непрерывная случайная величина Х распределена равномерно на [2; 

4], а непрерывная случайная величина Y — ​нормально с параметрами aY = –1, 
σY = 2. Известно, что коэффициент корреляции rXY = 0,5. Найти E(XY).

5.16. Случайный вектор (X, Y) подчинен закону распределения с плотно-
стью

	 ( )
( )4 e

иначе)

2 2

, 0, 0,,
0 ( .

x y
xy x yf x y

− + ≥ ≥= 


Найти коэффициент корреляции.
5.17. Доходности акций двух компаний являются случайными величинами 

X и Y с одинаковым математическим ожиданием и ковариационной матрицей

	 K
4 2

.
2 9

− 
=  − 

а) Найти rXY.
б) В какой пропорции нужно приобрести акции этих двух компаний, чтобы 

дисперсия доходности получившегося портфеля была наименьшей?
в) Можно ли утверждать, что величины X + Y и 7X – 2Y независимы?

5.18. Пусть случайная величина ,
X

Y
Z  
=  
 

 где X — ​время появления перво-

го покупателя в понедельник, а Y — ​время появления первого покупателя 
во вторник, описывается плотностью распределения вероятности

	 ( ) e

иначе)

, 0, 0,
,

0 ( .

x y x y
f x y

− − ≥ ≥= 


Найти: FX, Y(x, y); FX(x); FY(y); fX(x); fY(y); FX(x|y); FY(y|x); fX(x|y); fY(y|x).
Установить, зависимы ли случайные величины X и Y.
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Ответы к задачам для самостоятельного решения
5.1. Значения функции F(x, y) даны в таблице:

Х
Y

y ≤ 0 0 < y ≤ 1 y > 1
x ≤ 0 0 0 0

0 < x ≤ 1 0 0 q
x > 1 0 p 1

Случайные величины Х и Y зависимы: X + Y = 1.
5.2.

X
Y

0 1 2 3 4
0 0,0036 0,0288 0,0576 0 0
1 0 0,0168 0,1344 0,2688 0
2 0 0 0,0196 0,1568 0,3136

EX = 1,4; DX = 0,42; EY = 3; DY = 0,74; E(XY) = 4,62;
cov(X, Y) = 0,42; rXY ≈ 0,75. Случайные величины X и Y зависимы.
5.3. Если X — ​доходность первого актива, Y — ​доходность второго актива, 

то E(0,4X + 0,6Y) = 0,072, σ(0,4X + 0,6Y) ≈ 0,0769.
5.4. 0,25.
5.5. а) X и Y зависимы.

, 1,
, 0,

,
б) ,

,
,

0
0

0,3 1 2,
( ) 0,5 0 1, ( )

0,7 2 3,
1 1;

1, 3.

X Y

y
x

y
F x x F y

y
x

y

≤
 ≤  < ≤ = < ≤ =  < ≤ >  >

в) Распределение XY имеет вид:

XY 0 1 2 3
PXY 0,5 0,1 0,3 0,1

г) EX = 0,5; EY = 2, E(XY) = 1, cov(X, Y) = 0, cov(2X + 3, —3Y + 1) = 0.
д) X и Y являются некоррелированными, при этом они являются зависи-

мыми.
е) Условные распределения Y:

Y 1 2 3 Σ
PY(yj | x = 0) 0,4 0,2 0,4 1
PY(yj | x = 1) 0,2 0,6 0,2 1

ж) E(Y | X = 0) = E(Y | X = 1) = 2.
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з) 12/17; 5/17. Подсказка: если R — ​доходность портфеля, то R = αX + (1 – α)Y.
5.6. rXY = 0.
5.7. P(Y = 1| Х = 1) = 2/7, E(Y  | Х = 1) = 0, E(X  | Y ≤ 0) = 24/17,  

P(X = 1| Y ≤ 0) = 10/17.
5.8. p, p, 1/2.
5.9. Умножить соотношение (5.21) последовательно на X, Y и Z; далее найти 

математические ожидания обеих частей получившихся соотношений. Исполь-
зуя данные задачи, найти ковариационную и затем корреляционную матрицы.

	

( )

( )
R

1 2 6 2 3 2

2 6 1 0 .

2 3 2 0 1

 −
 
 =  
 − 
 

5.10. а) С = 1/2 500;

( )
( )( )

( )
( )

или

б)

0, 100 50,
100 50 / 2500, 100 150, 50 100,

100 / 50, 100 150, 100,,
50 / 50, 150, 50 100,
1, 150, 100;

x y
x y x y

x x yF x y
y x y

x y

≤ ≤
 − − < ≤ < ≤ − < ≤ >= 
 − > < ≤

> >

( ) ( )в) 
125 100

100 75

1P 100 125, 75 100 1/ 2500 .
4

X Y dy dx
 

≤ ≤ ≤ ≤ = = 
 
∫ ∫

Так как FXY(x, y) = FX(x)FY(y) для всех R, R,x y∈ ∈  то случайные величины 
X и Y являются независимыми.

5.11. F(x, y) представлена в виде таблицы:

X
Y

y ≤ 0 0 < y ≤ π/2 y > π/2

x ≤ 0 0 0 0

0 < x ≤ π/2 0 ( )( )1 1 sin 1 sin
4

x y+ + ( )1 1 sin
2

x+

x > π/2 0 ( )1 1 sin
2

y+ 1

Так как F(x, y) = FX(x)FY(y), то случайные величины X и Y независимы.



5.12. ( )cov , ,
1 1 .

144 11XYX Y r= − = −

5.13. ( ) 10e

в остальных случаях)

2 5 , 0, 0 0,
,

0 ( .

x y x y
f x y

− − ≥ ≤ ≥= 


5.14. 1) а) ( )P 21, 1 4 (1) 0,4659;X Y≤ ≤ = Φ ≈

( )б) 2 1P 1 4 0,2709;
2

X Y  + ≤ = Φ ≈ 
 

2) .
2
π

5.15. E(XY) 3 1.= −
5.16. rXY = 0.
5.17. а) 

1 .
3XYr = −

б) Если R — ​доходность портфеля, то  R и D(1 ) ( ) 0.X Y R ′= α + −α =
Акции двух компаний следует приобрести в отношении 11 : 6.
в) Хотя cov(X + Y, 7X – 2Y) = 0, утверждать, что случайные величины X + Y 

и 7X – 2Y независимы, нельзя.

5.18. ( ) ( )( )1 e 1 e

иначе);

, 0, 0,
,

0 (

x y x y
F x y

− − − − ≥ ≥= 


1 e 1 e( ) , 0, ( ) , 0;x y
X YF x x F y y− −= − > = − > ;

e e( ) , 0, ( ) , 0;x y
X Yf x x f y y− −= > = >

( ) ( )1 e 1 e| , 0, | , 0;x y
X YF x y x F y x y− −= − > = − >

( ) ( )e e| , 0, | , 0.x y
X Yf x y x f y x y− −= > = >

X и Y независимы.
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6. СЛУЧАЙНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

6.1. Понятие о предельных теоремах

Предельными теоремами в теории вероятностей называют группу теорем, 
устанавливающих связь между теоретическими и экспериментальными характе-
ристиками при большом числе испытаний, а также теоремы о предельных законах 
распределения. Было замечено, что совокупное действие большого числа случай-
ных факторов приводит к результату, почти не зависящему от случая. Другими 
словами, при большом числе случайных величин их средний результат перестает 
быть случайным и может быть предсказан с большой степенью определенности.

Законы больших чисел утверждают, что среднее арифметическое большого 
числа случайных величин ведет себя как среднее арифметическое их матема-
тических ожиданий.

Согласно центральной предельной теореме достаточно большая сумма 
сравнительно малых случайных величин ведет себя приблизительно как нор-
мальная случайная величина.

При доказательстве многих теорем теории вероятностей и математической 
статистики используется ряд вспомогательных неравенств.

6.2. Вспомогательные неравенства

Неравенство Маркова. Если E|X| < ∞, то для любого ε > 0 справедливо 
неравенство
	 ( ) E

P .
X

X ≥ ε ≤
ε

	 (6.1)

Неравенство Чебышёва. Если EX2 < ∞, то для любого ε > 0 справедливо 
неравенство

	 ( ) D
P M 2

XX X− ≥ ε ≤
ε

.	 (6.2)
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Неравенство Коши — ​Буняковского14 — ​Шварца15. Для любых случайных 
величин X и Y справедливо неравенство

	 2 2E E E .XY X Y≤ ⋅

Следствие из неравенства Маркова. Если X > 0, то

	 ( )P
E1 .XX < ε ≥ −
ε

	 (6.3)

Следствие из неравенства Чебышёва.

	 ( ) D
P M 21 .XX X− < ε ≥ −

ε
	 (6.4)

Применение неравенств Чебышёва и Маркова не требуют знания закона 
распределения случайной величины.

Выясним точность оценки вероятности попадания в ε-окрестность ЕХ зна-
чений случайной величины Х, полученную с помощью неравенства Чебышёва. 
Положим ε = tσ, t > 0. Тогда

	 ( )P D2

11 , , E .X XX m t X m X
t

− < σ ≥ − σ = =

Так, при t = 3
	 ( )P 2

13 1 0,8889,
3XX m− < σ ≥ − ≈ 	

т. е. не менее чем 0,889. Причем эта оценка справедлива для любой случайной 
величины.

Заметим, что если случайная величина X ~ N(a; σ), то

	 ( )P 2 2 ( ).X
tX m t tσ − < σ = Φ = Φ σ 

При t = 3 получим: ( )P 3 2 (3) 0,9973.XX m− < σ = Φ ≈
Если случайная величина распределена по показательному закону, то

	
( )

( ) ( )

P P P

e
4

0

1 3 43 0

4 0 1 0,9817.

X

x

X m X X

F F −λ λ

   − < σ = − < = < < =   λ λ λ  
 = − = − ≈ λ 

14  Виктор Яковлевич Буняковский (1804–1889) — ​российский математик, вице-президент 
Петербургской академии наук в 1864–1889 гг.

15  Карл Герман Амандус Шварц (1843–1921) — ​крупный немецкий математик, член Бер-
линской академии наук, профессор Галльского, Цюрихского, Геттингенского и Берлинского 
университетов.
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Следовательно, «правило трех сигм» (с достаточно большой вероятностью 
его выполнения) применимо для большинства случайных величин, встречаю-
щихся на практике.

Упражнение. Найти P(|X – mX| < 3σ), если случайная величина имеет рав-
номерное распределение на каком-нибудь отрезке.

Пример 6.1. Средние ежемесячные расходы на покупку канцелярских 
принадлежностей для отделения банка составляют 3 000 руб., а среднее квадра-
тичное отклонение этой случайной величины не превышает 750 руб. Оценить 
вероятность того, что расходы на канцелярские принадлежности в любой наугад 
выбранный месяц не превысят 6 000 руб., используя: а) неравенство Маркова;  
б) неравенство Чебышёва.

Решение. Пусть Х — ​ежемесячные расходы на покупку канцелярских при-
надлежностей. По условию EX = 3 000, σ = 750.

а) Используя неравенство (6.3), получим ( )  
P

 
3 0006 000 1 0,5,
6 000

X < ≥ − =  т. е. 

вероятность того, что расходы на канцелярские принадлежности в любой на-
угад выбранный месяц не превысят 4 000 руб., будет не менее 0,5.

б) По формуле (6.4) получим:

	 ( ) ( )P P
2

2

7500 6 000 3 000 3 000 1 0,9375.
3 000

X X< < = − < ≥ − =

Таким образом, неравенство Чебышёва дает более точную оценку.
Пример 6.2. По статистическим данным в среднем 87 % новорожденных 

доживают до 50 лет (т. е. вероятность дожития до 50 лет равна 0,87). С помощью 
неравенства Чебышёва оценить вероятность того, что из 1 000 новорожденных 
доля (относительная частота) доживших до 50 лет будет отличаться от вероят-
ности не более чем на 0,04 (по модулю).

Решение. Для относительной частоты :m
n

 ,Xm p=  D 2 ,m npq pq
n n n

  = = 
 

 

поэтому неравенство Чебышёва запишем в виде

	 P 21 .m pqp
n n

 
− < ε ≥ −  ε 

	 (6.5)

Полагая n = 1 000, p = 0,87, q = 0,13, ε = 0,04, по формуле (6.5)

	 P 2

0,87 0,130,04 1 0,9293,
1 000 0,04

m p
n

  ⋅
− < ≥ − ≅  ⋅ 

т. е. не менее чем 0,9293.
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6.3. Закон больших чисел

Последовательность случайных величин X1, …, Xn, … сходится по вероят-
ности к случайной величине Х, если для любого ε > 0:

	 ( ) ( )( )P при или P приlim 1 lim 0 .n nn n
X X n X X n

→∞ →∞
− < ε = →∞ − ≥ ε = →∞

Сходимость по вероятности обозначается так:

	 P .nX X→

Значения случайной величины X даже с очень большими номерами могут 
находиться за пределами ε-окрестности случайной величины X, но вероятность 
этого события равна нулю.

Говорят, что последовательность случайных величин X1, …, Xn, … с конеч-
ными математическими ожиданиями EXi = ai удовлетворяет закону больших 
чисел (ЗБЧ), если

	 P при1 1 0 .n nX X a a
n

n n
+ + + +

− → →∞
 

Теорема 6.1 (ЗБЧ Чебышёва, 1867 г.). Если независимые случайные величи-
ны X1, …, Xn, … имеют математические ожидания EXi = ai и ограниченные 
в совокупности дисперсии D 2 2 ,i iX = σ ≤ σ  то

	 2P
2

1 1 1 .n nX X a a
n n n

 + + + + σ
− < ε ≥ − 

ε 

 

	 (6.6)

При любом фиксированном ε > 0 с ростом n величина 
2

2 0,
n
σ

→
ε

 поэтому 
правая часть (6.6) стремится к 1. Следовательно:

	 P при1 1 0 .n nX X a a
n

n n
+ + + +

− → →∞
 

Следствие. Если все независимые случайные величины X1, …, Xn, … имеют 
одинаковые математические ожидания EXi = a и одинаковые дисперсии DXi = σ2 
(например, одинаково распределены), то среднее арифметическое случайных 
величин сходится по вероятности к математическому ожиданию a:

	 1 P .nX X
a

n
+ +

→


При условиях следствия оценка для вероятности отклонения среднего ариф-
метического любого числа попарно независимых и одинаково распределенных 
величин от EXi = a менее чем на заданное ε равна:
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	 2
P

2
1 1 .nX X

a
n n

 + + σ
− < ε ≥ −   ε 



	 (6.7)

Сходимость по вероятности средних арифметических большого числа 
независимых случайных величин к их математическому ожиданию означает 
устойчивость этих средних. Отдельные случайные величины могут принимать 
значения, весьма удаленные от своих математических ожиданий, но их среднее 
арифметическое с вероятностью, близкой к единице, принимает значение, мало 
отличающееся от своего математического ожидания.

На практике неизвестные случайные величины заменяют их средними 
значениями. Это среднее значение вычисляется при повторных измерениях, 
каждое из которых содержит некоторую ошибку. Теорема Чебышёва подтверж
дает возможность такой замены.

Статистическая устойчивость относительной частоты появления успеха 
в серии независимых испытаний рассматривалась еще в трудах Я. Бернулли.

Теорема 6.2 (ЗБЧ Бернулли, 1713 г.). Пусть m — ​частота появления собы-
тия A в серии n независимых испытаний и вероятность успеха постоянна 

и равна p. Тогда относительная частота 
m
n

 при неограниченном увеличении 

числа независимых испытаний сходится по вероятности к вероятности появ-
ления события в каждом испытании, т. е. для любого ε > 0:

	 limP 1,
n

m p
n→∞

 
− < ε = 

 
	 (6.8)

или Pm p
n
→  при .n→∞

Заметим, что в отличие от ЗБЧ Чебышёва, описывающего предельное по-
ведение среднего арифметического случайных величин с произвольными рас-
пределениями, ЗБЧ Бернулли имеет дело лишь со схемой Бернулли.

Приведем оценку, соответствующую предельному равенству (6.8):

	 P 21 .m pqp
n n

 
− < ε ≥ −  ε 

	 (6.9)

Пример 6.3. Для определения среднего дохода налогоплательщиков города 
налоговой инспекцией была проведена проверка 250 жителей этого города, 
отобранных случайным образом. Оценить вероятность того, что средний го-
довой доход жителей города отклонится от  среднего арифметического 

250

1

1
250 i

i

X X
=

= ∑  годовых доходов выбранных 250 жителей не  более чем 
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на 1 000 руб., если известно, что среднее квадратичное отклонение годового 
дохода не превышает 2 500 руб.

Решение. Согласно неравенству (6.7), поскольку все DXi ≤ (2 500)2, имеем:

	
( )
( )2

P

2

1 1 2 500
1000 1 0,975.

250 1000
n nX X a a

n n
 + + + +

− < ≥ − =   ⋅ 

 

Пример 6.4. Монета подбрасывается 10 тыс. раз. Оценить вероятность 
того, что частота выпадения герба отличается от половины более чем на 0,01.

Решение. Требуется оценить limP 0,01 ,
n

m p
n→∞

 
− ≥ 

 
 где n = 10 000, 

1

n

i
i

m X
=

=∑  — ​число выпадений герба, а Xi — ​независимые случайные величины, 

каждая из которых имеет распределение Бернулли с параметром p = 1/2. Посколь-
ку DXi = р(1 – р) = 1/2 · 1/2 = 1/4, искомая оценка сверху согласно (6.9) равна:

	 P 4 2

1 1 10,01 .
2 4 10 0,01 4

m
n

 
− ≥ ≤ =  ⋅ 

Иначе говоря, неравенство Чебышёва позволяет заключить, что в среднем 
не более чем в четверти случаев при 10 тыс. подбрасываний монеты частота 
выпадения герба будет отличаться от 1/2 на одну сотую или больше. В следую-
щем параграфе мы сравним полученный результат с более точным, полученным 
с помощью центральной предельной теоремы.

6.4. Теорема Ляпунова (центральная предельная теорема)

Законы больших чисел устанавливают факт приближения среднего зна-
чения большого числа случайных величин к некоторым постоянным в виде 
сходимости последовательностей случайных величин по вероятности.

Центральная предельная теорема (ЦПТ) представляет собой группу теорем, 
утверждающих, что достаточно большая сумма сравнительно малых случайных 
величин распределена приближенно по нормальному закону.

Справедлива следующая теорема.
Теорема 6.3 (теорема Ляпунова16). Если случайные величины X1, X2, … 

Xn — ​независимые случайные величины, у которых существуют математические 

16  Александр Михайлович Ляпунов (1857–1918) — ​русский математик и механик, акаде-
мик Петербургской академии наук с 1901 г., член-корреспондент Парижской академии наук, 
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ожидания EXi = ai, дисперсии 2D ,i iX = σ  абсолютный центральный момент 

третьего порядка ( )E
3

1

n

i i
i

X a
=

−∑  и 
( )E

3

1
3/2

2

1

lim 0,

n

i i
i

n n

i
i

X a
=

→∞

=

−
=

 
σ 

 

∑

∑
 то закон распределе-

ния суммы Yn = X1 + X2 + … + Xn при n → ∞ неограниченно приближается к нор-

мальному с математическим ожиданием 
1

n

i
i

a
=
∑  и дисперсией 2

1

1 .
n

i
in =

σ∑

В практических приложениях важно следующее следствие из теоремы 
Ляпунова.

Следствие (классическая ЦПТ). Пусть X1, X2, …, Xn, … есть последователь-
ность независимых одинаково распределенных случайных величин с EXi = a, 
DXi = σ2. Тогда функция распределения центрированной и нормированной 

суммы этих случайных величин 1

n

i
i

n

X na
Z

n
=

−
=

σ

∑
 стремится при n → ∞ к функции 

распределения стандартной нормальной случайной величины:

	 ( ) 1
P e

2

2 2

0

( ) ,
n

x
t

Z n nF Z x x dt−
→∞= < →Φ =

π ∫
т. е. Zn→N(0, 1) по распределению при n → ∞.

Преобразуем 1

n

i
i

n

X na
Z

n
=

−
=

σ

∑
 как 1

1

.

n

i
i

X a
nn =

−
⋅

σ

∑
 Поэтому мы можем пе-

реписать результат ЦПТ в следующем виде:

	 N(1

1

0,1)

n

i
i

X a
nn =

−
⋅ →

σ

∑
 по распределению при n → ∞.

Это означает, что сумма

	 ( )N1 2 , , ;nX X X na n n+ + + → σ →∞

	 ( )N1 2 , , .nX X X
a n

n
+ + +

→ σ →∞


член Национальной академии деи Линчеи (Италия) и ряда других академий наук и научных 
обществ.
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Напомним, что если случайные величины X1, …, Xn независимы и одинаково 
распределены с E(Xi) = a, D(Xi) = σ2, то

	 ( ) ( )E E E E
1 1 1 1

1 1, ,
n n n n

i i i i
i i i i

X X na X X a
n n= = = =

   
= = = =   

   
∑ ∑ ∑ ∑

	 ( ) ( )D D D D
2

2
2

1 1 1 1

1 1, ,
n n n n

i i i i
i i i i

X X n X X
n n n= = = =

    σ
= = σ = =   

   
∑ ∑ ∑ ∑

	
1

e
2

2 2

0

( )
x

tx dt−Φ =
π ∫  — ​интегральная функция Лапласа.

Утверждение ЦПТ при больших n позволяет вычислять вероятности раз-
личных событий, связанных с суммами случайных величин:

	 ( ) ( )P e
2 21 1 , ;

2

n

i
ti

X na
dt n

n

β
−=

α

 
− 

 α ≤ ≤ β ≈ Φ β −Φ α = →∞
 σ  π
 
 

∑
∫

	 P
1

, .
n

i
i

na naX n
n n=

  β − α −   
α ≤ ≤ β ≈ Φ −Φ →∞     σ σ    
∑

Часто ЦПТ используют, если n > 10.
В ряде задач приходится сталкиваться с ситуацией, когда исследуемая 

случайная величина является суммой большого числа независимых слагаемых, 
влияние каждого из которых на сумму очень мало. Такими случайными вели-
чинами являются, например, капиталы банков и страховых компаний (доля 
каждого отдельно взятого вкладчика не зависит от доли других вкладчиков 
и относительно мала, но в сумме все эти доли весьма весомы), выручка торго-
вых предприятий (покупатели действуют независимо друг от друга и покупают 
товары на относительно небольшие суммы) и др.

На основании центральной предельной теоремы часто можно до наблюде-
ния того или иного явления сказать, что соответствующая случайная величина 
должна иметь нормальное распределение или близкое к нему.

Пример 6.5. Случайные величины Xi, i = 1, …,150, распределены по равно-
мерному закону на отрезке [–1; 3]. Найти закон распределения случайной ве-

личины 
150

1

,i
i

X X
=

=∑  а также вероятность того, что 145 < Х < 170.

Решение. По теореме Ляпунова случайная величина X, равная сумме неза-
висимых случайных величин Xi, i = 1, …,150, имеет распределение, близкое 
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к нормальному с параметрами 
( )

E E E
150 150 150

1 1 1

1 3
150,

2i i
i i i

a X X X
= = =

− + 
= = = = = 

 
∑ ∑ ∑  

( )( )
D D D

2
150 150 150

2

1 1 1

3 1 16150 200.
12 12i i

i i i

X X X
= = =

− − 
σ = = = = = ⋅ = 

 
∑ ∑ ∑  Таким образом, 

a = 150, 10 2.σ =  Плотность вероятности суммарной случайной величины X:

	
( ) ( )

e e .

2 2150 150
2 200 4001 1( ) , R

10 2 2 20

x x

f x x
− −

− −
⋅= = ∈

π π

Используя формулу (4.7), находим:

	 ( ) ( )P
170 150 145 150 2145 170 2

410 2 10 2
0,42135 0,13816 0,2832.

X
 − −   < < ≈ Φ −Φ =Φ +Φ ≈           

≈ − ≈

Пример 6.6. Задача из примера 6.4. Монета подбрасывается 10 тыс. раз. 
Оценить вероятность того, что частота выпадения герба отличается от поло-
вины на одну сотую или более.

Решение. Требуется найти 
n
lim P

1 0,01 ,
2

m
n→∞

 
− ≥ 

 
 где n = 10 000, 

1

n

i
i

m X
=

=∑  — ​

число выпадений герба, а Xi — ​независимые случайные величины, каждая 
из которых имеет распределение Бернулли с параметром p = 1/2. Рассмотрим 

событие 1

n

i
i

X na

n
=

−
α ≤ ≤ β

σ

∑
 и сведем событие 

1 0,01
2

m
n
− <  к этому виду:

	
( )

( )
1/ 21 1/ 20,01 0,01 0,01 .

2 1/ 2 1/ 2
m n nm m n n

n n n
−−

− < ⇔ < ⇔ < ⋅
⋅

Так как 100,n =  то имеем:

	
( )
( )

11/ 2
2 2 2

1/ 2

n

i
i

X nam n
n n

=

−−
< ⇔ − < <

σ

∑

и

	 ( ) ( ) ( )P P 11 0,01 2 2 2 2 2 2 0,9545.
2

n

i
i

X na
m
n n

=

 
−    − < = − < < = Φ −Φ − = Φ ≈  σ  

 
 

∑
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Искомая вероятность P P
1 10,01 1 0,01 0,0455.
2 2

m m
n n

   
− ≥ = − − < ≈   

   

Сравнить этот результат с ответом примера 6.4.
Впрочем, решение этой задачи занимает одну строку, если обратиться 

к формуле (6.11).
Приведем два следствия из центральной предельной теоремы, относящиеся 

к независимым испытаниям.
Теорема 6.4 (локальная теорема Муавра — ​Лапласа). Пусть вероятность 

p∈(0; 1) наступления события A в каждом из n независимых испытаний посто-

янна и не меняется от опыта к опыту, m
m npz

npq
−

=  ограничена. Тогда при n → ∞

	 ( ) ( )P
1 ,n mm z

npq
≈ ϕ 	

где 1
e

2

2

2( ) .
x

x
−

ϕ =
π

На практике, очевидно, вероятность появления любого конкретного 
числа успехов близка к нулю. Это имеет простое объяснение — ​ведь всего 
есть n + 1 различных событий (может наступить 0, 1, 2, …, n успехов), и сум-
ма вероятностей этих n + 1 событий должна быть равна единице. Поэтому 
важно уметь вычислять вероятности Pn(m1 ≤ m ≤ m2) того, что число успехов 
в серии из n испытаний будет заключено между числами m1 и m2. Об этом 
в теореме 6.5.

Теорема 6.5 (интегральная теорема Муавра — ​Лапласа). Если вероятность 
p∈(0; 1) успеха в каждом испытании отлична от нуля и единицы, а число испы-
таний n достаточно велико, то для расчета вероятности Pn(m1 ≤ m ≤ m2) можно 
пользоваться приближенной формулой

	 ( ) ( ) ( )
2

1

1 2 2 1 ,
m

k k n k
n n

k m

P m m m C p q z z−

=

≤ ≤ = ≈ Φ −Φ∑

где 
1

e
2

2

1 2 2
1 2

0

, , ( )
x tm np m npz z x dt

npq npq
−− −

= = Φ =
π ∫  — ​интегральная функция 

Лапласа.
В заключение отметим, что в силу нормальности частоты m, а также отно-

сительной частоты 
m
n

 к ним применима формула Лапласа:

	 ( )P 2 .X a ε − < ε = Φ σ 
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Для частоты m: , ,a np npq= σ =  поэтому

	 ( )P 2 .m np
npq

 ε
− ≤ ε ≈ Φ  

 
	 (6.10)

Для относительной частоты :m
n

 2, ,pq pqa p
n n

= σ = ⇒σ =  поэтому

	 P 2 .m np
n pq

  
− ≤ ε ≈ Φ ε       

	 (6.11)

Пример 6.7. В страховой компании 10 тыс. клиентов. Страховой взнос 
каждого клиента составляет 500 руб. Вероятность наступления страхового 
случая равна (по оценкам экспертов компании) 0,005, а страховая выплата при 
наступлении страхового случая составляет 50 тыс. руб.

а) Определить, на какую прибыль может рассчитывать страховая компания 
с вероятностью 0,99.

б) Определить минимальный размер страховой премии, при котором стра-
ховая компания получит прибыль, не меньшую 1 млн руб., с вероятностью 0,999.

Решение. а) Размер прибыли компании составляет разность между суммар-
ным взносом всех клиентов и суммарной страховой суммой, выплаченной n0 
клиентам при наступлении страхового случая, т. е.

	 ( ) тыс. руб.0 0500 10 50 50 100n nΠ = ⋅ − ⋅ = −

Для определения n0 воспользуемся интегральной теоремой Муавра — ​Лап-
ласа. По условию задачи

	 ( ) ( ) ( )0 2 10 0,99,nP m n x x≤ ≤ ≈ Φ −Φ = 	 (6.12)

где n0 — ​число клиентов, которым будет выплачена страховая сумма;

	 1

10 000 0,0050 7,089 7,09;
0,995

np npx
qnpq

⋅−
= = − = − = − ≈ −

	 00 0
2

10 000 0,005 50 .
10 000 0,005 0,995 49,75
nn np nx

npq
− ⋅− −

= = =
⋅ ⋅

С учетом (6.12) 2 1( ) 0,99 ( ) 0,99 ( 7,09) 0,99 0,5 0,49.x xΦ = +Φ = +Φ − = − =  От-

сюда 1
2 (0,49) 2,32634,x −= Φ =  т. е. 0 50 2,32634,

49,75
n −

=  откуда n0 = 66,4085 ≈ 66 
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и П = 50(100 – n0) = 50 · 34 = 1 700 тыс. руб., т. е. с надежностью 0,99 ожидаемая 
прибыль составит 1,7 млн руб.

б) Страховая премия (страховой взнос, страховой платеж) — ​плата за стра-
хование, которую страхователь обязан внести страховщику в соответствии 
с договором страхования. Обозначим ее через S. Тогда по условию

	 ( )0 010 000 50 000 10 000 5 1 000 000.S n S nΠ = ⋅ − ⋅ = − ≥

Найдем n0:

	 ( ) ( ) ( )0 2 10 0,999;nP m n x x≤ ≤ ≈ Φ −Φ =

	 0 0
1 2

10 000 0,005 500 7,089 7,09, ;
0,995 49,75

n np nnpx x
npq npq

⋅ − −−
= = − = − ≈ − = =

	  ( ) ( ) ( )2 10,999 0,999 7,09 0,999 0,5 0,499.x xΦ = +Φ = +Φ − = − =

Отсюда x2 = Ф–1(0,499) = 3,09023, откуда n0 = 71,7965 ≈ 72. Тогда 10 000(S – 5n0) = 
= 10 000(S – 360) ≥ 1 000 000 360 100 460.S S⇒ − ≥ ⇒ ≥  Итак, минимальный раз-
мер страховой премии составит 460 руб.

Задачи для самостоятельного решения

6.1. Сумма всех вкладов в некоторую сберегательную кассу составляет 
20 тыс. руб., а вероятность того, что случайно взятый вклад не превышает 
100 руб., равна 0,8. Что можно сказать о числе вкладчиков данной сберкассы?

6.2. Глубина моря измеряется прибором, не имеющим систематической 
ошибки. Среднее квадратичное отклонение измерений не превосходит 15 м. 
Сколько нужно сделать независимых измерений, чтобы с вероятностью, 
не меньшей 0,9, можно было утверждать, что среднее арифметическое этих 
измерений отличается от a (глубины моря) по модулю меньше чем на 5 м?

6.3. Вероятность наличия опечатки на одной странице рукописи равна 0,2. 
Найти вероятность того, что в рукописи, содержащей 400 страниц, частота 
появления опечатки отличается от соответствующей вероятности по модулю 
меньше чем на 0,05. Ответ дать с помощью неравенства Чебышёва и интеграль-
ной теоремы Муавра — ​Лапласа. Объяснить различие результатов.

6.4. Среднее квадратичное отклонение каждой из 2 500 независимых слу-
чайных величин не превосходит 3. Оценить вероятность того, что абсолютная 
величина отклонения среднего арифметического этих случайных величин 
от среднего арифметического их математических ожиданий не превосходит 0,3.
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6.5. Оценить с помощью неравенства Чебышёва вероятность того, что при 
одновременном подбрасывании 12 игральных костей сумма выпавших очков 
отклонится от математического ожидания меньше чем на 15.

6.6. Оценить вероятность того, что, бросив монету 400 раз, относительная 
частота появления герба при одном испытании по абсолютной величине от-
клонится не больше чем на 0,05. Ответ дать с помощью неравенства Чебышёва 
и интегральной теоремы Муавра — ​Лапласа. Объяснить различие результатов.

6.7. У страховой компании имеются 10 тыс. клиентов. Каждый из них, 
страхуясь от несчастного случая, вносит 500 руб. Вероятность несчастного 
случая 0,0055, а страховая сумма, выплачиваемая пострадавшему, составляет 
50 тыс. руб. Какова вероятность того, что: а) страховая компания потерпит 
убыток; б) на выплату страховых сумм уйдет не более половины всех средств, 
поступивших от клиентов?

6.8. Среднее изменение курса акций компании в течение одних биржевых 
торгов составляет 0,3 %. Оценить вероятность того, что на ближайших торгах 
курс изменится более чем на 3 %.

6.9. Статистические исследования, проведенные учебным отделом универ-
ситета, показали, что среднее время опоздания студента на лекцию составляет 
1 мин. Оценить вероятность того, что:

а) студент опоздает на лекцию не менее чем на 5 мин;
б) если, дополнительно, DX = 1, оценить минимальное значение x0 при 

котором вероятность опоздания студента на время, не менее x0, не превышает 
заданного значения вероятности P0 = 0,1.

6.10. Некоторый период времени на бирже сохранялся относительно ста-
бильный курс валюты. На основании данных биржевой статистики за этот 
период была составлена таблица возможных значений изменения курса валют:

Возможное изменение курса, % –1 –0,5 0 0,5 1
Вероятность изменения 0,1 0,3 0,5 0,05 0,05

Оценить вероятность того, что произойдет изменение курса валюты не бо-
лее чем на 0,6 %. Сравнить полученную оценку с точным значением вероятно-
сти.

6.11. Опыт работы страховой компании показывает, что страховой слу-
чай приходится примерно на каждый десятый договор. Оценить с помощью 
неравенства Чебышёва необходимое количество договоров, которые следует 
заключить, чтобы с вероятностью не меньшей, чем 0,95, можно было утверж
дать, что доля страховых случаев отклонится от вероятности не более чем 
на 0,02 (по абсолютной величине). Уточнить ответ с помощью следствия из ин-
тегральной теоремы Муавра — ​Лапласа.



6.12. Вероятность того, что акции, переданные на депозит, будут востре-
бованы, равна 0,08. Оценить с помощью неравенства Чебышёва вероятность 
того, что среди 1 000 клиентов от 70 до 90 востребуют свои акции.

Ответы к задачам для самостоятельного решения
6.1. n ≤ 1 000.
6.2. Не менее 90 раз.
6.3. С помощью теоремы Чебышёва: P 0,2 0,05 0,84;m

n
 

− < ≥ 
 

с помощью интегральной теоремы Муавра — ​Лапласа: P 0,2 0,05 2 0,9876.m n
n pq

  
− < ≈ Φ ε ≈       

P 0,2 0,05 2 0,9876.m n
n pq

  
− < ≈ Φ ε ≈       

6.4. р ≥ 0,96.
6.5. р ≥ 0,844.
6.6. 0,75; 0,9545.
6.7. а) 0; б) 0,7054.

6.8. ( )P
0,33 0,1.
3

X > ≤ =

6.9. ( )P 5 0,2;X ≥ ≤  ( )( )( )0 0min P: 0,1 4,16,x X x≥ ≥ ≈  т. е. вероятность опоз
дания студента на время более 4,16 мин не более 0,1.

6.10. Нижняя оценка вероятности с помощью неравенства Чебышёва: 
P(|Х| < 0,6) ≥ 0,34, а истинное значение вероятности равно 0,85.

6.11. Оценка, полученная с помощью неравенства Чебышёва: n ≥ 4 500; 
уточненная оценка: n ≥ 864.

6.12. р ≥ 0,264.
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7. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА

7.1. Выборочный метод математической статистики

Математическая статистика является частью общей прикладной матема-
тической дисциплины «Теория вероятностей и математическая статистика», 
однако задачи, решаемые ею, носят специфический характер. Если теория 
вероятностей исследует явления, полностью заданные их моделью, то в мате-
матической статистике вероятностная модель определена с точностью до не-
известных параметров. Отсутствие сведений о параметрах компенсируется 
«пробными» испытаниями, на основе которых и восстанавливается недоста-
ющая информация. Иными словами, в теории вероятностей рассматриваются 
величины с заданными распределениями, но часто возникает вопрос, а откуда 
у нас имеется эта информация? Как раз математическая статистика позволяет 
по результатам конечного числа экспериментов делать более-менее точные 
выводы о распределении рассматриваемых случайных величин в определенных 
экспериментах.

К основным задачам математической статистики можно отнести: опреде-
ление способов сбора и группировки статистической информации, разработку 
методов анализа статистических данных, интерпретацию и формирование 
выводов.

Изучение закономерностей объектов достаточно большой совокупности 
методами математической статистики основано на использовании статистиче-
ских данных для некоторой конечной части рассматриваемых объектов.

Допустим, у нас есть некоторая совокупность однородных объектов и нас 
интересует некоторый количественный или качественный признак, характе-
ризующий эти объекты, например, количество страховых случаев у застрахо-
ванных. Данный признак можно интерпретировать как случайную величину, 
значение которой меняется от объекта к объекту. Иногда проводят сплошное 
обследование — ​изучают каждый объект совокупности относительно призна-
ка, которым интересуются, но такой способ слишком трудоемок, более того, 
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не всегда его возможно применить. В большинстве случаев из всей совокуп-
ности объектов случайным образом отбирают ограниченное число объектов, 
которые и подвергают изучению. В связи с этим естественно ввести следующие 
определения.

Генеральная совокупность — ​это все мыслимые значения (измерения, на-
блюдения), описывающие поведение исследуемого объекта или явления.

Выборка — ​ограниченный набор реально наблюдаемых из генеральной 
совокупности значений, описывающих исследуемый объект или явление.

Количество этих значений называют объемом выборки.
Иными словами, выборкой X = (X1, X2, … Xn) объема n из некоторого рас-

пределения F называется набор из n независимых и одинаково распределен-
ных случайных величин, имеющих распределение F. Отдельно отметим, что 
для взаимно независимых одинаково распределенных случайных величин 
используется обозначение iid, что является сокращением от англ. independent 
identically distributed.

Понятие генеральной совокупности аналогично понятию случайной ве-
личины.

Выборку можно рассматривать как некоторый эмпирический аналог гене-
ральной совокупности.

Пример 7.1. В страховой компании за 10 лет работы накопились данные 
о 25 тыс. клиентов. Для исследования количества страховых случаев и кор-
ректировки страховой премии взято 3 500. В данном случае, 25 тыс. — ​объем 
генеральной совокупности, а 3 500 — ​объем выборки.

Таким образом, мы рассматриваем некоторую часть генеральной совокуп-
ности (т. е. выборку) и по ней делаем выводы о свойствах генеральной совокуп-
ности. В этом и заключается сущность выборочного метода.

Достоинства выборочного метода:
•	 позволяет существенно экономить затраты ресурсов;
•	 является единственно возможным в случае бесконечной генеральной 

совокупности;
•	 при тех же затратах ресурсов дает возможность проведения углубленного 

исследования за счет расширения программы исследования;
•	 позволяет снизить ошибки регистрации.
Недостатки выборочного метода:
•	 ошибки исследования, называемые ошибками репрезентативности.
Однако неизбежные ошибки могут быть и заранее оценены с помощью 

правильной организации выборки и сведены к практически незначительным 
величинам.

Чтобы по данным выборки иметь возможность судить о генеральной со-
вокупности, она должна быть отобрана случайно.



164

Выборка называется репрезентативной (представительной), если она до-
статочно хорошо воспроизводит генеральную совокупность.

Различают несколько видов выборки.
Обозначим: xi  — ​значение признака (т.  е. случайной величины Х);  

N, n — ​объемы генеральной совокупности и выборки.
Средние арифметические распределения признака в генеральной и вы-

борочной совокупности называются генеральным и выборочным средним 
соответственно. Дисперсии — ​генеральной и выборочной дисперсией.

Важнейшей задачей выборочного метода является оценка параметров (ха-
рактеристик) генеральной совокупности по данным выборки.

Теоретическую основу применимости выборочного метода составляет 
закон больших чисел, согласно которому при неограниченном увеличении 
выборки практически достоверно, что случайные выборочные характеристики 
как угодно близко приближаются по вероятности к ограниченным параметрам 
генеральной совокупности.

Оценка неизвестных параметров переменной происходит на основании 
анализа материала наблюдения. Однако прежде чем приступить к оцениванию, 
производят предварительную обработку материала наблюдения — ​составляют 
вариационный ряд и рассчитывают некоторые описательные статистики этого 
ряда, которые будут анализироваться дальше.

7.2. Применение математической статистики

Зачем нужна математическая статистика? Рассмотрим несколько областей, 
в которых она применяется:

•	 Маркетинг. Изучение окупаемости рекламы, исследование рынка, ис-
следование и анализ целевых аудиторий и потребительских предпочтений, 
выстраивание прогнозов спроса и предложения.

•	 Бизнес. При разработке бизнес-плана потребуется все детально рассчиты-
вать: за сколько вы сможете купить или продать тот или иной товар или услугу. 
Необходимо построить (смоделировать) несколько сценариев: оптимистичный, 
средний, пессимистичный. Затем в каждом из сценариев есть разветвления. 
Таким образом можно построить некое подобие дерева решений, где в каждой 
ситуации возможно просчитать ожидаемую прибыль к тому или иному месяцу.

•	 Банковское дело. Построение разумной стратегии по выдаче кредитов. 
Возникает случайная величина: будет возвращен кредит или нет. Чтобы опре-
делить, кому выдать кредит, а кому — ​нет, банк анализирует статистическую 
информацию. Сюда входит и кредитная история самого человека, и процент 
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вернувших кредит в срок и т. д. Этот анализ проводится методами теории ве-
роятностей и математической статистики.

Пример 7.2. Банк выдает кредиты по 1 млн руб. сроком на 1 год. Известно, 
что в среднем вероятность невозврата кредита  =  1 %. Какую процентную ставку 
должен установить банк, чтобы в среднем иметь прибыль?

Обозначим ставку P = 100 %. Прибыль — ​величина случайная.

Р –1 млн
0,99 0,01

EX = 0,99p – 0,01 > 0  ⇒  p > 1/99  ⇒  ставка должна быть 100/99, т. е. несколько 
больше одного процента.

•	 Страхование. Наступление страхового случая — ​величина случайная. 
Страховая компания анализирует статистические данные по наступлению 
страхового случая, в которых они наступили. Таким образом можно оценить 
вероятность наступления страхового случая и назначить для него страховой 
взнос.

Пример 7.3. Пусть страховая компания заключает договоры страхования 
сроком на 1 год на S руб. каждый. Страховой случай происходит с вероятно-
стью р и не происходит с вероятностью q = 1 – p. Таким образом, имеем закон 
распределения случайной величины Х — ​количество страховых случаев у од-
ного страхователя (0 — ​страховой случай не наступил).

0 1
p q

	 E ;  Var .X p X pq⇒ = =

Случайная величина Х = x1, …, xn — ​количество страховых случаев у стра-
хователей имеет математическое ожидание ЕX = np и VarX = npq.

В силу центральной предельной теоремы Х — ​нормально распределенная 
случайная величина.

В среднем страховая компания должна будет выплатить npS страховых 
возмещений, т. е. если с каждого брать по pS страхового взноса, то у компании 
будет нулевой баланс. Реальная страховая ставка: .p p>

Таким образом, нам нужно исследовать поведение тех или иных объектов 
или явлений. А оно осуществляется на основе изучения статистических дан-
ных — ​наблюдений и измерений.
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7.3. Вариационные ряды и их характеристики

Установление статистических закономерностей, присущих массовым слу-
чайным явлениям, основано на изучении статистических данных — ​сведений 
о том, какие значения принял в результате наблюдений интересующий нас 
признак X.

Рассмотрим Х — ​числовую характеристику совокупности объектов.
Пример 7.4. Необходимо изучить распределение размера обуви, проданной 

в интересующем магазине, с целью обеспечить нужное количество обуви каж-
дого размера. Получены следующие данные о размере проданной в магазине 
за сутки обуви (женской): 35, 35, 36, 36, …, 42, 42. Всего продано 100 штук.

Рассмотрение и осмысление данных, представленных в таком виде, прак
тически невозможно из-за обилия числовой информации. Поэтому проводят 
группировку представленной совокупности чисел.

Различные значения признака Х, наблюдавшиеся у объектов, называются 
вариантами, а их количество — ​частотами.

Сгруппированный ряд представляют в виде таблицы.
Пример 7.5. За смену продано 100 пар обуви.

xi-варианты 36 37 38 39 40 41 42

ni-частоты 2 6 13 20 25 21 13

mi-частности 0,02 0,06 0,13 0,2 0,25 0,21 0,13

Здесь 
1 1

1; ; 100.,
N N

i
i i i

i i

nm n N m N
N= =

= = ==∑ ∑

Частоты показывают, сколько раз встречаются наблюдения, у которых 
значение признака X равно данной варианте.

Вариационным рядом называется ранжированный в порядке возрастания 
или убывания ряд вариант с соответствующими весами (частотами или част-
ностями).

Вариационный ряд можно определить для дискретных и непрерывных 
величин Х. В последнем случае проводят интервальную группировку ряда. 
Число интервалов рекомендуется брать по формуле Стерджеса: n = 1 + 3,322 · lgN, 

max min ,
1 3,3221 lg

x x
h

N
−

=
+ ⋅

 где xmax – xmin — ​разность между наибольшим и наименьшим 

значением признака. За начало первого интервала рекомендуют брать величи-
ну xнач = xmin – h/2. Частота показывает число членов совокупности, у которых 
признак Х принимает значения в границах интервалов.
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Пример 7.6. Имеется таблица данных:

Урожайность, ц/га (8–12) (12–16) (16–20) (20–25) (25–40)
Количество хозяйств 10 14 30 26 20

Частности 0,1 0,14 0,3 0,26 0,2

Здесь N = 100.
В этом случае ni — ​плотность распределения, а mi — ​относительная плот-

ность распределения вариационного ряда.
Полученный вариационный ряд позволяет выявить закономерности измен-

чивости признака, закономерности распределения обуви по размеру проданных 
пар и участков по урожайности, что сделать по первичным, несгруппированным 
данным оказалось затруднительно.

Наряду с понятием частот и относительных частот для описания вариаци-
онного ряда используются накопленные частоты и накопленные относительные 
частоты.

Графическое представление вариационных рядов
Представление вариационного ряда в виде таблицы не всегда удобно. По-

этому используют различные способы графического представления вариаци-
онных рядов:

•	 полигон частот — ​ломаная, соединяющая точки (xi, ni);
•	 полигон относительных частот — ​ломаная, соединяющая точки (xi, mi);
•	 в случае непрерывного признака Х целесообразно строить различные 

гистограммы.
Гистограмма частот — ​содержит столбики с основанием — ​интервалом, 

высотой — ​плотностью вариационного ряда, деленной на величину соответст-
вующего интервала. Площадь столбиков — ​число наблюдений N.

Гистограмма относительных частот — ​содержит столбики с основани-
ем — ​интервалом, высотой — ​относительной плотностью вариационного ряда, 
деленной на величину соответствующего интервала. Площадь столбиков — ​1.

Эмпирической функцией распределения называется функция FN(x), выража-
ющая для каждого х долю значений параметра общего объема N, для которых 
рассматриваемый признак меньше x:

	 где
0

( )( ) , ( ) .N i
x x

n xF x n x n
N <

= = ∑

Вариационный ряд является статистическим аналогом (реализацией) рас-
пределения признака (случайной величины X). В этом смысле полигон или 
гистограмма аналогичен кривой распределения, а эмпирическая функция 
распределения — ​функции распределения случайной величины X.
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Вариационный ряд содержит достаточно полную информацию об измен-
чивости признака X. Однако на практике часто оказывается знание лишь не-
которых сводных характеристик вариационных рядов: средних или характе-
ристик центральной тенденции и характеристик изменчивости (показателей 
вариации), расчет которых представляет собой следующий после группировки 
этап обработки данных наблюдений.

Средние величины характеризуют значения признака, вокруг которого 
концентрируются наблюдения. Наиболее распространенной среди средних 
величин является средняя арифметическая.

Средняя арифметическая вариационного ряда и ее свойства
Имеем среднюю арифметическую вариационного ряда:

	 1

1

,

n

i i n
i

i i
i

n x
x m x

N
=

=

= =
∑

∑

где xi — ​i-я варианта, если признак Х — ​дискретный, и середина i-го интервала, 
если Х — ​непрерывный признак.

С в о й с т в а  средней арифметической:
1)  ;x c x c± = ±
2)  ;cx cx=

3) 
( )

( )1

1

0;

n

i i n
i

i i
i

n x x
m x x

N
=

=

−
= − =

∑
∑

4)  ( ) ;x y x y± = ±
5) если признак Х разбит на группы, т. е. групповая и общая средние со-

ставляют:

Середина 
интервала

Q1 … Qj … Qm

х1 s11 s1j s1m

…
xi si1 sij sim

…
xn sn1 snj snm

Итого N1 Nj Nm

1x jx mx

Здесь sij — ​частота появления i-го наблюдения в j-й группе;
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1

n

j ij
i

N s
=

=∑  — ​число наблюдений в j-й группе 
1

;
m

j
j

N N
=

 
= 

 
∑

1

n

ij i
i

j
j

s x
x

N
==
∑

 — ​средняя j-й группы;

1

m

j j
j

N x
x

N
==
∑

 — ​общая средняя.

Кроме средней арифметической также вычисляют медиану и моду.
Медианой вариационного ряда называется значение признака, приходяще-

гося на середину ранжированного ряда наблюдений.
На медиану не влияют изменения крайних членов вариационного ряда. 

Медиана как показатель среднего предпочтительнее средней арифметической 
для ряда, у которого крайние варианты по сравнению с большими оказались 
чрезмерно большими или малыми.

Модой вариационного ряда называется варианта, которой соответствует 
наибольшая частота (модальный интервал).

Особенность моды как показателя среднего заключается в том, что она 
не изменяется при изменении крайних членов ряда, т. е. обладает устойчиво-
стью к вариации признака.

Кроме средних величин для вариационного ряда рассчитывают еще пока-
затели вариации.

Выборочная дисперсия и ее свойства
Дисперсией вариационного ряда называется величина

	
( )

( )
2 2

22 21 1

1

d ( ) ,

n n

i i i in
i i

i i
i

n x x n x
X m x x x

N N
= =

=

−
= = − = −
∑ ∑

∑

где xi — ​i-я варианта, если признак Х — ​дискретный, и середина i-го интервала, 
если Х — ​непрерывный признак.

2d ( )X  — ​среднеквадратичное отклонение вариационного ряда.
С в о й с т в а  выборочной дисперсии:
1) d2(cX) = c2d2(X);
2) d2(X±c) = d2(X).
Для вариационного ряда рассчитывают начальные и центральные моменты, 

частными случаями которых являются средняя арифметическая и дисперсия. 
В число таких показателей входят асимметрия и эксцесс.
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7.4. Оценивание распределения случайных величин

Пусть имеется некоторая случайная величина (одномерная или многомер-
ная), распределение которой неизвестно или известно с точностью до некото-
рого параметра θ. Имеется некоторая реализация этой случайной величины 
X1, X2, …, XN (выборка). На основании имеющейся выборки мы должны оценить 
распределение случайной величины.

Для нахождения оценки характеристики используют два подхода.
1. При проведении эксперимента исследователь уже может что-то пред-

полагать о распределении случайной величины. Например, число клиентов 
некоторой фирмы за час имеет распределение Пуассона с неизвестной интен-
сивностью λ, а возраст людей, страдающих головной болью, — ​нормальное 
распределение с неизвестным средним и дисперсией. Таким образом, в боль-
шинстве случаев распределение случайной величины известно с точностью 
до некоторого параметра fX(x, θ). Тогда, оценив по выборке значение этого 
параметра, получим оценку распределения ˆ( ) ( )ˆ ., , X Xf x f xθ = θ  Такой подход 
называется параметричеcким.

Пример 7.7. Имеем:
а) X ~ N(m, σ),

2

2
( )

21( ) e ,
2

x m

xf x
− −

σ=
σ π

 тогда 2

m 
θ =   σ 

 — ​неизвестен;

б)  exp( ),X ∼ λ  
1

...

k

 θ
 θ =  
 θ 

 — ​неизвестен;

в) X ~ bi(p),
( ) k k n k

np x k C p q p−= = ⇒ θ =  — ​неизвестен;
г) X ~ U(a, b),

1( ) ,x

a
f x

bb a
 

= θ =  −  
 — неизвестен.

Таким образом, имеем fx(x, θ), где θ — ​неизвестный параметр. Необходимо 
этот неизвестный параметр оценивать, т. е. получать оценку (приближенное 
значение) этого параметра, которая обозначается ˆ.θ  Тогда имеем известную 
ˆ ( , ).Xf x θ  Стоит отметить, что подобных оценок можно получить несколько.

2. Непараметрический подход применяется в случае, когда вид функции 
распределения нам неизвестен. В такой ситуации необходимо составить алго-
ритм расчета значения функции в каждой точке.

Далее продолжим описание первого подхода.
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Пусть функция плотности fX(x, θ) известна, но параметр θ нет. В общем  

случае 
1

...

k

 θ
 θ =  
 θ 

 — ​вектор неизвестных параметров (их k неизвестных).

Как оценить эти k параметров? Существуют различные виды статистиче-
ского оценивания параметров.

В и д ы  статистического оценивания параметров:
1) точечное, т. е. получение оценки 1 2

ˆ ( , , , ).nx x xθ = ϕ   Вообще говоря, ˆ ,θ ≠ θ  
но необходимы методы, позволяющие находить θ̂  такое, что ˆ ;θ ≈ θ

2) интервальное, т. е. построение интервала, который с заданной вероят-
ностью γ покрывает истинное значение оцениваемого параметра; γ называ-
ют уровнем надежности (заданная вероятность накрытия интервалом), т. е. 
( )1 2

ˆ ˆ( ; ) .p θ∈ θ θ = γ

Точечное статистическое оценивание неизвестного параметра
Рассмотрим основные методы получения точечной оценки неизвестного 

параметра.
1. Метод математических ожиданий (метод аналогий).
В выборочном методе всегда имеется выборка, по которой можно посчитать 

выборочную среднюю .ix
x

n
= ∑

При этом θ = Ex — ​неизвестная величина. Тогда в качестве оценки матема-

тического ожидания можно взять известную оценку ˆ ,ix
n

θ = ∑  а в качестве 

неизвестной величины θ = EX2 рассмотреть известную оценку 
2

ˆ .ix
n

θ = ∑

2. Метод моментов (метод Пирсона).

Пусть 
1

...

k

 θ
 θ =  
 θ 

 — ​вектор неизвестных параметров. В данном методе пред-

лагается для нахождения оценки неизвестного параметра использовать выбо-
рочные моменты вместо истинных.

Таким образом, имеем nn = EXm — ​начальный момент m порядка.
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1
2

2

E ( )
E ( )

E ( )m
m

x g
x g

x g

= θ 
 

= θ 
 
 

= θ  



 — ​система условий на момент распределения.

Тогда согласно избранному подходу имеем следующие оценки:

	

1

2

2

( )

( )

( )

i

i

m
i

m

x
x g

n
x

g
n

x
g

n

 
= = θ 

 
 

= θ 
 
 
 
 = θ  

∑

∑

∑


Пример 7.8. Пусть:
a) X ~ U(0; 0).
Методом моментов найдем оценку параметров θ.

Нам известно из теории вероятностей E ;
2x
θ

=  по выборке найдем среднее 

,
2

x θ
=  следовательно, имеем: ˆ 2 .MM xθ =  Стоит отметить, что индекс у оценки 

обозначает метод, по которому она получена.
Заметим, что сколько неизвестных параметров, столько моментов мы ис-

пользуем;
б) X ~ exp(λ), θ = λ.

Тогда 
1 1 1ˆE ; ;x x

x
= = ⇒λ =
λ λ

в)  2
2( ; ); ;mX N m σ θ =

σ


так как2
2 2 2 2 2E , E , Var( ) E(X E ) E (E ) ;x x

m m X X X X= = + σ = − = −

2 2
2 2 2 2 2 2E (E ) E (E ) .x xx x

mσ = − ⇒ = σ + = σ +

Таким образом, ˆ ,x m=  учитывая 
2

2 2 ,ix
m

n
= +σ∑  получим 

2
2 2ˆ ;ix

x
n

σ = −∑

( ) 2 2
2i ix x x

x
n n
−

= −∑ ∑  — ​выборочная дисперсия.



173

3. Метод минимальных расстояний.
В данном методе предлагается xi сопоставить с так называемой функцией 

цели Ci(θ).
Составим выражение xi – Ci(θ) для любого 1, ,i n=  тогда можно рассмотреть 

выражение 
1

( ) ( )
n

i i
i

C x C
=

θ = − θ∑  и найти  arg min ( ).MD Cθ = θ  Данный метод на-

зывается методом наименьших модулей.
Если рассмотреть ( )2

1

( ) ( )
n

i i
i

C x C
=

θ = − θ∑  и  найти ˆ arg min ( ),MD Cθ = θ  то   

получим уже другой метод, носящий название «метод наименьших квадратов» 
(также используются сокращения МНК или MLS от англ. least square method). 
Данный метод имеет активное применение в эконометрических исследованиях.

Пример 7.9. Неизвестный параметр — ​математическое ожидание, т. е. 
θ = EX.

Составим .( ) EiC Xθ = = θ  Согласно методу наименьших квадратов необхо-

димо найти минимум: ( )2

1

.
n

i
i

x
=

− θ∑

Находим необходимое условие существования экстремума:

	 ( )2 .i
CC xθ

∂′ = = − −θ = θ
∂θ ∑

Тогда имеем: ˆ .θ ≈ θ
4. Метод максимального правдоподобия (Maximum Likelihood).
Этот метод среди всех возможных параметров выбирается, так как веро-

ятность получить данную выборку максимальна.
Основу метода правдоподобия составляет функция правдоподобия:

	 ( ) ( )
1 2 1 2( ) , , , , , .

n iX X X n x iL f x x x f xθ = θ = θ∏




Далее ищут максимум функции правдоподобия L(θ) и полагают, что 
ˆ arg max ( ).ML Lθ = θ

Пример 7.10. Дано дискретное распределение:

X –1 0 1

p θ 1,2–2θ θ–0,2

Необходимо найти θ.
Выборка x1 = 0; x2 = 0 независима.

	 ( )1 2 1 2( ) ( 0)( 1) ( 0) ( 1) (1,2 2 )( 0,2) max.L p x x p x p xθ = = = = = ⋅ = = − θ θ− →
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Необходимые условия экстремума таковы:

	 21,2 2 0,4 0,24 0;Lθ′ = θ− θ + θ− =

	 ˆ1,6 4 0 0,4;ML⇒ − θ = ⇒ θ =

	 ˆ4 0 0,4.MLLθ′′ = − < ⇒ θ =

Таким образом, получили оценку методом максимального правдоподобия, 
а теперь для сравнения применим метод моментов:

	 E 0,2 0,2;X = −θ+ θ− = −

	 2E 0,2 2 0,2;X = θ+ θ− = θ−

	
2

2 0,2;ix
n

= θ−∑

	
2

ˆ 0,1;
2

i
MM

x
n

θ = +∑

	
2 20 1ˆ2 0,1 0,25 0,1 0,35.

4MMn +
= ⇒ θ = + = + =

Оценки неизвестного параметра методом максимального правдоподобия 
и методом моментов оказалась разные.

Нахождение оценки ˆ
nθ  упрощается, если максимизировать не саму функ-

цию L, а lnL, поскольку максимум обеих функций достигается при одном 
и том же значении θ.

Кратко опишем механизм метода максимального правдоподобия для двух 
этих случаев.

	 ( ) ( ) ( )
1 2 1

1

, , , , ,
N

N

X X X N i
i

L f x x f x
=

θ = θ = θ∏




	 ( ) max,L θ →

	 ˆ arg max ( ).ML Lθ = θ

Необходимое условие:

	 ( ) 0.L′ θ =

Рассмотрим:

	 ( )
1

( ) ln ( ) ln , ,
n

x i
i

l L f x
=

θ = θ = θ∑

	 ˆ arg max ( ),ML Lθ = θ
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( ) 0,llθ

∂ θ′ = =
∂θ

а затем надо отобрать то решение, которое обращает функцию ln L в max, т. е. 
воспользоваться достаточным условием существования экстремума (в дву-
мерном случае с использованием матрицы Гессе или дифференциала второго 
порядка).

Пример 7.11. Найти оценку методом максимального правдоподобия, если 
известно следующее:

	 ( )
2

2
( )

22
2 2

1, ; ; ( ) e .
2

x m

x

m
x N m f x

−
−

σ 
σ θ = =  σ σ π 



Прологарифмируем для удобства функцию плотности нормального рас-
пределения:

	
( )2

2
2

1 1ln ( ) ln ln(2 ) .
2 2 2x

x m
f x

−
= − σ − π −

σ

Составим логарифм функции правдоподобия:

	 ( ) ( )2
2

2
1

( ) ln , ln ln(2 ) .
2 2 2i

n
i

x i
i

x mn nl f x
=

−
θ = θ = − σ − π −

σ
∑∑

Далее воспользуемся необходимым условием существования экстремума, 
т. е. найдем частные производные по неизвестным параметрам и приравняем 
их к нулю, получим:

	 2

( )
2 0;

2
i

m

x m
l

−
′ = =

σ
∑

	
( )

2

2

2 4 0.
2 2

ix mml
σ

−
′ = − + =

σ σ
∑

Из первого уравнения следует ( ) 0,ix m− =∑  раскрыв знак суммы, имеем: 

1

0,
n

i
i

x m
=

− =∑ ∑  учитывая, что 
1

,
n

i

m nm
=

=∑  получим: 0,ix nm− =∑  откуда 

2ˆ .i
ML

x
m

n
= ∑
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Аналогично из второго уравнения имеем: 
( )2

2 4 ,
2 2

ix xm −
=

σ σ
∑  следователь-

но, 
( )22

4 4 ,
2 2

ix xn −σ
=

σ σ
∑  откуда очевидно получаем: 

( )2
2ˆ .i
ML

x x
n
−

σ = ∑

Стоит отметить, что мы преждевременно обозначили данные выражения 
за оценки неизвестных параметров, так как необходимо еще проверить доста-
точное условие существования экстремумов. Для этого найдем вначале частные 
производные второго порядка:

	
( )

2 2

2

2 4 6

2
0; ;

2 2
i

mm

x mn nl l
σ σ

−
′′ ′′= − < = −

σ σ σ
∑

	
( )

2 4 0,i
m

x m
l

σ

−
′′ = − =

σ
∑

так как

	 ( ) ( )ˆ 0.i i i i i ix m x x x x x nx x x− = − = − = − = − =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
Проверим знак 2 2 ,l

σ σ
′′  для этого заменим σ2 на его оценку, получим:

	

( )
( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2

2

32 2

3 3 3

2 2 22 2 2

2

0.
2 2

i

i i

i i i

x xnl
x x x x
n n

n n n

x x x x x x

σ σ

−
′′ = − =

   − −   
      

= − = − <
− − −

∑
∑ ∑

∑ ∑ ∑

Составим матрицу Гессе:

	

( )( )

2

3

22

0
ˆ

.
0

i

n

H n

x x

 − σ 
=  

− 
 −
 ∑

Исследовав матрицу Гессе по критерию Сильвестра, получим, что она знако-
отрицательная, а значит, действительно найденная точка является точкой мак-
симума и полученная оценка является оценкой максимального правдоподобия.
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7.5. Свойства статистических оценок

Свойства статистических оценок различают на больших и конечных вы-
борках.

1) Свойства оценок на больших выборках (при n→∞):
•	 состоятельность;
•	 асимптотическая нормальность;
•	 асимптотическая несмещенность;
•	 асимптотическая эффективность.
2) Свойства оценок на конечных выборках:
•	 асимптотическая несмещенность;
•	 асимптотическая эффективность.
Здесь при дальнейших рассмотрениях имеем θ и  ˆ,θ  где ˆ ,θ ≠ θ  при этом 

в общем случае надеемся, что ˆ .θ ≈ θ
Заметим, что θ — ​число, θ̂  — ​случайная величина.
1. Состоятельность. Оценка θ̂  параметра θ называется состоятельной, 

если она удовлетворяет закону больших чисел, т. е. сходится по вероятности 
к оцениваемому параметру:

	 ( ) илиˆ ˆlim 1 lim .
x x

p E p
→∞ →∞

θ−θ < = θ = θ

То есть, если оценка состоятельна, то практически достоверно, что при 
достаточно большом n верно, что ˆ .θ = θ

Отметим, что оценки метода моментов и метода максимального правдопо-
добия состоятельны, а метода наименьших квадратов — ​нет.

2. Несмещенность. Оценка θ̂  параметра θ называется несмещенной, если ее 
математическое ожидание равно оцениваемому параметру, т. е. ˆE .θ = θ

Если ˆE ,θ ≠ θ  то смещенная оценка систематически завышает/занижает 
истинное значение оцениваемого параметра. В этом случае можно ввести вы-
ражение ˆ ˆ( ) Ebias θ = θ− θ  — ​величина смещения.

Пусть 2( , ), E .ix iid m X mσ =  Рассмотрим следующее выражение:

	
E E

E E E .i ix x x m nmx m X
n n n n n

 
= = = = = = =  

 

∑ ∑ ∑ ∑

Таким образом, можно сделать вывод, что выборочное среднее есть несме-
щенная оценка.

Отметим также следующие факты:

( )2
2 i
x

x x
d

n
−

= ∑  — ​смещенная, но асимптотически несмещенная оценка;
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( )2
2

1
i

x

x x
S

n
−

=
−

∑  — ​несмещенная оценка, которая в данном случае называ-

ется исправленной выборочной дисперсией.
Отметим, что из двух несмещенных оценок выбирают ту, дисперсия у ко-

торой меньше.
Рассмотренные нами методы оценки не гарантируют несмещенности.
3. Эффективность. Эффективной в классе несмещенных оценок называется 

оценка, обладающая минимальной дисперсией среди всех несмещенных оценок:

	
1 2

ˆ ˆ1 2
ˆ ˆ, ; E ; E ;

θ θ
θ θ = θ = θ

1 2
ˆ ˆ( ) ( )Var Varθ > θ ⇒  оценка 2θ̂  более эффективна, чем 1

ˆ .θ
Обращаем внимание читателей, что по дисперсии сравниваются только 

несмещенные оценки.

	 

2 2
2

2 2 2
1 1

1 1E ; ; ( ) .
n n

i
VarX n VarXx x Varx Varx Var x

n n nn n n
σ σ

= = = = σ = = =∑ ∑

Информацией Фишера о неизвестном параметре 
1

k

 θ
 θ =  
 θ 

  называется

( )2 ln ,
( ) E .

f x
I

 ∂ θ
θ = −   ′∂θ∂θ 

Если ( ),θ = θ  то 
( )2

2

ln ,
( ) E .

( )
f x

I
 ∂ θ

θ = −   ∂θ 

Теорема 7.1 (Рао — ​Фреше — ​Крамера). Неравенство Рао — ​Крамера.
Пусть выполняется некое условие регулярности, а именно:
а) I(θ) существует и положительно;
б) область определения случайной величины Х не зависит от θ.
Тогда матрица [n · I(θ)]–1 дает нижнюю границу дисперсий:
•	 состоятельных оценок;
•	 асимптотически нормальных оценок θ.

В частности, если θ — ​скаляр, то  

1( ) .
( )

Var
n I

θ ≥
⋅ θ

Если дисперсия несмещенной оценки достигает границы, указанной нера-
венством Рао — ​Крамера, значит, она эффективна, т. е. обладает наименьшей 
дисперсией в классе несмещенных оценок.
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Пример 7.12. Имеем: ( )
11, e , 0.

x

xf x x
−
θθ = ≥

θ
 Требуется найти оценку мето-

дом максимального правдоподобия; проверить состоятельность, несмещенность 
и эффективность.

Решение. Составим функцию правдоподобия 
1

1

1( ) e max.i
n x

i

l
−
θ

=

θ = →
θ∏

Тогда:

	 ( ) 1ln , ln ;x if x xθ = − θ−
θ

	 ( ) 1ln , ln ;x if x x θ = − θ− θ 
∑ ∑

	
1( ) ln max.il n xθ = − θ− →
θ∑

Применим необходимое условие существования экстремума:

	 2

1 0.i
nl xθ′ = − + =
θ θ ∑

Проверим:

	 2
2 2

1 ˆ0 .i
i i ML

xn x n x x
n

− θ
+ ⋅θ ⇒ − θ+ = ⇒ θ = =

θ θ
∑∑ ∑

При этом нужно еще доказать, что это точка максимума, т. е. проверить 
достаточность условия существования экстремума, но мы упустим этот момент, 
оставляя его для самостоятельной работы читателя.

Таким образом, оценка неизвестного параметра найдена. Теперь проверим 
свойства найденной оценки.

Проверим состоятельность: ˆlim lim E ; .x ix x
p p x x iid

→∞ →∞
θ = = = θ 

	
1

2

0

1E e d ;
x

x x x
+∞ −

θ= = θ
θ∫

	 ( )
1

22 2

0

1 e d E .
x

xVarX x x
+∞ −

θ= − = θ
θ∫

Откуда и следует, что рассматриваемая оценка состоятельна.
Проверим несмещенность:

	
E E EˆE E E E ,i ix x x n xx x

n n n n
 

θ = = = = = = = θ 
 

∑ ∑ ∑

откуда следует, что оценка несмещенная.
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Проверим эффективность. Для этого вначале найдем дисперсию оценки:

	
( ) ( )

( )

2
2 2

2 2 2 2

2

1 1 1ˆ ( ) /

ˆ .

i
ML i i

ML

x nVar Var Var x Var x n
n n n n n

Var
n

  θ
θ = = = = θ = = θ ⇒ 

 
θ

⇒ θ =

∑ ∑ ∑
	

Далее посмотрим, совпадет ли дисперсия оценки с нижней границей, по-
лученной из неравенства Рао — ​Фреше — ​Крамера.

Ищем нижнюю границу из теоремы Рао — ​Фреше — ​Крамера, для этого 
находим I(θ) — ​информацию Фишера, для чего ищем вторую производную:

	
( )

2

ln , 1 1x
i

f x
x

∂ θ
= − +

∂θ θ θ
 — ​производная от 

11 1ln e ln ;
x

ix
−
θ

 
= − θ − 

θ θ 

	
( )2

2 2 3

ln , 1 2 ;x
i

f x
x

∂ θ
= +

∂θ θ θ

	
11 1ln e ln ;

x

ix
−
θ

 
= − θ − 

θ θ 

	 2 3 2 3 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1( ) E E ( ).i xI x I       θ = − + = − + = − + = − − = = θ       θ θ θ θ θ θ θ θ       

Из неравенства Рао — ​Крамера:

	 

1( ) .
( )

Var
n I

θ ≥
⋅ θ

А у нас:

	
2

2

1 1 ˆ( ),
1( )

Var
n I nn

θ
= = ⇒ θ

⋅ θ ⋅
θ

следовательно, дисперсия оценки совпадает с нижней границей Рао — ​Фре-
ше — ​Крамера, значит, наша оценка эффективна.

Пример 7.13. Предприимчивый Семен Семенович хочет проверить над-
пись на рекламном баннере, которая гласит, что в лотерее «СтопЖирЛото» 
почти треть всех билетов выигрышные. Чтобы реализовать свою задумку, он 
попросил n своих друзей купить по 10 лотерейных билетов. Пусть Xi — ​число 
выигрышных билетов друга i и p — ​вероятность выигрыша одного билета.

a) Какое распределение имеет величина Xi?
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б) Записать функцию правдоподобия L(p) для выборки X1, …, Xn.
в) Методом максимального правдоподобия найти оценку p.
г) Найти информацию Фишера для одного наблюдения i(p).
д) Будет ли оценка параметра p, полученная по методу максимального 

правдоподобия, эффективной?
е) Найти оценку максимального правдоподобия математического ожидания 

и дисперсии выигранных произвольным другом билетов.
ж) Дана реализация случайной выборки пяти друзей Семена Семеновича. 

Число выигрышных билетов оказалось равно (3, 4, 0, 2, 6). Найти значение 
точечной оценки вероятности выигрыша p. Как вы думаете, похоже ли утверж
дение организаторов на правду?

Решение. а) Очевидно, что Хi будет иметь биномиальное распределение 
с неизвестным параметром p, а именно: 10

10 (1 ) , 0,1, ,10.i i ix x x
iC p p x−⋅ ⋅ − = 

б) Составим функцию правдоподобия согласно определению, получим:

	 ( )10
10

1

( ) 1 .ii i

n
xx x

i

L p C p p −

=

= −∏

в) Для того, чтобы найти оценку параметра p методом максимального 
правдоподобия, в данном случае проще рассмотреть логарифм функции прав-
доподобия, т. е.:

	

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )

10 10
10 10

11

10
1

10
1 1 1

( ) ln 1 ln 10

ln ln 10 ln 10

ln ln ln 10 10 .

i ii i i i

i

i

n n
x xx x x x

ii
n

x
i i

i
n n n

x
i i

i i i

l p C p p C p p

C x p x p

C p x p x

− −

==

=

= = =

 
= ⋅ − = − = 

 

= + + − − =

= + + − −

∑∏

∑

∑ ∑ ∑

	

Далее ищем точку максимума полученной функции. Вначале пользуемся 
необходимым условием существования экстремума, т. е. находим производную 
по переменной p:

	

1 1 1 1

1 1 1 1

(10 ) 10
( )

1 1

10 10
.

(1 ) (1 )

n n n n

i i i i
i i i i

n n n n

i i i i
i i i i

x x x n x
l p

p p p p

x p x np p x x np

p p p p

= = = =

= = = =

− −
′ = − = − =

− −

− − + −
= =

− −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
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Далее, чтобы найти стационарную точку, приравняем найденную произ-
водную к нулю:

	 ( )
1

10
0.

1

n

i
i

x np

p p
=

−
=

−

∑

Откуда найдем:

	 1ˆ 0,1 .
10

n

i
i

ML

x
p x

n
== =
∑

И вновь мы преждевременно взяли данное выражение за оценку пара-
метра p, так как найденная стационарная точка может не являться точкой 
максимума. Чтобы проверить это, воспользуемся достаточным условием су-
ществования экстремума, т. е. проверим знак второй производной в найденной 
стационарной точке:

	
( )

( )
1 1

22

10
( ) .

1

n n

i i
i i

x x
l p

p p
= =

−
′′ = − −

−

∑ ∑

Вторая производная представляет собой разность двух дробей, знамена-
тели и числители которых неотрицательны (в силу того, что согласно условию 
xi  =  0, 1, …, 10). Таким образом, выражение — ​отрицательно, т. е. полученная 

точка является точкой максимума, значит, 1ˆ 0,1
10

n

i
i

ML

x
p x

n
== =
∑

 является оценкой 

параметра p, полученной по методу максимального правдоподобия.
г) Найдем информацию Фишера для общего количества наблюдений:

	

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

2
11

2 2 2

1
2 2

1

10 10ˆ
ˆ E E

ˆ ˆ ˆ1

10 10
1 .

ˆ ˆ1

nn

ii
ML i

ML

ML ML ML

n

in
i

i
iML ML

n xxl p
I p

p p p

n x
x

p p

=

=

=

 
− −  ∂

   = − = − − − =
   ∂ −   

 

−
= +

−

∑∑

∑
∑
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Учитывая, что 1ˆ ,
10

n

i
i

ML

x
p

n
==
∑

 получим 
1

ˆ10 ,
n

i ML
i

x np
=

=∑  тогда имеем:

	
( )

( ) ( )
( )

( )

( )

2 2 2

ˆˆ ˆ 10 110 10 10 10ˆ
ˆˆ ˆ ˆ1 1

ˆ ˆ10 10 10 10 .ˆ ˆ(1 ) 1

MLML ML
ML

MLML ML ML

ML ML

ML ML

n pp n n np nI p
pp p p

n np np n
p p p p

−−
= − = + =

− −

− +
= =

− −

Откуда получаем информацию Фишера для одного наблюдения:

	 ( ) ( )
( )

ˆ 10ˆ .ˆ ˆ1
ML

ML
ML ML

I p
i p

n p p
= =

−

д) Чтобы проверить найденную по методу максимального правдоподобия 
оценку на эффективность, нужно сначала проверить ее на несмещенность, затем 
найти ее дисперсию и сравнить ее с оценкой в неравенстве Рао — ​Фреше — ​
Крамера. Проверку на несмещенность оставим читателю для самостоятельной 
работы и сразу найдем дисперсию:

	 ( ) ( ) ( )2

2
1

10,1 1ˆ (0,1 ) 10 1 .
100 10

n

ML i
i

p p
Var p Var x Var x n p p

n n n=

− = = = ⋅ ⋅ − = 
 

∑

Таким образом, дисперсия совпадает с нижней оценкой из неравенства 
Рао — ​Фреше — ​Крамера, что позволяет сделать вывод, что полученная нами 
оценка эффективна.

е) Известно из теории, что E( ) 10 ,ix p=  значит, ˆ ˆE( ) 10 .i MLx p x= =
Аналогично известно из  теории, что ( ) 10 (1 ),iVar x p p= −  значит, 

( ) 1 .
10i
xVar x x  = − 

 

ж) 
3 4 0 2 6ˆ 0,3.

10 5MLp + + + +
= =

⋅

Теорема 7.2. Среднее арифметическое x  является состоятельной, несме-
щенной и эффективной оценкой математического ожидания случайной вели-
чины.

Утверждение. 1) Метод математических ожиданий: оценка, полученная 
этим методом, состоятельная и асимптотически нормальная.

2) Метод моментов: оценка состоятельная, асимптотически нормальная, 
но не гарантирует несмещенность.
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3) Метод минимальных расстояний: выполнений свойств не гарантируется, 
все свойства необходимо проверять для каждой оценки индивидуально.

4) Метод максимального правдоподобия: оценка состоятельная, асимптоти-
чески нормальная, асимптотически несмещенная, асимптотически эффективная 
(в пределе этот метод самый лучший).

	 ( ) ( )1ˆ 0; ( ) .d
ML nn N I −→∞θ −θ → θ

У читателя может возникнуть вопрос: как сравнивать смещенные и не-
смещенные оценки? Ответ на этот вопрос прост. Рассмотрим следующее вы-
ражение:

	 ( ) ( )2 2
2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) E E E ( ).MSE Var Var biasθ = θ− θ = θ+ θ− θ = θ+ θ

Та оценка, у которой MSE (mean square error) меньше, — ​точнее!
С теорией статистического оценивания параметров тесно связана проверка 

статистических гипотез. Она используется всякий раз, когда необходимо сделать 
обоснованный вывод о преимуществах того или иного способа инвестиций, 
об эффективности метода управления, об уровне доходности ценных бумаг, 
о значимости математической модели.

7.6. Общая схема проверки статистических гипотез

Статистическая гипотеза — ​гипотеза о виде распределения случайной 
величины или о параметрах распределения.

Имеем: X — ​случайная величина; ( ), ; xf x θ θ  — ​неизвестный параметр.
Выдвинутую гипотезу называют нулевой и обозначают H0.
Альтернативная гипотеза — ​это гипотеза, противоречащая нулевой. Ее 

обозначают H1 или Ha.
Нулевую гипотезу формулируют так: «нет различий», «=».
Альтернативную так: «различия», «≠».
Для проверки гипотезы используется выборка. Поскольку выборка дей-

ствительность отражает не полностью, то при принятии решений возможны 
ошибки.

H0 Принимаем H0 Не принимаем H0

Верная ОК Ошибка I рода (α)
Неверная Ошибка II рода (β) ОК

	 ( ) ( ) рода верна уровень значимости.0 I | —ap p H H= = α
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Пример 7.14. Пусть α — ​вероятность вынесения судом обвинительного 
приговора при том, что подсудимый невиновен.

	 ( ) ( )рода | верна0II ;ap p H H= =β

β — ​вероятность вынесения оправдательного приговора при том, что подсу-
димый виновен.

	 мощность критерия.1 —µ = −β

При этом чем больше α, тем меньше β, и наоборот.
Поэтому вероятность ошибки I рода выбираем сами.
Установим 0,05, min.α = β→
Для проверки гипотез используется специальным образом подобранная 

случайная величина, называемая статистическим критерием.
Закон распределения критерия при справедливости нулевой гипотезы 

известен точно или приблизительно (асимптотически).
Наиболее часто используемые случайные величины:
•	 Стандартное нормальное распределение.
•	 Распределение Стьюдента.
•	 Распределение Фишера.
•	 Распределение χ2.
Все возможные значения критерия разбиваются на две непересекающиеся 

области: критическую область и область принятия гипотезы.
Критическая область — ​это область таких значений критерия, попадание 

в которую критерием маловероятно (p = α) при справедливости нулевой ги-
потезы.

Область принятия гипотезы — ​это область, вероятность попадания в ко-
торую критерием вероятна при справедливости нулевой гипотезы.

Если наблюдаемое значение критерия попало в критическую область, зна-
чит, гипотеза неверна и мы ее отвергаем.

Если наблюдаемое значение критерия не попало в критическую область 
(попало в область принятия гипотезы), мы говорим, что нет основания отверг-
нуть нулевую гипотезу.

Разделяют критическую область и область принятия гипотезы критические 
точки.

( )набл выборка ;k k=

кр критическая область критерий— ,  — ;w k
кр| 0( )p k w H∈ = α  — ​вероятность попасть в критическую область при вы-

полнении нулевой гипотезы.
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Вывод: крk w∈  — ​H0 отвергаем; крk w∉  — ​нет оснований отвергнуть H0 
(так как гипотеза — ​это не установленный факт, а лишь как достаточно прав-
доподобное, не противоречащее выборке утверждение).

7.7. Проверка гипотезы о виде распределения случайной величины

Имеем некоторую случайную величину Х. Предполагаем, что она имеет 
распределение А. То есть формулируем гипотезы:

	 0 : ~ ;H X A

	 : .aH X A

Для проверки гипотезы H0 выбирают некоторую случайную величину u, 
характеризующую степень расхождения теоретического и эмпирического рас-
пределения. Проверку проводят с помощью критерия согласия Пирсона.

Условия применения критерия Пирсона:
1. Объем выборки большой.
2. Данные должны быть сгруппированы.
3. Частота каждого интервала (каждой варианты) должна быть достаточно 

большой.
Частоты интервала — ​эмпирические частоты. Теоретическая частота — ​это 

частота, которую бы имел в среднем данный интервал (варианта), если бы слу-
чайная величина X имела предполагаемое распределение.

Обозначим: ni — ​эмпирическая частота; in′  — ​теоретическая частота.
Тогда , i in p n′ =

где ( )| 0 ,i ip p X x H= =  если Х — ​дискретная;
( )( )|1 0 ; ,i i i ip p x x x H−= ∈  если Х — ​непрерывная.

Иногда распределение А параметрическое, и чтобы посчитать pi, нам нужно 
оценить неизвестные параметры:

если 0 ;i in n H′≈ ⇒
если отвергаем 0 ; i in n H′≈ ⇒

( ) ( )
2

2
' ~ 1 ,i i

i

n n
u m r

n
′−

= ∑ χ − −  где u называют статистикой Пирсона.

При справедливости H0 u имеет распределение χ2 с количеством степеней 
свободы m – r – 1, где r — ​число параметров распределения А, которые мы оце-
ниваем для того, чтобы посчитать pi; m — ​число интервалов.

Таким образом, проверка сводится к следующему:
1. Считаем uнабл — ​наблюдаемое значение критерия.
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2. Для выбранного уровня значимости по таблице χ2 (см. Приложение, 
табл. 4) ищем критическое значение uкр.

3. Делаем вывод.
Рассматриваем кр кр{ }w u u= >  (рис. 7.1) при кр| 0( )p u u H> = α  — ​уровень 

значимости, тогда кр кр
2 ( , 1),u m r= χ α − −  m – r – 1 — ​количество степеней свободы.

Вывод: набл кр набл кротвергаем 0 0H.O.O.,  u u H u u H> ⇒ < ⇒ (нет оснований 
отвергнуть H0).

Пример 7.15. Дана таблица частот:

ni in′

Орел 40 50

Решка 60 50

	
( ) ( )

набл

2 240 50 60 50 2 100 4;
50 50 50

u
− − ⋅

= + = =

	 ( )( ) ( )кр кр кр3, 84 0,05;2 0 1 0,05;1 3,84.u u u= − − = =

Вывод: набл кр отвергаем 04 3,84 .u u H= > = ⇒
Особое внимание стоит уделить тестированию нормальности:

	 0: ~ ;H x N

	 : .aH x N
Критерий Харке — ​Бера применяется для проверки нормальности рас-

пределения. Он проверяет не совпадение всего распределения с нормальным, 
а только моментов распределения. Как известно, для нормального распреде-
ления асимметрия равна нулю, а эксцесс — ​трем. Критерий проверяет незна-

uкр

uкр

u

α

0 u

H0
H0

Рис. 7.1. Геометрическая иллюстрация к критерию согласия Пирсона
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чимость отличия выборочных моментов распределения от теоретических для 
нормального распределения:
	 0 : 0, 3;H As K= =

	 или: 0 3.aH As K≠ ≠

Для проверки гипотезы используется следующий статистический критерий:

	 ( )22 2
2

1 3 ~
6 4

.NJB As K = + − χ 
 

В случае справедливости нулевой гипотезы данный критерий имеет асимп
тотическое распределение χ2 с двумя степенями свободы. Мы отвергаем ну-
левую гипотезу, если наблюдаемое значение критерия больше критической 
точки распределения χ2 с двумя степенями свободы для выбранного уровня 
значимости: ( )набл

2 ,2JB > χ α ⇒  отвергаем H0.
Критерий Харке — ​Бера обладает малой мощностью, т. е. он часто распреде-

ления, не являющиеся нормальными, относит к нормальному распределению.

7.8. Проверка нормальности из графического анализа гистограмм

Проверка гипотезы о равенстве математического ожидания 
нормально распределенной случайной величины некоторому числу

	 ( )~ , .x xX N m σ

	 H0: mx = m0, m0 — ​некоторое известное число.

1. σx — ​известно.
Имеем xi: 1 2  , , , .nx x x X… →
Вспомним факты относительно выборочного среднего Х:

1)  ,  ~ ;ixx x N
n
∑

=

2)  0E E , x x m= =  если верно H0;

3) 
2

.x x
x

Var X
Var X

n n n
σ σ

= = ⇒σ =

Тогда при нулевой гипотезе имеем:

	
2

0~ , ;xx N m
n

 σ
 
 
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	 0~ , ;
 

xx N m
n

σ 
 
 

	 ( )0 ~ 0, 1 .
x

x m N

n

−
σ

Рассмотрим:

	 ( ) ( )0 ~ 0,1 .
x

x m n
z N

−
=

σ

Данную величину называют z-статистикой.
а) Ha: mx ≠ m0.
Рассматриваем кр кр{ }w z z= >  при ( )кр| 0P z z H> = α  (рис. 7.2).

Ищем zкр: ( )кр

1 .
2 2

z α
Φ = −

Вывод: если |zнабл| > zкр ⇒ H0 отвергаем; если |zнабл| < zкр ⇒ нет оснований 
отвергнуть H0.

Пример 7.16. Проверить, что средний рост равен 170 см.

	 0 : 170;xH m =

	 : 170;a xH m ≠

	 кр0,05 1,96;zα = ⇒ =

	 см см6 , 100, 169 ;x n xσ = = =

φX(x)
Ф(zкр)

0,5 − Φ(zкр) = α∕2

–zкр 0 zкр x

Рис. 7.2. Геометрическая иллюстрация к проверке гипотезы о равенстве 
математического ожидания
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( )169 170 100

1,67.
6

z
−

= = −

Вывод: |zнабл| < zкр ⇒ нет оснований отвергнуть H0.
Здесь можно задать закономерный вопрос: какие m0 не отвергнутся нашей 

проверкой?

	 набл кр ;z z<

	
( )

кр
0

x

x m n
z z

−
= <

σ
 — ​решим неравенство относительно m0:

	 кр0 ;xx m n z− < σ

	 кр
0 ;xz

x m
n

σ
− <

	 кр кр
0 ;x xz z

x m x
n n

σ σ
− − ≤ − ≤ − +

	 кр кр
0 ;x xz z

x m x
n n

σ σ
− ≤ ≤ +

	 кр кр; ;x xz z
x x

n n

σ σ 
− + 

 

	 ( ) кр кр, ; ,x x
x

z z
CI m x x

n n

σ σ 
γ = − + 

 

где γ = 1 – α — ​уровень надежности; CI — ​доверительный интервал (Confidence 
interval) — ​интервал, который с заданной надежностью γ накрывает истинное 
значение математического ожидания случайной величины Х.

б) Ha: mx > m0.

	 { }кр кр ;w z z= >

	 ( )кр 0P | ;z z H> = α

	 ( )кр кр

1
2

: ;z zΦ = −α

	 кр
0,050,05, 1,65.zα = =
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Вывод: если zнабл > zкр ⇒ H0 отвергаем; если zнабл < zкр ⇒ нет оснований от-
вергнуть H0.

в) Ha: mx < m0.

	 { }кр кр ;w z z= <

	 ( )кр 0P | ;z z H< = α

	 ( )кр кр ;
1: 
2

z zΦ = −α

	 кр
0,050,05, 1,65.zα = = −

Вывод: если zнабл < zкр ⇒ H0 отвергаем; если zнабл > zкр ⇒ нет оснований от-
вергнуть H0.

2. σx — ​неизвестно.

	 1 2: , ,  , .,i n xx x x x X s… →

Отметим факты, которые справедливы, только если x ~ N:

1) 
2

0~ , ;xx N m
n

 σ
 
 

2) 
( ) ( )

2
2

2

1
~ 1 ;x

x

s n
n

−
χ −

σ

3)  и  Xx s  независимы.
Рассмотрим распределение Стьюдента:

	
( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )набл

0

0

2 2

2

0,1
~ 1 ;

1
1

x

xx

x

x m n
N x m n

t t n
sm s n

m n

−
−σ

= = = −
χ −

σ −

	
( ) ( )набл

0 ~ 1 .
x

x m n
t t n

s
−

= −

а) Ha: mx ≠ m0.

	 { }кр кр .w t t= >

Критическое значение распределения Стьюдента дв
кр ( ), –1t nα  находим 

из таблиц распределения критических точек распределения Стьюдента для 
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выбранного уровня значимости α, числа степеней свободы n – 1 и двусто-
ронней критической области. Также данное значение можно получить по-
средством программы Microsoft Excel, используя предопределенную функцию 
СТЬЮДРАСПОБР.

После того, как найдем наблюдаемое и критическое значения критерия, 
делаем вывод: если |tнабл| > tкр ⇒ H0 отвергаем; если |tнабл| < tкр ⇒ нет оснований 
отвергнуть H0.

Пример 7.17. Рассмотрим вес людей, больных гипертонией. Можно ли 
утверждать, что средний вес людей, больных гипертонией, равен 90 кг, если 
известно n = 50, кг 88 , x =  кг6 ?xs =

Решение.

	 0 0: 90;xH m m= =

	 : 90;a xH m ≠

	
( )88 90 50

2,36;
6

t
−

= = −

	 ( )дв
кр 0,05; 49 2,01;t = =

	 н кр отвергаем 02,36 2,0 .1t t H= > = ⇒

Делаем вывод, что нельзя утверждать, что средний вес больных гиперто-
нией равен 90 кг.

Найдем m0, которые не отвергнутся нашей проверкой:

	 кр ;t t<

	 кр
0 ;

x

x m n
t

s
−

<

	 кр
0 ;xt s

x m
n

− <

	 кр кр
0 ;x xt s t s

x m x
n n

− − < − < −

	 кр кр
0 ;x xt s t s

x m x
n n

− < < +

	 ( ) кр кр, ; .x x
x

t s t s
CI m x x

n n
 

γ = − + 
 
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Таким образом, мы построили доверительный интервал для m0нормально 
распределенной случайной величины с уровнем надежности γ в случае, когда 
дисперсия неизвестна.

б) Ha: mx > m0.
Тогда рассматриваем кр кр{ }w t t= >  при ( )кр 0P |t t H> = α  (рис. 7.3).
Величину одн

кр ( ); 1t nα −  находим в таблицах критических точек распреде-
ления Стьюдента (см. Приложение, табл. 5), с уровнем значимости α, числом 
степеней свободы n – 1 и односторонней критической областью или с помощью 
функции СТЬЮДЕНТ.ОБР.ПХ в программе Microsoft Excel, используя равенство

	 ( ) ( )одн дв
кр кр; 1 2 ; 1 .t n t nα − = α −

После нахождения критического и наблюдаемого значений критерия делаем 
вывод: если tнабл > tкр ⇒ H0 отвергаем; если tнабл < tкр ⇒ нет оснований отверг-
нуть H0.

в) Ha: mx < m0.
Рассмотрим кр кр{ }w t t= <  при кр 0P( | ) ,t t H< = α  тогда одн

кр кр ( ; 1 .)t t n= − α −
Вывод: если tнабл < tкр ⇒ H0 отвергаем; если tнабл > tкр ⇒ нет оснований от-

вергнуть H0.

Проверка гипотезы о равенстве математических ожиданий двух 
нормально распределенных случайных величин
Пусть 2 2~ ( ; ); ~ ( ; ).x x y yX N m Y N mσ σ  
Предполагаем, что σx = σy. Тогда:

	 0  ;: x yH m m=

	  .:a x yH m m≠

tкр х

α

Рис. 7.3. Геометрическая иллюстрация проверки правосторонней гипотезы



194

Имеем:

	 считаем исправленная дисперсия2
1 2:  , ,  (, ;, )

xN xX x x x x s→

	 считаем исправленная дисперсия2
1 2:  , , ( ., ),

yN yY y y y y s→

Тогда:

	
( ) ( )

( ) ( )
2 2

2
~ 2 ;

1 1

x y x y
x y

x yx x y y

n n n nx yt t n n
n ns n s n

+ −−
= + −

+− + −

	 { }кр кр ;w t t= >

	 ( )кр 0P | .t t H> = α

Величину дв
кр ( 2); x yt n nα + −  ищем в таблице критических точек распре-

деления Стьюдента (см. Приложение, табл. 5) со степенью свободы nx + ny – 2 
и уровнем значимости α.

Далее делаем вывод: если |tнабл| > tкр ⇒ H0 отвергаем; если |tнабл| < tкр ⇒ нет 
оснований отвергнуть H0.

Проверка гипотезы о равенстве дисперсий двух нормально 
распределенных совокупностей
Пусть ~ ( ; ); ~ ( ; ).x x y yX N m Y N mσ σ  

	 2 2
0 : ;x yH σ = σ

	 больш меньш
2 2: , aH σ > σ

где больш
2 σ  — ​это Х или Y в зависимости от того, чья исправленная дисперсия 

больше.

	 ( )больш
набл больш меньш

меньш

2

2 ~ 1, 1 ;sF F n n
s

= − −

	 больш степень свободы числителя;1 —n −

	 меньш степень свободы знаменателя,1 —n −

где nбольш — ​объем выборки, по которой вычислена большая из исправленных 
дисперсий.

Рассмотрим wкр = {F > Fкр} при ( )кр 0P |F F H> = α (рис. 7.4), тогда Fкр(nбольш – 1, 
nменьш – 1).
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Величину Fкр находим в таблицах критических точек распределения Фишера 
(см. Приложение, табл. 6) для выбранного уровня значимости α и числа сте-
пеней свободы числителя: nбольш – 1 и знаменателя: nменьш – 1 или с помощью 
функции FРАСПОБР в программе Microsoft Excel.

Вывод: если Fнабл < Fкр ⇒ H0 отвергаем; если Fнабл > Fкр ⇒ нет оснований 
отвергнуть H0.

Пример 7.18. Можно ли достоверно утверждать, что средний рост мужчин 
и женщин одинаковый?

	 см см2 2168 , 36 , 100;x xx s n= = =

	 см см2 2171  , 40 , 50.y yy s n= = =

Решение. Для начала проверим равенство дисперсий по Фишеру, чтобы 
можно было проверить равенство математических ожиданий по Стьюденту.

	 2 2
0 : .x yH σ = σ

	 так как2 2 2 2: , ;  a y x y xH s sσ > σ >

	 ( )набл кр

40 1,11; 0,05; 99; 49 1,47;
36

F F= = =

	 набл кр1,11  1,47F F= < = ⇒

нет оснований отвергнуть H0, а значит, можем сделать проверку гипотезы 
с помощью критерия Стьюдента. Если бы отвергли, то тогда использовали бы 
критерий Стьюдента для неравных дисперсий, но в данном пособии таких 
критериев мы рассматривать не будем.

	 0  ;: x yH m m=

Fкр F

α

Fкр

H0 H0 

0

Рис. 7.4. Геометрическая иллюстрация к проверке гипотезы о равенстве дисперсий
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	  ;:a x yH m m≠

	
( )

набл

100 50 100 50 2168 171 2,84;
100 5036 99 40 49

t
⋅ ⋅ + −−

= = −
+⋅ − ⋅

	 ( )дв
кр 0,05; 148 1,99.t =

Вывод: |tнабл| = 2,84 > tкр = 1,99 ⇒ H0 отвергаем, т. е. нельзя сказать, что сред-
ний рост одинаковый.

Проверка гипотез о равенстве долей признака
Сравнение долей признака в двух совокупностях — ​достаточно часто встре-

чающаяся на практике задача. Например, если доля признака в одной группе 
отличается от такой же доли в другой, то указывает ли это на то, что наличие 
признака в одной совокупности действительно вероятнее или полученное 
расхождение долей является случайным.

Оценку разности между двумя долями признака в независимых выборках 
можно осуществить двумя способами. Вначале рассмотрим процедуру, в кото-
рой наблюдаемое значение z-статистики аппроксимируется стандартизованным 
нормальным распределением. Позже опишем процедуру, в которой использу-
ется тестовая χ2‑статистика, аппроксимированная χ2‑распределением с одной 
степенью свободы. Сразу отметим, что эти два критерия эквивалентны.

Для оценки различий между двумя генеральными совокупностями на ос-
нове независимых выборок можно применять z-критерий. На основе разности 
между двумя выборочными долями признака 

1 2
—s sP P  вычисляется z-стати-

стика, используемая для оценки разности между двумя долями признака в ге-
неральных совокупностях. Если объем выборок достаточно велик, эта тестовая 
статистика имеет стандартизованное нормальное распределение. z-критерий 
для оценки разности между двумя долями имеет вид:

	

( )
набл

1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 1

1 2

, , , ,
1 11

s s
s s

p p m m m mz p p p
n n n n

p p
n n

− +
= = = =

+ 
− + 

 

где 
1sp  — ​доля успехов в первой выборке; m1 — ​количество успехов в первой 

выборке; n1 — ​объем выборки из первой генеральной совокупности; 
1sp  — ​доля 

успехов в первой генеральной совокупности; 
2sp  — ​доля успехов во второй 

выборке; m2 — ​количество успехов во второй выборке; n2 — ​объем выборки 
из второй генеральной совокупности; р2 — ​доля успехов во второй генераль-
ной совокупности; p  — ​оценка доли успехов в объединенной генеральной 
совокупности.
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При достаточно большом объеме выборок z-статистика подчиняется стан-
дартизованному нормальному распределению.

Нулевая гипотеза заключается в том, что доли признака в двух генеральных 
совокупностях одинаковы. Следовательно, проверку равенства долей призна-
ка в двух генеральных совокупностях можно свести к оценке доли признака 
в объединенной генеральной совокупности. Оценка объединенной доли равна 
результату деления количества успехов в обеих выборках m1 + m2 на сумму 
объемов выборок n1 + n2.

С помощью z-критерия можно определить, существуют ли различия между 
долями успеха в двух группах (двусторонний тест), а также установить, превы-
шает ли доля успехов в одной группе долю успехов в другой (односторонний 
критерий).

Чтобы проверить нулевую и альтернативные гипотезы H0: р1 = р2, H1: р1 ≠ р2, 
следует использовать наблюдаемое значение z-статистики. При заданном уровне 
значимости α нулевая гипотеза отклоняется, если вычисленная z-статистика 
больше верхнего или меньше нижнего критического значения стандартизован-
ного нормального распределения.

Пример 7.19. Неврологи решили провести исследование по выявлению 
факторов риска головной боли. Для исследования были собраны данные двух 
групп: исследуемой (у всех опрошенных присутствует головная боль) в коли-
честве 1 035 человек и контрольной (у всех опрошенных отсутствует головная 
боль) в количестве 565 человек. В первую очередь проверке подвергся такой 
фактор, как повышенное артериальное давление. Согласно опросу в иссле-
дуемой группе у 650 респондентов наблюдалось повышенное артериальное 
давление, а в контрольной — ​только у 150 человек. На уровне значимости 0,05 
проверить гипотезу об отсутствии существенных различий между наличием 
артериальной гипертензии в обеих группах.

Решение. Имеем нулевую гипотезу о том, что доли страдающих повышен-
ным давлением исследуемой и контрольной групп равны. В качестве альтерна-
тивной возьмем гипотезу, что доли не равны. Считаем наблюдаемое значение 
z-критерия:

	
( )

набл
1 2

1 2

650 150
1035 565

13,4.
1 1 650 150 650 150 1 11 1

1035 565 1035 565 1035 565

s sp p
z

p p
n n

+
−

= = ≈
    + +− + − +      + +    

Критическое значение находим в таблицах критических точек стандартного 
нормального распределения (значение функции Лапласа) для выбранного уров-
ня значимости α = 0,05, и оно равно 1,96, что меньше наблюдаемого значения 
z-критерия. Следовательно, нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу, иными 
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словами, полученные данные не противоречат гипотезе об одинаковых долях 
наличия повышенного давления в обеих группах.

Далее рассмотрим способ, основанный на сравнении количества успехов 
в двух группах, а не их долей в генеральных совокупностях. В этой процедуре 
наблюдаемое значение χ2‑статистики аппроксимируется χ2‑распределением 
с одной степенью свободы. Результат, полученный с помощью χ2‑критерия, 
эквивалентен результату применения z-критерия.

Для сравнения количества успехов в двух независимых группах необходимо 
заполнить таблицу перекрестной классификации с двумя входами, содержащую 
количество успехов и неудач в каждой из групп. Такую таблицу часто называют 
таблицей сопряженности признаков или факторной.

Строки
Столбцы (группы)

Итого
1 2

Успехи m1 m2 m
Неудачи n1 – m1 n2 – m2 n – m

Всего n1 n2 n

Здесь использованы следующие обозначения: m1 — ​количество успехов 
в первой группе; m2 — ​количество успехов во второй группе; n1 – m1 — ​коли-
чество неудач в первой группе; n2 – m2 — ​количество неудач во второй группе; 
m = m1 + m2 — ​общее количество успехов; n – m = (n1 – m1) + (n2 – m2) — ​общее 
количество неудач; n1 — ​объем первой выборки; n2 — ​объем второй выборки; 
n = n1 + n2 — ​суммарный объем выборок. Представленная таблица имеет две 
строки и два столбца, поэтому она называется факторной таблицей 2 × 2. Ячей-
ки, образованные пересечением каждой строки и столбца, содержат количество 
успехов или неудач.

Чтобы проверить нулевую и альтернативные гипотезы Н0: р1  =  р2; Н1: р1 ≠ р2, 
используем тестовую χ2‑статистику.

Критерий «хи-квадрат» для сравнения двух долей
Наблюдаемое значение χ2‑статистики равно сумме квадратов разностей 

между наблюдаемым и ожидаемым количеством успехов, деленных на ожида-
емое количество успехов в каждой ячейке таблицы:

	 ( )
по всем ячейкам

2
02 ,e

c

f f
f
−

χ = ∑

где f0 — ​наблюдаемое количество успехов или неудач в конкретной ячейке табли-
цы сопряженности признаков; fe — ​теоретическое, или ожидаемое, количество 
успехов или неудач в конкретной ячейке таблицы сопряженности признаков 
при условии, что нулевая гипотеза является истинной.
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Наблюдаемое значение χ2‑статистики аппроксимируется χ2‑распределением 
с одной степенью свободы.

Чтобы вычислить ожидаемое количество успехов или неудач в каждой 
ячейке таблицы сопряженности признаков, необходимо понимать их смысл. 
Если нулевая гипотеза является истинной, т. е. доли успехов в двух генеральных 
совокупностях равны, выборочные доли, вычисленные для каждой из двух 
групп, могут отличаться друг от друга лишь по случайным причинам, причем 
обе доли являются оценкой общего параметра генеральной совокупности р. 
В этой ситуации статистика, объединяющая обе доли в одной общей (средней) 
оценке параметра р, содержит больше информации, чем каждая из них в от-
дельности. Эта статистика, обозначаемая символом ,p  представляет собой 
общую долю успехов в объединенных группах (т. е. равна общему количеству 
успехов, деленному на суммарный объем выборок). Ее дополнение, 1 ,p−  пред-
ставляет собой общую долю неудач в объединенных группах. Используя обо-
значения, смысл которых описан выше в таблице, можно вывести формулу для 

вычисления параметра 1 2

1 2

  ,
 

X X Xp
n n n
+

= =
+

 где p  — ​средняя доля признака.

Чтобы вычислить ожидаемое количество успехов fe (т. е. содержимое пер-
вой строки таблицы сопряженности признаков), необходимо умножить объем 
выборки на параметр .p  Чтобы вычислить ожидаемое количество неудач fe (т. е. 
содержимое второй строки таблицы сопряженности признаков), необходимо 
умножить объем выборки на параметр 1 .p−

Наблюдаемое значение статистики аппроксимируется χ2‑распределением 
с одной степенью свободы. При заданном уровне значимости α нулевая гипо-
теза отклоняется, если вычисленная χ2‑статистика больше χU

2, верхнего крити-
ческого значения χ2‑распределения с одной степенью свободы. Таким образом, 
решающее правило выглядит следующим образом: гипотеза H0 отклоняется, 
если χ2 > χU

2, в противном случае гипотеза Н0 не отклоняется.
Если нулевая гипотеза является истинной, вычисленная χ2‑статистика 

близка к нулю, поскольку квадрат разности между наблюдаемой f0 и ожидае-
мой fе величинами в каждой ячейке очень мал. С другой стороны, если нулевая 
гипотеза Н0 является ложной и между долями успехов в генеральных сово-
купностях существует значимая разница, вычисленная χ2‑статистика должна 
быть большой. Это объясняется разностью между наблюдаемым и ожидаемым 
количеством успехов или неудач в каждой ячейке, которая увеличивается при 
возведении в квадрат. Однако вклады разностей между ожидаемыми и наблю-
даемыми величинами в общую χ2‑статистику могут быть неодинаковыми. Одна 
и та же фактическая разность между f0 и fe может оказать большее влияние 
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на χ2‑статистику, если в ячейке содержатся результаты небольшого количества 
наблюдений, чем разность, соответствующая большему количеству наблюдений.

Проверка предположений, касающихся факторной таблицы 2 × 2
Для получения точных результатов на основе данных, приведенных в табли-

це 2 × 2, необходимо, чтобы количество успехов или неудач превышало число 5. 
Если это условие не выполняется, следует применять точный критерий Фишера.

При сравнении долей критерии z и χ2 приводят к одинаковым результатам. 
Это можно объяснить существованием тесной связи между стандартизованным 
нормальным распределением и χ2‑распределением с одной степенью свободы. 
В этом случае χ2‑статистика всегда является квадратом z-статистики.

Таким образом, можно утверждать, что при проверке нулевой и альтерна-
тивной гипотез Н0: р1 = р2; Н1: р1 ≠ р2 критерии z и χ2 являются эквивалентными. 
Однако, если необходимо не просто обнаружить различия, но и определить, 
какая доля больше (р1 > р2), следует применять z-критерий с одной критической 
областью, ограниченной хвостом стандартизованного нормального распреде-
ления.

Стоит заметить, что критерий «хи-квадрат» можно распространить на бо-
лее общий случай и применять для проверки гипотезы о равенстве нескольких 
долей признака.

Задачи для самостоятельного решения

7.1. Дан ряд распределения случайной величины:

X –1 0 2
P θ 1,1 – 2θ Θ – 0,1

Имеется независимая выборка X1 = 0, X2 = –1. Найти оценку неизвестного 
параметра методом максимального правдоподобия, методом моментов, если 
возможно, проверить состоятельность и несмещенность. Найти дисперсию 
оценки метода моментов.

7.2. Асимметричная монетка подбрасывается N раз, k раз выпадает «орел». 
Оценить вероятность выпадения «орла», если возможно, проверить состоя-
тельность и несмещенность.

7.3. Методом моментов построить оценку параметра следующего распре-

деления: ( ) 2

2, ,xf x θ =
θ

  0, .x  ∈ θ   Проверить состоятельность, несмещенность, 
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найти дисперсию оценки. Можно ли здесь применить неравенство Рао — ​Фре-
ше — ​Крамера для проверки эффективности оценки?

7.4. Методом моментов и методом максимального правдоподобия по-
строить оценку параметра следующего распределения: 1( , ) , f x xθ−θ = θ x > 0. 
Проверить состоятельность, несмещенность, найти дисперсию оценки. Мож-
но ли здесь применить неравенство Рао — ​Фреше — ​Крамера для проверки 
эффективности оценки?

7.5. Пусть p0, p1, и p2 — ​доли семей студентов, у которых 0, 1 и два ребенка 
соответственно (в нашей популяции нет семей студентов с тремя и более деть-
ми). Известно, что p1 = 3p2. У четырех случайно опрошенных семей оказалось 
следующее количество детей: 1, 2, 0, 1. Найти оценки максимального правдо-
подобия и метода моментов величин p0, p1 и p2.

7.6. Закон распределения случайной величины задан таблицей:

Х –1 0 1
р θ 2θ 1 – 3θ

а) Имеется три наблюдения случайной величины: X1 = 0, X2 = 1, X3 = 0. Найти 
ML- и MM-оценки неизвестного параметра.

б) Решить эту задачу для произвольной случайной выборки X1, …, Xn.
в) Для метода моментов проверить состоятельность и несмещенность, 

найти дисперсию оценки.
7.7. Построить там, где возможно, оценки ML и MM неизвестных параме-

тров по случайной выборке X1, …, Xn и везде, где можно, проверить состоятель-
ность, несмещенность, найти информацию Фишера о неизвестном параметре 
и дисперсию оценок:

а) неизвестного параметра р геометрического распределения;
б) неизвестного параметра р биномиального распределения;

в)  2

2( , ) xf x θ =
θ

 при (0, );x∈ θ

г)
( )1ln

( , )
x

f x
x

θ−θ
θ =  при (1, ).x e∈

7.8. По  случайной выборке X1, …, Xn из  нормального распределения 
2

1 2 1( , )N µ µ −µ  методом моментов оценить параметры µ1, µ2. Дать определения 
несмещенности и состоятельности и проверить выполнение этих свойств для 
оценки µ1.

7.9. По случайной выборке X1, …, Xn из нормального распределения N(θ, 1) 
методом максимального правдоподобия оценить параметр θ. Будет ли найден-
ная оценка эффективной (ответ обосновать)?
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7.10. Имеется квадрат со стороной a, нам необходимо оценить площадь 
этого квадрата. Для этого проводим n независимых замеров стороны квадра-
та и получаем выборку длин сторон X1, …, Xn, Xi ~ N(a, σ2). Предлагаются две 
оценки площади квадрата:

а) 
2
iX

N
∑  — ​средний квадрат;

б)  2X  — ​квадрат среднего.
Какая оценка предпочтительнее?
7.11. Имеются две оценки дисперсии случайной величины σ2, построенные 

по независимой выборке: выборочная дисперсия 2
Xd  и исправленная выбороч-

ная дисперсия 2 :Xs
а) показать, что 2

Xd  смещена, а  2
Xs  нет;

б) но  2 2( ) ( );X XVar d Var s<
в) сравнить и2 2( ) ( ).X XMSE d MSE s
Являются ли эти оценки состоятельными?
7.12. Пусть X = (X1, …, Xn) — ​случайная выборка из нормального распреде-

ления с нулевым математическим ожиданием и дисперсией θ.
а) Используя второй начальный момент, найти оценку параметра θ методом 

моментов.
б) Сформулировать определение несмещенности оценки и проверить вы-

полнение данного свойства для оценки, найденной в пункте «а».
в) Сформулировать определение состоятельности оценки и проверить 

выполнение данного свойства для оценки, найденной в пункте «а».
г) Найти оценку параметра θ методом максимального правдоподобия.
д) Вычислить информацию Фишера о параметре θ, заключенную в n на-

блюдениях случайной выборки.
е) Сформулировать неравенство Рао — Фреше​ — ​Крамера.
ж) Сформулировать определение эффективности оценки и проверить вы-

полнение данного свойства для оценки, найденной в пункте «г».
7.13. Транспортная компания утверждает, что 10 % пассажиров, купивших 

билет, не являются на рейс. В случайной выборке из шести рейсов автобуса, 
имеющего 180 посадочных мест, число неявившихся оказалось: 5, 10, 25, 0, 17, 30. 
Пусть число пассажиров X, неявившихся на рейс, хорошо описывается распре-
делением Пуассона. При помощи метода максимального правдоподобия найти:

а) оценку E(X) и ее числовое значение по выборке;
б) оценку дисперсии X и ее числовое значение по выборке;
в) оценку стандартного отклонения X и ее числовое значение по выборке;
г) оценку вероятности того, что на рейс явятся все пассажиры, а также 

найти ее числовое значение по выборке;
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д) используя асимптотические свойства оценок максимального правдопо-
добия, построить 95 %-ный доверительный интервал для E(X).

7.14. По выборке X1, …, Xn из равномерного распределения R (0, θ) c неиз-
вестным параметром θ > 0 требуется оценить θ. Будут ли оценки 1 2 ,T X=  

2
1T n X

n
=

+
 несмещенными? Какая из них является более точной (эффектив-

ной)? Являются ли эти оценки состоятельными?
7.15. Пусть X — ​случайная величина с неизвестным математическим ожи-

данием m и дисперсией σ2. Для оценки параметра m были сделаны две неза-
висимые выборки. По одной было посчитано выборочное среднее 1,X  объем 
выборки составил N1, по второй — ​ 2 ,X  объем выборки N2. На основании этих 
двух оценок предложены два способа получить оценку m:

	 2 2
1 ;

2
ˆ X Xm +
=

	 1 2 2 2
2

1 2

ˆ .N X N Xm
N N

+
=

+

Какой способ лучше?
7.16. У 20 студентов, сдававших экзамен по теории вероятностей, сердце 

билось в среднем со скоростью 96 уд. в минуту. Стандартное отклонение вы-
борки было равно 5 уд. в минуту. Найти 95 %-ный доверительный интервал 
для генерального среднего.

7.17. Средний доход фирмы в день составлял 1 020 ед. После реорганиза-
ции выборочный средний доход в день за 30 рабочих дней составил 1 070 ед. 
с выборочным средним квадратичным отклонением (исправленным) 90 ед. 
Можно ли утверждать (на уровне значимости 5 %), что реорганизация привела 
к увеличению среднего дохода?

7.18. В книжном магазине проведено исследование продаж фантастическо-
го романа писателя Бурьяненко «Танцы в пустоте». В течение 25 рабочих дней 
роман продавался ежедневно в среднем по 64 экз. со средним квадратичным 
отклонением 10 экз. Можно ли утверждать на уровне значимости 5 %, что этот 
роман расходится хуже, чем предыдущий роман автора «Звездная жуть», если 
тот расходился в среднем по 70 экз. в день?

7.19. Инвестиция 1 рассчитана на 12 лет, дисперсия ежегодных прибылей 
составляет 20 %. Инвестиция 2 рассчитана на 10 лет, дисперсия ежегодных 
прибылей составляет 30 %. Предполагается, что распределение ежегодных 
прибылей на инвестиции подчиняется нормальному закону распределения. 
Равны ли риски 1 и 2? Доверительная вероятность 95 %.
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7.20. Пробег автомобиля до капитального ремонта является нормальной 
случайной величиной с неизвестным математическим ожиданием и неизвестной 
дисперсией. По выборке из 100 наблюдений найти 99 %-ный доверительный 
интервал для математического ожидания пробега, если известно, что интервал 
(92,16; 107,84) соответствует 95 %-ному доверительному интервалу.

7.21. Опрос домохозяйств в регионе Х и Y выявил следующие результаты:

	 ( )2540, 480, 36 410,26;i i i
i i i

X Y X= = − =∑ ∑ ∑

	 ( ) ( ) ( )2 2 240 358,3, 40 426,26, 36 376,3.i i i
i i i

Y X Y− = − = − =∑ ∑ ∑

Построить 90 %-ный доверительный интервал для математического ожи-
дания региона Y. На 5 %-ном уровне значимости проверить гипотезу о том, что 
средний доход в Н не превышает средний доход в Х, предполагая, что распре-
деление доходов нормально.

7.22. Предприимчивый Семен Семенович решил заключить контракт с но-
вой фирмой-поставщиком, менеджер которой утверждает, что средний срок 
безотказной работы предлагаемого изделия — ​2 900 ч. Однако Семен Семено-
вич не верит простым словам и все перепроверяет. И в этот раз при помощи 
своих знакомых-бизнесменов он насобирал выборку из 50 изделий, по которой 
средний срок безотказной работы оказался равным 2 720 ч с исправленным 
выборочным средним квадратичным отклонением 700 ч. Помогите Семену 
Семеновичу при 5 %-ном уровне значимости проверить, что средний срок 
не окажется меньше, чем гарантирует это фирма-поставщик.

7.23. На основании сделанного прогноза средняя дебиторская задолжен-
ность однотипных предприятий региона должна составить m0 = 120 ден. ед. 
Выборочная проверка 10 предприятий дала среднюю задолженность 
x  = 135 ден. ед., а исправленное среднее квадратичное отклонение задолжен-
ности s = 20 ден. ед. На уровне значимости 0,05 выяснить, можно ли принять 
данный прогноз.

7.24. Продавщица тетя Галя утверждает, что все три вида кофе «Невкусе», 
«Чиго» и «ДжанаМанах» одинаково популярны. Менеджер решил проверить, 
верно ли это утверждение. За неделю менеджер насчитал, что 45, 41 и 50 чело-
век покупали эти марки кофе соответственно. Правдоподобно ли утверждение 
тети Гали?

7.25. Для некоторой отрасли проведено исследование об оплате труда муж-
чин и женщин. Их зарплаты в тысячах рублей в месяц составляют для мужчин: 
50, 40, 45, 45, 35, для женщин: 60, 30, 30, 35, 30.

а) Считая, что распределение заработных плат мужчин хорошо описывается 
нормальным распределением, построить 99 %-ный доверительный интервал 
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для математического ожидания заработной платы мужчин и 90 %-ный дове-
рительный интервал для стандартного отклонения заработной платы женщин.

б) Сформулировать предпосылки, необходимые для построения довери-
тельного интервала для разности математических ожиданий заработных плат 
мужчин и женщин. Считая предпосылки выполненными, построить 90 %-ный 
доверительный интервал для разности математических ожиданий заработных 
плат мужчин и женщин. Можно ли считать зарплаты мужчин и женщин оди-
наковыми?

7.26. Контрольную работу по теории вероятностей по индивидуальным ва-
риантам выполняли студенты двух групп высшей школы экономики и менедж
мента УрФУ. В первой группе было предложено 105 задач, из которых верно 
решено 60, во второй группе из 140 предложенных задач верно решено 69. 
На уровне значимости 0,02 проверить гипотезу об отсутствии существенных 
различий в усвоении учебного материала студентами обеих групп.

7.27. Проводились испытания нового лекарства. В эксперименте участво-
вали 3 000 мужчин и 3 500 женщин. У 50 мужчин и 110 женщин наблюдались 
побочные эффекты. Можно ли утверждать, что побочные эффекты от нового 
лекарства у женщин возникают чаще, чем у мужчин? Доверительная вероят-
ность γ = 95 %.

7.28. Руководство фирмы, владеющей тремя магазинами, решило выяснить, 
посещают ли покупатели все три магазина одинаково охотно либо имеется 
некоторое различие. Для проверки была собрана информация о количестве 
покупателей, сделавших покупки в течение недели. Оказалось, что в первом 
магазине это число составляет 160 человек, во втором — ​225, в третьем — ​215. 
Каков будет результат?

7.29. Наблюдение за 1 000 автомобилями на скоростной дороге с четырьмя 
полосами движения показало, что первую полосу предпочли 294 водителя, 
вторую — ​276, третью — ​238, а остальные выбрали четвертую. Можно ли на ос-
новании этих данных утверждать, что равное количество водителей выбирает 
каждую из полос?

7.30. На основании сделанного прогноза средняя дебиторская задолжен-
ность однотипных предприятий региона должна составить a0 = 120 ден. ед. Вы-
борочная проверка 10 предприятий дала среднюю задолженность 135 ден. ед., 
а среднее квадратичное отклонение задолженности s = 20 ден. ед. На уровне 
значимости 0,05 выяснить, можно ли принять данный прогноз.

7.31. В рекламе утверждается, что месячный доход по акциям A превыша-
ет доход по акциям B более чем на 0,3 % (или на 0,003). В течение годичного 
периода средний месячный доход по акциям B составил 0,5 %, а по акциям 
A — ​0,65 %, его средние квадратичные отклонения соответственно 1,9 и 2,0 %. 
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Полагая распределения доходности по каждой акции нормальными, на уровне 
значимости 0,05 проверить утверждение, содержащееся в рекламе.

7.32. Поступление страховых полисов в 130 филиалах страховых компа-
ний в регионе А составило 26 · 104 у. е., в регионе В на 100 филиалов пришлось 
18 · 104 у. е. Дисперсия величины страховых взносов в регионе А равна 39 · 108 
(у. е.)2, в регионе В — ​25 · 108 (у. е.)2. На уровне значимости α = 0,05 определить, 
существенно ли различается средняя величина поступления страховых взносов 
в регионах A и B из расчета на один филиал.

7.33. Производительность двух моторных заводов, выпускающих дизельные 
двигатели, характеризуется следующими данными:

1‑й завод 72 84 69 74 82 67 75 86 68 61
2‑й завод 55 65 73 66 58 71 77 68 68 59

Можно ли считать одинаковыми производительности дизельных двигате-
лей на обоих заводах при уровне значимости 0,05?

7.34. Проведено исследование розничного товарооборота продовольствен-
ных магазинов в двух районах области (по 50 магазинов в каждом). Априори 
известны средние значения товарооборота 78,9 и 78,68 тыс. руб. Полученные 
в результате оценки среднеквадратичных отклонений в первом и во втором 
районах области соответственно равны 7,22 и 7,79 тыс. руб. Можно ли считать, 
что разброс розничного товарооборота магазинов в районах неодинаков при 
уровне значимости 0,05?

7.35. Менеджер банка утверждает, что размер кредита, выдаваемого клиен-
там, составляет в среднем 4 800$ со стандартным отклонением 800$. В выборке 
из 25 клиентов, бравших кредиты, средний размер кредита оказался равен 4 235$. 
При α = 0,10 есть ли достаточные основания опровергать утверждение менеджера?

7.36. В таблице представлены результаты наблюдений: X — ​число сделок 
на фондовой бирже за квартал, N = 400 (инвесторов).

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ni 146 97 73 34 23 10 6 3 4 2 2

Найти: выборочное среднее, выборочную дисперсию, выборочное средне
квадратичное отклонение, исправленную выборочную дисперсию, исправлен-
ное выборочное среднеквадратичное отклонение, моду, медиану, асимметрию, 
эксцесс.

7.37. В таблице представлены результаты наблюдений: X — ​месячный доход 
жителя региона (в руб.), N = 1 000 (жителей).

xi Менее 500 500–1 000 1 000–1 500 1 500–2 000 2 000–2 500 Свыше 2 500
ni 58 96 239 328 147 132
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Найти: выборочное среднее, выборочную дисперсию, выборочное средне
квадратичное отклонение, исправленную выборочную дисперсию, исправлен-
ное выборочное среднеквадратичное отклонение, моду, медиану, асимметрию, 
эксцесс.

7.38. Имеется монетка. Мы предполагаем, что монетка «жульническая» 
и «орел» выпадает в три раза чаще, чем «решка». Для проверки этой гипотезы 
предложена следующая процедура: бросаем монетку 3 раза и считаем, что 
монетка жульническая, если «орел» выпал 3 раза. Найти вероятность ошибок 
1‑го и 2‑го рода.

7.39. В таблице представлены данные о годовых доходах и расходах на лич-
ное потребление (в долларах) для 10 семей. Найти выборочную ковариацию.

Годовой доход Расходы на личное потребление
2 508 2 406
2 572 2 464
2 408 2 336
2 522 2 281
2 700 2 641
2 531 2 385
2 390 2 297
2 595 2 416
2 524 2 460
2 685 2 448

7.40. Имеется равномерное распределение с неизвестным параметром k:

	
1 , 0; ,

( )
0, 0; .

x k
kf x

x k

  ∈  = 
  ∉ 

Нужно проверить нулевую гипотезу H0: k = 1 при альтернативной гипотезе 
Ha: k = 2.

Для проверки имеется лишь одно наблюдение x1. Предложены два способа:

a) H0 отвергается при 1
1 ;
2

x ≥

б) H0 отвергается при 1 ≤ x1 ≤ 2.
Найти вероятность ошибок 1‑го и 2‑го рода.
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7.41. Из генеральной совокупности извлечена выборка объема n = 12:

Варианта xi –0,5 –0,4 –0,2 0 0,2 0,6 0,8 1 1,2 1,5
Частота ni 1 2 1 1 1 1 1 1 2 1

Оценить с надежностью 0,95 математическое ожидание m нормально рас-
пределенного признака генеральной совокупности с помощью доверительного 
интервала. Решить задачу для надежности 0,9 и 0,99.

7.42. За последние 5 лет годовой рост цены актива A составлял в среднем 
20 % со средним квадратичным отклонением (исправленным) 5 %. Построить 
доверительный интервал с вероятностью 95 % для цены актива в конце следу-
ющего года, если в начале года она равна 100 ден. ед.

7.43. Из генеральной совокупности извлечена выборка объема n = 10:

Варианта xi –2 1 2 3 4 5
Частота ni 2 1 2 2 2 1

Оценить с надежностью 0,95 математическое ожидание m нормально рас-
пределенного признака генеральной совокупности по выборочному среднему 
при помощи доверительного интервала.

7.44. За последние 9 лет годовой рост цены актива А составлял в среднем 
22 % со средним квадратичным отклонением (исправленным) 6 %. Построить 
доверительный интервал с вероятностью 90 % для средней цены актива в конце 
следующего года, если в начале она была равна 200 ден. ед.

7.45. Для отрасли, включающей 1 200 фирм, составлена случайная вы-
борка из 19 фирм. По выборке оказалось, что в фирме в среднем работают 
X  = 77,5 человека при среднем квадратичном отклонении Sx = 25 человек. Поль-
зуясь 95 %-ным доверительным интервалом, оценить среднее число работающих 
в фирме по всей отрасли и общее число работающих в отрасли. Предполагается, 
что количество работников фирмы имеет нормальное распределение.

7.46. Пробег в тысячах километров автомобиля «Лада Калина» до капи-
тального ремонта двигателя является нормальной случайной величиной с неиз-
вестным математическим ожиданием µ и известной дисперсией 49. По выборке 
из 20 автомобилей найти значение доверительного интервала для математиче-
ского ожидания пробега с уровнем доверия 0,95.

7.47. Вес упаковки с лекарством является нормальной случайной величиной 
с неизвестными математическим ожиданием µ и дисперсией σ2. Контрольное 
взвешивание 15 упаковок показало, что выборочное среднее равно 60, а не-
смещенная оценка дисперсии равна 50. Построить доверительные интервалы 
для математического ожидания и дисперсии веса упаковки (для дисперсии 
односторонний с нижней границей).



7.48. В ходе анкетирования 20 сотрудников банка «Альфа» ответили на во-
прос о том, сколько времени они проводят на работе ежедневно. Среднее выбо-
рочное оказалось равно 9,5 ч при стандартном отклонении 0,5 ч. Аналогичные 
показатели для 25 сотрудников банка «Бета» составили 9,8 и 0,6 ч соответ-
ственно. Проверить гипотезу о равенстве дисперсий времени, проводимого 
на работе, сотрудниками банков «Альфа» и «Бета». Проверить гипотезу о том, 
что сотрудники банка «Альфа» проводят на работе столько же времени, что 
и сотрудники банка «Бета».

7.49. Даны независимые выборки доходов выпускников двух ведущих эко-
номических вузов A и B, по 50 выпускников каждого вуза известно: 650,Ax =  

690,Bx =  2 50,AS =  2 70.BS =  Предполагая, что распределение доходов подчиня-
ется нормальному закону, проверить гипотезу об отсутствии преимуществ 
выпускников вуза B на уровне значимости 0,05.

7.50. Бухгалтер компании решил предпринять выборочную проверку и вы-
брал 18 из 1 200 компонент, продававшихся в прошлом месяце. Стоимость ото-
бранных компонент 82; 30; 98; 116; 80; 150; 200; 88; 70; 90; 160; 100; 86; 76; 90; 140; 
76; 68 (ден. ед.). Найти оценку средней стоимости всех компонент и построить 
для нее доверительный интервал с надежностью 0,95.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Таблица 1

Таблица значений функции 
2 21( ) e

2
xx −ϕ =

π

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,3989 0,3989 0,3989 0,3988 0,3986 0,3984 0,3982 0,3980 0,3977 0,3973
0,1 0,3970 0,3965 0,3961 0,3956 0,3951 0,3945 0,3939 0,3932 0,3925 0,3918
0,2 0,3910 0,3902 0,3894 0,3885 0,3876 0,3867 0,3857 0,3847 0,3836 0,3825
0,3 0,3814 0,3802 0,3790 0,3778 0,3765 0,3752 0,3739 0,3725 0,3712 0,3697
0,4 0,3683 0,3668 0,3653 0,3637 0,3621 0,3605 0,3589 0,3572 0,3555 0,3538
0,5 0,3521 0,3503 0,3485 0,3467 0,3448 0,3429 0,3410 0,3391 0,3372 0,3352
0,6 0,3332 0,3312 0,3292 0,3271 0,3251 0,3230 0,3209 0,3187 0,3166 0,3144
0,7 0,3123 0,3101 0,3079 0,3056 0,3034 0,3011 0,2989 0,2966 0,2943 0,2920
0,8 0,2897 0,2874 0,2850 0,2827 0,2803 0,2780 0,2756 0,2732 0,2709 0,2685
0,9 0,2661 0,2637 0,2613 0,2589 0,2565 0,2541 0,2516 0,2492 0,2468 0,2444
1,0 0,2420 0,2396 0,2371 0,2347 0,2323 0,2299 0,2275 0,2251 0,2227 0,2203
1,1 0,2179 0,2155 0,2131 0,2107 0,2083 0,2059 0,2036 0,2012 0,1989 0,1965
1,2 0,1942 0,1919 0,1895 0,1872 0,1849 0,1826 0,1804 0,1781 0,1758 0,1736
1,3 0,1714 0,1691 0,1669 0,1647 0,1626 0,1604 0,1582 0,1561 0,1539 0,1518
1,4 0,1497 0,1476 0,1456 0,1435 0,1415 0,1394 0,1374 0,1354 0,1334 0,1315
1,5 0,1295 0,1276 0,1257 0,1238 0,1219 0,1200 0,1182 0,1163 0,1145 0,1127
1,6 0,1109 0,1092 0,1074 0,1057 0,1040 0,1023 0,1006 0,0989 0,0973 0,0957
1,7 0,0940 0,0925 0,0909 0,0893 0,0878 0,0863 0,0848 0,0833 0,0818 0,0804
1,8 0,0790 0,0775 0,0761 0,0748 0,0734 0,0721 0,0707 0,0694 0,0681 0,0669
1,9 0,0656 0,0644 0,0632 0,0620 0,0608 0,0596 0,0584 0,0573 0,0562 0,0551
2,0 0,0540 0,0529 0,0519 0,0508 0,0498 0,0488 0,0478 0,0468 0,0459 0,0449
2,1 0,0440 0,0431 0,0422 0,0413 0,0404 0,0396 0,0387 0,0379 0,0371 0,0363
2,2 0,0355 0,0347 0,0339 0,0332 0,0325 0,0317 0,0310 0,0303 0,0297 0,0290



211

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2,3 0,0283 0,0277 0,0270 0,0264 0,0258 0,0252 0,0246 0,0241 0,0235 0,0229
2,4 0,0224 0,0219 0,0213 0,0208 0,0203 0,0198 0,0194 0,0189 0,0184 0,0180
2,5 0,0175 0,0171 0,0167 0,0163 0,0158 0,0154 0,0151 0,0147 0,0143 0,0139
2,6 0,0136 0,0132 0,0129 0,0126 0,0122 0,0119 0,0116 0,0113 0,0110 0,0107
2,7 0,0104 0,0101 0,0099 0,0096 0,0093 0,0091 0,0088 0,0086 0,0084 0,0081
2,8 0,0079 0,0077 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0067 0,0065 0,0063 0,0061
2,9 0,0060 0,0058 0,0056 0,0055 0,0053 0,0051 0,0050 0,0048 0,0047 0,0046
3,0 0,0044 0,0043 0,0042 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036 0,0035 0,0034
3,1 0,0033 0,0032 0,0031 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026 0,0025 0,0025
3,2 0,0024 0,0023 0,0022 0,0022 0,0021 0,0020 0,0020 0,0019 0,0018 0,0018
3,3 0,0017 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,0015 0,0014 0,0014 0,0013 0,0013
3,4 0,0012 0,0012 0,0012 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010 0,0010 0,0009 0,0009
3,5 0,0009 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007 0,0007 0,0007 0,0006
3,6 0,0006 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0004
3,7 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003
3,8 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002
3,9 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001
4,0 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001

Таблица 2

Таблица значений функции Лапласа 2 2

0

1( ) e
2

x
tx dt−Φ =

π ∫

x
Сотые доли x

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,0000 0,0040 0,0080 0,0120 0,0160 0,0199 0,0239 0,0279 0,0319 0,0359
0,1 0,0398 0,0438 0,0478 0,0517 0,0557 0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0753
0,2 0,0793 0,0832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141
0,3 0,1179 0,1217 0,1255 0,1293 0,1331 0,1368 0,1406 0,1443 0,1480 0,1517
0,4 0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 0,1736 0,1772 0,1808 0,1844 0,1879
0,5 0,1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2123 0,2157 0,2190 0,2224
0,6 0,2257 0,2291 0,2324 0,2357 0,2389 0,2422 0,2454 0,2486 0,2517 0,2549
0,7 0,2580 0,2611 0,2642 0,2673 0,2704 0,2734 0,2764 0,2794 0,2823 0,2852
0,8 0,2881 0,2910 0,2939 0,2967 0,2995 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,9 0,3159 0,3186 0,3212 0,3238 0,3264 0,3289 0,3315 0,3340 0,3365 0,3389
1,0 0,3413 0,3438 0,3461 0,3485 0,3508 0,3531 0,3554 0,3577 0,3599 0,3621

Окончание табл. 1
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x
Сотые доли x

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,1 0,3643 0,3665 0,3686 0,3708 0,3729 0,3749 0,3770 0,3790 0,3810 0,3830
1,2 0,3849 0,3869 0,3888 0,3907 0,3925 0,3944 0,3962 0,3980 0,3997 0,4015
1,3 0,4032 0,4049 0,4066 0,4082 0,4099 0,4115 0,4131 0,4147 0,4162 0,4177
1,4 0,4192 0,4207 0,4222 0,4236 0,4251 0,4265 0,4279 0,4292 0,4306 0,4319
1,5 0,4332 0,4345 0,4357 0,4370 0,4382 0,4394 0,4406 0,4418 0,4429 0,4441
1,6 0,4452 0,4463 0,4474 0,4484 0,4495 0,4505 0,4515 0,4525 0,4535 0,4545
1,7 0,4554 0,4564 0,4573 0,4582 0,4591 0,4599 0,4608 0,4616 0,4625 0,4633
1,8 0,4641 0,4649 0,4656 0,4664 0,4671 0,4678 0,4686 0,4693 0,4699 0,4706
1,9 0,4713 0,4719 0,4726 0,4732 0,4738 0,4744 0,4750 0,4756 0,4761 0,4767
2,0 0,4772 0,4778 0,4783 0,4788 0,4793 0,4798 0,4803 0,4808 0,4812 0,4817
2,1 0,4821 0,4826 0,4830 0,4834 0,4838 0,4842 0,4846 0,4850 0,4854 0,4857
2,2 0,4861 0,4864 0,4868 0,4871 0,4875 0,4878 0,4881 0,4884 0,4887 0,4890
2,3 0,4893 0,4896 0,4898 0,4901 0,4904 0,4906 0,4909 0,4911 0,4913 0,4916
2,4 0,4918 0,4920 0,4922 0,4925 0,4927 0,4929 0,4931 0,4932 0,4934 0,4936
2,5 0,4938 0,4940 0,4941 0,4943 0,4945 0,4946 0,4948 0,4949 0,4951 0,4952
2,6 0,4953 0,4955 0,4956 0,4957 0,4959 0,4960 0,4961 0,4962 0,4963 0,4964
2,7 0,4965 0,4966 0,4967 0,4968 0,4969 0,4970 0,4971 0,4972 0,4973 0,4974
2,8 0,4974 0,4975 0,4976 0,4977 0,4977 0,4978 0,4979 0,4979 0,4980 0,4981
2,9 0,4981 0,4982 0,4982 0,4983 0,4984 0,4984 0,4985 0,4985 0,4986 0,4986
3,0 0,4987 0,4987 0,4987 0,4988 0,4988 0,4989 0,4989 0,4989 0,4990 0,4990
3,1 0,4990 0,4991 0,4991 0,4991 0,4992 0,4992 0,4992 0,4992 0,4993 0,4993
3,2 0,4993 0,4993 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4995 0,4995 0,4995
3,3 0,4995 0,4995 0,4995 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4997
3,4 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4998
3,5 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998
3,6 0,4998 0,4998 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,7 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,8 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
3,9 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
4 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000

4,1 0,499979 4,2 0,499987 4,3 0,499991 4,4 0,499995 4,5 0,4999966
4,6 0,4999979 4,7 0,4999987 4,8 0,4999992 4,9 0,4999995 5,0 0,4999997

Окончание табл. 2
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Таблица 3
Таблица значений функции Пуассона

k λ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6, 0,7 0,8 0.9
0 0.9048 0,8187 0,7408 0,6703 0,6065 0,5488 0,4966 0,4493 0,4066
1 0.0905 0,1638 0,2222 0,2681 0,3033 0,3293 0,3476 0,3596 0,3639
2 0.0045 0,0164 0,0333 0,0536 0,0758 0,0983 0,1217 0,1438 0,1648
3 0.0002 0,0011 0,0033 0,0072 0,0126 0,0198 0,0284 0,0383 0,0494
4 — 0,0001 0,0003 0,0007 0,0016 0,0030 0,0050 0,0077 0,0111
5 — — — 0,0001 0,0002 0,0004 0,0007 0,0012 0,0020
6 — — — — — — 0,0001 0,0002 0,0003

k λ 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0, 7,0 8,0 9.0
0 0.3679 0,1383 0,0498 0,0183 0,0067 0,0025 0,0009 0,0003 0,0001
1 0.3679 0,2707 0,1494 0,0733 0,0337 0,0149 0,0064 0,0027 0,0011
2 0.1839 0,2707 0,2240 0,1465 0,0842 0,0446 0,0223 0,0107 0,0050
3 0.0613 0,1805 0,224 0,1984 0,1404 0,0892 0,0521 0,0286 0,0150
4 0.0153 0,0902 0,1680 0,1954 0,1755 0,1339 0,0912 0,0572 0,0337
5 0.0031 0,0361 0,1008 0,1563 0,1755 0,1606 0,1277 0,0916 0,0607
6 0.0005 0,0120 0,0504 0,1042 0,1462 0,1606 0,1490 0,1221 0,0911
7 0.0001 0,0034 0,0216 0,0595 0,1045 0,1377 0,1490 0,1396 0,1171
8 — 0,0009 0,0081 0,0298 0,0655 0,1033 0,1304 0,1396 0,1318
9 — 0,0002 0,0027 0,0132 0,0363 0,0689 0,1014 0,1241 0,1318

10 — — 0,0008 0,0053 0,0181 0,0413 0,0710 0,0993 0,1186
11 — — 0,0002 0,0019 0,0082 0,0255 0,0452 0,0722 0,0970,
12 — — 0,0001 0,0006 0,0034 0,0113 0,0264 0,0481 0,0728
13 — — — 0,0002 0,0013 0,0052 0,0142 0,0296 0,0504
14 — — — 0,0001 0,0005 0,0022 0,0071 0,0169 0,0324
15 — — — — 0,0002 0,0009 0,0033 0,0090 0,0194
16 — — — — — 0,0003 0,0015 0,0045 0,0109
17 — — — — — 0,0001 0,0006 0,0021 0,0058
18 — — — — — — 0,0002 0,0009 0,0029
19 — — — — — — 0,0001 0,0004 0,0014
20 — — — — — — — 0,0002 0,0006
21 — — — — — — — 0,0001 0,0003
22 — — — — — — — — 0,0001
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Таблица 5
Критические точки распределения Стьюдента

k
Уровень значимости α (двусторонняя критическая область)

0,1 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001
1 6,3138 12,7062 31,8205 63,6567 318,3088 636,6192
2 2,9200 4,3027 6,9646 9,9248 22,3271 31,5991
3 2,3534 3,1824 4,5407 5,8409 10,2145 12,9240
4 2,1318 2,7764 3,7469 4,6041 7,1732 8,6103
5 2,0150 2,5706 3,3649 4,0321 5,8934 6,8688
6 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074 5,2076 5,9588
7 1,8946 2,3646 2,9980 3,4995 4,7853 5,4079
8 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554 4,5008 5,0413
9 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498 4,2968 4,7809

10 1,8125 2,2281 2,7638 3,1693 4,1437 4,5869
11 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058 4,0247 4,4370
12 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545 3,9296 4,3178
13 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123 3,8520 4,2208
14 1,7613 2,1448 2,6245 2,9768 3,7874 4,1405
15 1,7531 2,1314 2,6025 2,9467 3,7328 4,0728
16 1,7459 2,1199 2,5835 2,9208 3,6862 4,0150
17 1,7396 2,1098 2,5669 2,8982 3,6458 3,9651
18 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784 3,6105 3,9216
19 1,7291 2,0930 2,5395 2,8609 3,5794 3,8834
20 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453 3,5518 3,8495
21 1,7207 2,0796 2,5176 2,8314 3,5272 3,8193
22 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188 3,5050 3,7921
23 1,7139 2,0687 2,4999 2,8073 3,4850 3,7676
24 1,7109 2,0639 2,4922 2,7969 3,4668 3,7454
25 1,7081 2,0595 2,4851 2,7874 3,4502 3,7251
26 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787 3,4350 3,7066
27 1,7033 2,0518 2,4727 2,7707 3,4210 3,6896
28 1,7011 2,0484 2,4671 2,7633 3,4082 3,6739
29 1,6991 2,0452 2,4620 2,7564 3,3962 3,6594
30 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500 3,3852 3,6460
40 1,6839 2,0211 2,4233 2,7045 3,3069 3,5510
50 1,6759 2,0086 2,4033 2,6778 3,2614 3,4960
60 1,6706 2,0003 2,3901 2,6603 3,2317 3,4602
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k
Уровень значимости α (двусторонняя критическая область)

0,1 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001
70 1,6669 1,9944 2,3808 2,6479 3,2108 3,4350
80 1,6641 1,9901 2,3739 2,6387 3,1953 3,4163
90 1,6620 1,9867 2,3685 2,6316 3,1833 3,4019

100 1,6602 1,9840 2,3642 2,6259 3,1737 3,3905
110 1,6588 1,9818 2,3607 2,6213 3,1660 3,3812
120 1,6577 1,9799 2,3578 2,6174 3,1595 3,3735
200 1,6525 1,9719 2,3451 2,6006 3,1315 3,3398
∞ 1,64485 1,95996 2,32634 2,57582 3,0902 3,2905

0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005
Уровень значимости α (односторонняя критическая область)

Таблица 6
Квантили распределения Фишера 95 %-ного уровня

k2

k1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 236,8 238,9 240,5 241,9
2 15,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,05
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,90 2,90 2,85
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38

Окончание табл. 5
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k2

k1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 2,32
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,44 2,37 2,32 2,27
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25
25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24
26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22
27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 2,20
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,55 2,43 2,35 2,28 2,22 2,18
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99

120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,17 2,09 2,02 1,96 1,91
∞ 3,84 3,00 2,60 2,37 2,21 2,10 2,01 1,94 1,88 1,83

k2

k1

12 15 20 24 30 40 60 120 ∞

1 243,9 245,9 248,0 249,1 250,1 251,1 252,2 253,3 254,3
2 19,41 19,43 19,45 19,45 19,46 19,47 19,48 19,49 19,50
3 8,74 8,70 8,66 8,64 8,62 8,59 8,57 8,55 8,53
4 5,91 5,86 5,80 5,77 5,75 5,72 5,69 5,66 5,63
5 4,68 4,62 4,56 4,53 4,50 4,46 4,43 4,40 4,36
6 4,00 3,94 3,87 3,84 3,81 3,77 3,74 3,70 3,67
7 3,57 3,51 3,44 3,41 3,38 3,34 3,30 3,27 3,23
8 3,28 3,22 3,15 3,12 3,08 3,04 3,01 2,97 2,93
9 3,07 3,01 2,94 2,90 2,86 2,83 2,79 2,75 2,71

10 2,91 2,85 2,77 2,74 2,70 2,66 3,20 2,58 2,54
11 2,79 2,72, 2,65 2,61 2,57 2,53 3,00 2,45 2,40
12 2,69 2,62 2,54 2,51 2,47 2,43 2,85 2,34 2,30
13 2,60 2,53 2,46 2,42 2,38 2,34 2,72 2,25 2,21
14 2,53 2,46 2,39 2,35 2,31 2,27 2,61 2,18 2,13
15 2,48 2,40 2,33 2,29 2,25 2,20 2,16 2,11 2,07
16 2,42 2,35 2,28 2,24 2,19 2,15 2,11 2,06 2,01

Продолжение табл. 6



Окончание табл. 6

k2

k1

12 15 20 24 30 40 60 120 ∞

17 2,38 2,31 2,23 2,19 2,15 2,10 2,06 2,01 1,96
18 2,34 2,27 2,19 2,15 2,11 2,06 2,02 1,97 1,92
19 2,31 2,23 2,16 2,11 2,07 2,03 1,98 1,93 1,88
20 2,28 2,20 2,12 2,08 2,04 1,99 1,95 1,90 1,84
21 2,25 2,18 2,10 2,05 2,01 1,96 1,92 1,87 1,81
22 2,23 2,15 2,07 2,03 1,98, 1,94 1,89 1,84 1,78
23 2,20 2,13 2,05 2,01 1,96 1,91 1,86 1,81 1,76
24 2,18 2,11 2,03 1,98 1,94 1,89 1,84 1,79 1,73
25 2,16 2,09 2,01 1,96 1,92 1,87 1,82 1,77 1,71
26 2,15 2,07 1,99 1,95 1,90 1,85 1,80 1,75 1,69
27 2,13 2,06 1,97 1,93 1,88 1,84 1,79 1,73 1,67
28 2,12 2,04 1,96 1,84 1,87 1,82 1,77 1,71 1,65
29 2,10 2,03 1,94 1,81 1,85 1,81 1,75 1,70 1,64
30 2,09 2,01 1,93 1,78 1,84 1,79 1,74 1,68 1,62
40 2,00 1,92 1,84 1,76 1,74 1,69 1,64 1,58 1,51
60 1,92 1,84 1,75 1,88 1,65 1,59 1,53 1,47 1,39

120 1,83 1,75 1,66 1,76 1,55 1,50 1,43 1,35 1,25
∞ 1,75 1,67 1,57 1,52 1,46 1,39 1,32 1,
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