
Федеральное государственное бюджетное учреждение науки

Институт математики и механики им. Н.Н.Красовского

Уральского отделения Российской академии наук

На правах рукописи

Байдакова Наталия Васильевна

Полиномиальная интерполяция
на симплексах

01.01.01 — вещественный, комплексный и функциональный анализ

Диссертация на соискание ученой степени

доктора физико-математических наук

Научный консультант:

д. ф.-м. н., проф., чл.-корр. РАН

Субботин Юрий Николаевич

Екатеринбург – 2018



Содержание

Список обозначений 3

Введение 6

Глава 1. Константа и функция Лебега для интерполяционных

многочленов Лагранжа на d -симплексах 47

§ 1.1.Порядок роста констант Лебега . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

§ 1.2.Оценка снизу функции Лебега . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Глава 2. Оценки погрешности аппроксимации производных

в случаях простой и кратной интерполяции

на треугольниках и тетраэдрах 76

§ 2.1.Оценки сверху для простых конечных элементов . . . . . . . 76

§ 2.2.Оценки снизу для простых конечных элементов . . . . . . . 119

§ 2.3.Оценки сверху для составного конечного элемента . . . . . . 139

§ 2.4.Оценки снизу для составных конечных элементов . . . . . . 150

Глава 3. Об оценках погрешности аппроксимации производ-

ных в случае интерполяции Лагранжа на d -симплексах 165

§ 3.1.Новая геометрическая характеристика симплекса и ее срав-

нение с характеристикой П. Жамэ . . . . . . . . . . . . . . . 166

§ 3.2.Оценки снизу погрешности аппроксимации производных . . 172

§ 3.3.Линейная интерполяция на тетраэдре . . . . . . . . . . . . . 194

Заключение 198

Список литературы 200

2



СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

R,Z,N — соответственно множества действительных, целых, натураль-

ных чисел; R+ — множество неотрицательных действительных чисел,

Z+ = N ∪ {0};
d ∈ N , d ≥ 2;

Rd = {u = (u1, u2, . . . , ud) : u1, u2, . . . , ud ∈ R} — d -мерное евклидово

пространство;

n ∈ N;

Cs
k =

(
k

s

)
=

k!

s!(k − s)!
— биномиальные коэффициенты ( k, s ∈ N,

k ≥ s );

Γ(x) — гамма-функция Эйлера;

∆ ⊂ Rd — невырожденный d -симплекс с вершинами a1, a2, . . . , ad+1;

H = H(∆) — диаметр ∆;

если u ∈ ∆, то λ(u) = λ = (λ1, λ2, . . . , λd+1) ∈ Rd+1 — барицентриче-

ские координаты точки u симплекса относительно вершин a1, a2, . . . , ad+1 ,

т. е. u = λ1a1 + . . .+ λd+1ad+1 , λi ≥ 0 , i = 1, d+ 1 , λ1 + . . .+ λd+1 = 1;

u(λ) — точка, имеющая барицентрические координаты λ =

(λ1, λ2, . . . , λd+1) ;

Ω ⊂ Rd — замыкание некоторой области в Rd (далее для краткости

договоримся называть Ω областью); мы считаем, что Ω может быть три-

ангулирована, т. е. представлена в виде объединения конечного числа d -

симплексов таким образом, что любые два симплекса либо не имеют общих

точек, либо имеют общую вершину, либо имеют общую грань размерности

s , 1 ≤ s ≤ d− 1, т. е. Ω является многогранником в Rd;

C(∆) — множество действительнозначных функций, определенных и

непрерывных на ∆;

Ds
ξ1...ξs

f — производная порядка s функции f : Rd → R по направле-

ниям произвольных единичных векторов ξ1, . . . , ξs ∈ Rd;
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W n+1M(Ω) = W n+1M — множество функций, непрерывных на Ω вме-

сте со всеми своими частными производными до порядка n + 1 включи-

тельно, у которых все производные порядка n+ 1 ограничены по модулю

константой M ≥ 0 (в частности, может быть Ω = ∆ );

τij (i 6= j) — единичные векторы, направленные от ai к aj;

aiaj = [ai, aj] — отрезки (ребра симплекса ∆ ), соединяющие вершины

ai и aj;

dij = |aiaj| = |ai − aj| — длина ребра aiaj симплекса ∆;

‖f‖∆ = sup
u∈∆
|f(u)| (везде в тексте, где не сказано иное, под нормой

понимается ‖ · ‖∆ ).

P d
n [f ](u) = P d

n (u) = P d
n [f ](λ) = P d

n (λ) — многочлен степени не выше

n по совокупности переменных, являющихся координатами точки u ∈ ∆

(в некоторой системе координат), удовлетворяющий каким-либо условиям

интерполяции функции f ∈ W n+1M(∆);

Ed
n,s = Ed

n,s(∆) = Es(∆, P
d
n ) = sup

f∈Wn+1M(∆),

ξi∈Rd, ‖ξi‖=1, i=1,...,s

‖Ds
ξ1...ξs

(f − P d
n )‖∆

— величина погрешности аппроксимации производных порядка s функции

f интерполяционным многочленом P d
n на ∆ (отметим, что величина Ed

n,s

зависит от способа выбора интерполяционных условий, используемых при

задании многочлена P d
n );

Если d = 2, т. е. ∆ — треугольник с вершинами a1, aa, a3, то исполь-

зуем также следующие обозначения:

nij (i, j = 1, 2, 3; i 6= j) — вектор единичной нормали к стороне aiaj;

α, β, γ — углы треугольника при вершинах a1, a2, a3, причем мы счи-

таем, что α ≤ β ≤ γ, т. е. a1a2 — наибольшая сторона треугольника;

S3, S∆ — кусочно полиномиальные функции, интерполирующие функ-

цию f ∈ W n+1M(∆) на ∆ и являющиеся соответственно многочленами
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степени n = 3 или n ∈ N на каждом из треугольников, на которые три-

ангулирован треугольник ∆ (детали см. в § 2.3 и §2.4);

En,s = En,s(∆) = En,s(∆, S) = sup
f∈Wn+1M(∆),

ξi∈Rd, ‖ξi‖=1, i=1,...,s

ess sup
u∈∆

|Ds
ξ1...ξs

(f(u)− S(u))|

— величина погрешности аппроксимации производных порядка s функции

f соответствующими производными кусочно-полиномиальной функции S,

где S = S3, n = 3 или S = S∆, n ∈ N (величина En,s, как и Ed
n,s,

зависит от способа выбора интерполяционных условий, используемых при

задании кусочно полиномиальной функции S ).

Будем писать, что функции нескольких переменных ψ1 и ψ2 находят-

ся в отношении порядка ψ1 .
α1,...,αs

ψ2 (или ψ1 &
α1,...,αs

ψ2 ), где α1, . . . , αs

— некоторые числовые параметры, если найдется положительное число

C(α1, . . . , αs) , зависящее от α1, . . . , αs , такое, что ψ1 ≤ C(α1, . . . , αs)ψ2

(или ψ1 ≥ C(α1, . . . , αs)ψ2 ) для всех значений аргументов ψ1 и ψ2. Если

ψ1 .
α1,...,αs

ψ2 .
α1,...,αs

ψ1 , то будем писать ψ1 �
α1,...,αs

ψ2 . Аналогично будем

использовать обозначения ψ1 . ψ2 , ψ1 & ψ2 , ψ1 � ψ2 , если найдет-

ся такая положительная константа C , что соответственно выполняются

соотношения ψ1 ≤ Cψ2 , ψ1 ≥ Cψ2 , ψ1 . ψ2 . ψ1 .
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Введение

Предметом изучения диссертации являются вопросы, связанные с по-

линомиальной интерполяцией и аппроксимацией функций многих пере-

менных на d -симплексе в равномерной норме (рассматриваются случаи

d = 2, 3 или d ∈ N ). Способы интерполяции на произвольном симплек-

се выбираются таким образом, чтобы результирующий сплайн, определен-

ный на триангулированной области, обладал свойством непрерывности или

гладкости порядка m, m ≥ 1 (под сплайном мы понимаем функцию, ко-

торая на каждом симплексе из триангуляции области Ω является алгеб-

раическим многочленом, причем эти многочлены задаются таким образом,

чтобы результирующая кусочно-полиномиальная функция на всей области

обладала свойством непрерывности или гладкости заданного порядка; под

гладкостью порядка m — существование и непрерывность всех производ-

ных до порядка m включительно). В первой и третьей главах рассматри-

вается интерполяция Лагранжа (интерполируются значения приближае-

мой функции) в равномерных узлах симплекса. Такой выбор интерполяци-

онных условий часто используется в методе конечных элементов, но может

также представлять самостоятельный интерес как способ аппроксимации

функции. Во второй главе рассмотрен ряд способов интерполяции Эрмита

и Биркгофа (интерполируются значения приближаемой функции и значе-

ния ее производных: последовательных — в случае интерполяции Эрмита,

и с пропусками — в случае интерполяции Биркгофа) с интерполяцией про-

изводных высокого порядка в связи с изучением возможности применения

соответствующих сплайнов, построенных на триангулированой исходной

области, в методе конечных элементов.

Актуальность темы.

В первой главе изучаются константа и функция Лебега для интерполя-

ционного процесса по равномерным узлам произвольного симплекса в Rd.
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Пусть {ai1i2...id+1
} — узлы равномерной сетки на d -симплексе ∆ ⊂ Rd,

т. e. узлы, имеющие следующие барицентрические координаты:

ai1i2...id+1
=

(
i1
n
,
i2
n
, . . . ,

id+1

n

)
, (0.0.1)

ik ∈ {0, . . . , n}, i1 + i2 + . . .+ id+1 = n.

Для f ∈ C(∆) строится алгебраический многочлен P d
n [f ](λ) = P d

n (λ) =

P d
n [f ](u) = P d

n (u) степени не выше n по совокупности переменных

λ1, λ2, . . . , λd+1 , интерполирующий функцию f : Rd → R в узлах рав-

номерной сетки (0.0.1), т. е. удовлетворяющий условиям

P d
n (ai1i2...id+1

) = f(ai1i2...id+1
), ik ∈ {0, . . . , n}, i1 + i2 + . . .+ id+1 = n.

Известно, что такой многочлен существует и единственный (например, это

следует из работы Р.А. Николайдиса [65], в которой построены соответству-

ющие фундаментальные многочлены). Обозначим через Ldn(u) = Ldn(λ) ,

u = u(λ) ∈ ∆ , функцию Лебега лагранжева процесса интерполяции в рав-

номерных узлах симплекса функции f ∈ C(∆) алгебраическими много-

членами P d
n [f ] , т. е. норму функционала в пространстве C(∆), ставящего

в соответствие каждой непрерывной функции f значение ее интерполя-

ционного многочлена в точке u(λ) симплекса ∆ ; через Ldn — констан-

ту Лебега указанного интерполяционного процесса, т. е. норму оператора,

действующего из C(∆) в C(∆), который каждой непрерывной функции

ставит в соответствие ее интерполяционный многочлен степени не выше n

по совокупности переменных. Таким образом,

Ldn(u) = Ldn(λ) = sup
f∈C(∆)
f 6=0

|P d
n [f ](λ)|
‖f‖∆

, u = u(λ) ∈ ∆,

Ldn = sup
f∈C(∆)
f 6=0

‖P d
n [f ]‖∆

‖f‖∆
.

Известно, что Ldn = max
u(λ)∈∆

Ldn(λ) (для одномерного случая см., напри-

мер, [4]; многомерный случай доказывается аналогично).
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Константы Лебега позволяют получать оценки неустранимой погрешно-

сти интерполирования, обусловленной ошибками задания значений интер-

полируемой функции в узлах: если ошибки задания функции не превосхо-

дят ε, то неустранимая погрешность интерполирования оценивается свер-

ху величиной Ldnε (это следует из определения константы Лебега). Кроме

того, константы Лебега могут быть использованы при исследовании схо-

димости интерполяционных процессов. Известно, что интерполяционный

процесс для заданной матрицы узлов сходится, если En(f)Ldn → 0 при

n → ∞, где En(f) — величина наилучшего приближения в равномерной

метрике интерполируемой функции f множеством многочленов степени

не выше n (доказательство для одномерного случая может быть найдено,

например, в [16] или в [4]; многомерный случай доказывается аналогично).

Аналогичные утверждения справедливы и для функции Лебега: если ошиб-

ки задания функции не превосходят ε, то неустранимая погрешность ин-

терполирования функции в точке u оценивается сверху величиной Ldn(u)ε

(следует из определения); если в некоторой точке u ∈ ∆ справедливо со-

отношение En(f)Ldn(u)→ 0 при n→∞ , то в точке u интерполяционный

процесс сходится для заданной матрицы узлов (см. [4] или [16]).

Для d = 1 А.Х. Турецким [23] в 1940 г. (см. также [24, с. 42]) была

найдена асимптотика по n константы Лебега

L1
n =

2n+1

e n lnn
(1 + εn), где lim

n→∞
εn = 0. (0.0.2)

По-видимому, этот результат не получил своевременной широкой извест-

ности за рубежом, и оценки для L1
n впоследствии выводились рядом дру-

гих авторов. Среди этих оценок имеются как более слабые, так и еще раз

доказанная асимптотика. В частности, равенство (0.0.2) было независимо

доказано А. Шёнхаге [69] в 1961 г. (точнее, формулировка результата в [69]

аналогична формуле (0.0.2), однако в реальности в [69] доказан несколько

более сильный результат, дающий первые слагаемые асимптотического раз-
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ложения константы Лебега L1
n при n → ∞ ). Обзор других результатов,

полученных до 1991 г. можно найти в работе Л. Трефетена и Дж. Видема-

на [73]. В 1992 г. Т.М. Милсом и С. Смитом [63] получено асимптотическое

разложение для lnL1
n , уточняющее результат из [69]. В 2004 г. А. Айзин-

берг, Г. Феделе, Г. Франц [49] получили новый вид асимптотики для L1
n ,

однако ввиду сложности найденного представления авторы не провели его

сравнение с перечисленными выше результатами для произвольного n , но

численно установили некоторое преимущество найденной асимптотики для

33 ≤ n ≤ 200 в терминах относительной погрешности.

Для произвольных d, n ∈ N Л.П. Бос [36] в 1983 г. показал, что

Ldn ≤

(
2n− 1

n

)
� 4n√

n
; Ldn →

(
2n− 1

n

)
при d→∞.

Позднее (в 1988 г.) Т. Блумом [35] было установлено, что

lim
n→∞

logLdn
n

= log 2

и

lim sup
n→∞

logLdn(λ)

n
= max{logϕ(λ1), . . . , logϕ(λd+1)}, (0.0.3)

где

ϕ(t) = 2tt(1− t)1−t. (0.0.4)

Для функции Лебега в случае отрезка (т. е. d = 1 , ∆ = [0, 1] ,

u = x ∈ [0, 1] , L1
n(u) = L1

n(x) ) и узлов интерполяции, определяемых

формулой (0.0.1), имеет место следующая теорема.

Теорема 0.A [4, §4 гл. 5, теорема 1]. Для любого x ∈ (0, 1), x 6= 1/2,

найдется последовательность номеров nk → ∞, для которых выполня-

ются неравенства

L1
nk

(x) ≥ c(x)
1
√
nk

[ϕ(x)]nk ,

где c(x) = c0

√
x(x− 1) |cos πx| > 0, c0 — положительная константа,

функция ϕ определена в (0.0.4).
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В первой главе диссертации будет найден порядок роста константы Ле-

бега Ldn по n при фиксированном d ≥ 2 . Также будет доказано утвер-

ждение, являющееся аналогом теоремы 0.A для d -симплекса ( d ≥ 2 ) и

дающее оценку снизу для подпоследовательности Ldnk(λ) ( k →∞ ), кото-

рая является более точной, чем оценка снизу, вытекающая из (0.0.3).

Вторая и третья главы посвящены получению оценок сверху и снизу ве-

личин погрешности аппроксимации функции, заданной на симплексе, и ее

производных интерполяционными многочленами типа Лагранжа, Эрмита

или Биркгофа и их производными соответственно. А именно, изучается за-

висимость величин Ed
n,s(∆) и En,s(∆) от геометрических характеристик

симплекса, что тесно связано с контролем триангуляции исходной обла-

сти при применении метода конечных элементов. Согласно лемме Сеа [41]

(глава 2, предложение 3.1), оценка погрешности аппроксимации решения

краевой задачи кусочно-полиномиальными функциями, полученными в хо-

де реализации метода конечных элементов, зависит от расстояния между

точным решением краевой задачи и построенным подпространством ко-

нечных элементов. Поскольку вычисление величины наилучшего прибли-

жения функции элементами соответствующего подпространства является

достаточно сложной задачей, то для оценки погрешности метода обычно

используют не элемент наилучшего приближения из пространства конеч-

ных элементов, а интерполяционную кусочно-полиномиальную функцию.

Последняя задача, в свою очередь, сводится к проблеме локальной интер-

поляции на отдельном d -симплексе. Отметим, что при получении оценок

сверху обычно (в том числе в диссертации) также решается задача выбо-

ра подходящих интерполяционных условий, которые и определяют способ

построения пространства конечных элементов, использующегося впослед-

ствии для поиска приближенного решения краевой задачи. От того, какие

выбраны условия интерполяции, зависят получаемые оценки погрешности
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аппроксимации производных интерполируемой функции. Конечным эле-

ментом будем называть d -симплекс вместе с выбранными на нем услови-

ями интерполяции функции f ∈ W n+1M. Везде речь будет идти о конеч-

ных элементах, применение которых ведет к получению непрерывной или

достаточно гладкой результирующей кусочно-полиномиальной функции на

триангулированной исходной области Ω.

Во второй главе в основном рассматриваются задачи простой и кратной

(в большей степени кратной) интерполяции для случая d = 2. Под про-

стой интерполяцией мы будем понимать случаи, когда интерполируются

только значения исходной функции f ; под кратной — любые случаи, ко-

гда кроме значений функции интерполируются также значения каких-либо

ее производных в выбранных точках (в том числе, в частности, значения

самой функции в таких точках могут не интерполироваться). Договоримся

в обозначении многочлена P d
n опускать верхний индекс, если из контекста

понятно, о какой размерности идет речь.

Пусть d = 2 и пусть имеется триангуляция области Ω ⊂ R2. На каж-

дом треугольнике из триангуляции области Ω для f ∈ W n+1M(Ω) стро-

ится многочлен Pn = Pn[f ] степени не выше n по совокупности перемен-

ных, интерполирующий функцию f (и ее производные, если речь идет о

кратной интерполяции) в некоторых узлах треугольника. Всего задается

(n + 1)(n + 2)/2 условий интерполяции на каждом треугольнике. В ре-

зультате на Ω мы получаем интерполяционную кусочно-полиномиальную

функцию (сплайн). Будем говорить в таком случае, что сплайн полу-

чен с помощью локальной интерполяции. Пусть условия для построения

Pn = Pn[f ] таковы, что результирующая кусочно-полиномиальная функ-

ция на Ω имеет гладкость порядка m , m ∈ Z+ , n ≥ 4m + 1 (послед-

нее ограничение на соотношение между n и m является естественным и

обусловлено тем, что при локальной интерполяции степень n = 4m + 1

является наименьшей, обеспечивающей гладкость порядка m результиру-
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ющего сплайна на Ω — см. [75]).

Построенная кусочно-полиномиальная функция аппроксимирует f, а ее

производные аппроксимируют соответствующие производные функции f.

Оценки погрешности аппроксимации производных обычно зависят от гео-

метрических характеристик треугольников триангуляции, в связи с чем

на триангуляцию, как правило, накладываются определенные требова-

ния. Первоначально используемым ограничением на триангуляцию явля-

лось условие наименьшего угла — ограничение снизу величин наимень-

ших углов треугольников. Это связано с тем, что во многих первых (став-

ших широко известными) оценках сверху величин погрешности аппрокси-

мации производных функции производными интерполяционных кусочно-

полиномиальных функций в знаменателях дробей, участвующих в этих

оценках, присутствуют синусы наименьших углов треугольников, состав-

ляющих разбиение исходной области, или их аналоги. В качестве примера

можно указать полученные в конце 60-х и начале 70-х годов прошлого века

оценки М. Зламала [80], А. Женишека [77], Дж. Брамбла и М. Зламала [37].

Остановимся подробнее на случае d = 2 , n = 4m + 1. Интерес к сте-

пени n = 4m + 1 обусловлен тем, что эта степень является наименьшей,

обеспечивающей гладкость m результирующей кусочно-полиномиальной

функции на Ω . В силу того, что мы обсуждаем локальные методы постро-

ения кусочно-полиномиальной функции, далее можно ограничиться рас-

смотрением одного треугольника ∆ с вершинами a1, a2, a3 из триангуля-

ции области Ω .

На каждой из сторон [ap, aq] выделим множество точек
{
bj(pq)k

}k
j=1

,

k = 1, . . . ,m, таких, что при каждом фиксированном k эти точки делят

сторону, которой они принадлежат, на k + 1 равных отрезков. Для по-

строения интерполяционного многочлена P4m+1 на ∆ зададим значения

функции и всех ее производных до порядка 2m в вершинах треугольника,

и по k производных k -го порядка ( k = 1, . . . ,m ) по нормалям к каждой
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из сторон:
∂kP4m+1(ai)

∂τ k−lij ∂τ lis
=

∂kf(ai)

∂τ k−lij ∂τ lis
, (0.0.5)

0 ≤ k ≤ 2m, 0 ≤ l ≤ k, i = 1, 2, 3; {j, s} = {1, 2, 3} \ {i};

∂kP4m+1

(
bj(pq)k

)
∂nkpq

=
∂kf

(
bj(pq)k

)
∂nkpq

, (0.0.6)

1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ p, q ≤ 3, p 6= q.

Таким образом, задано 3(m+ 1)(5m+ 2)/2 условий и обеспечена принад-

лежность результирующего сплайна классу Cm(Ω) . Оставшиеся m(m −
1)/2 условий могут варьироваться. В [37], [77], [81] в 1970–1971 гг. для

условий (0.0.5)—(0.0.6) и выбираемых некоторыми способами оставшихся

условий доказаны следующие оценки сверху погрешности аппроксимации

функций f ∈ W 4m+2M и ее производных:

E2
4m+1,s(∆) = Es(∆, P4m+1) .

m
MH4m+2−s (sinα)−s , s = 0, . . . , 4m+ 1.

Такого же рода оценки сверху, но для значительно более общей ситуации

(произвольной степени n многочлена, произвольной размерности d , ши-

рокого класса многомерных областей и широкого множества интерполяци-

онных условий) доказаны в работе Ф. Сьярле и П.А. Равьяра [43] в 1972 г.

В случае, когда речь идет о d -симплексе ∆ при d ≥ 2 , оценки из [43] для

f ∈ W n+1M имеют вид

||Ds
ξ1...ξs

(f −Qd
n)||∆ .

n
M
Hn+1

ρs
, 0 ≤ s ≤ n, (0.0.7)

где ξ1, . . . , ξs — произвольные единичные векторы, Qd
n — интерполяци-

онные многочлены типа Лагранжа, Эрмита или Биркгофа степени не вы-

ше n по совокупности переменных, для которого положительно решается

вопрос о существовании; ρ – радиус шара, вписанного в ∆. Некоторую

дополнительную информацию и обзор вариантов обобщений условия наи-

меньшего угла на случаи d -симплексов можно найти в серии совместных
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работ Я. Брандтса, С. Коротова, М. Крижека, А. Ханнукайнена [38], [39],

[40]. Отметим, что в большинстве уже указанных и цитируемых ниже ра-

бот речь идет не только о полученных авторами оценках, но и о выборе

способов интерполяции.

С другой стороны, еще в 1949 году в учебнике Г.М. Фихтенгольца [26,

п. 602] по сути показано, что если ∆ — прямоугольный треугольник, то в

любой точке треугольника уклонение в R2 градиента функции f ∈ W 1M

от градиента многочлена первой степени, интерполирующего f в верши-

нах треугольника, стремится к нулю при стремлении к нулю наибольшей

стороны треугольника ∆. В 1957 году Дж.Л. Синжем [72, с. 211], а затем

независимо в 1965 году К. Фенгом [50] (см. также [51]) для случая линейной

интерполяции в вершинах произвольного треугольника ∆ были получены

оценки сверху величин погрешности аппроксимации производных функ-

ции, выражающие зависимость не от наименьшего, а от наибольшего угла

треугольника (причем, как позднее стало понятным из работ других ав-

торов, в указанных работах отражена точная зависимость от наибольших

углов треугольников). Также в 1975 году Дж. Грегори [52] и в 1976 году

И. Бабушкой и А.К. Азизом [33] на примере интерполяционных многочле-

нов малых степеней было отмечено, что условие наименьшего угла тре-

угольника при оценке сверху величин аппроксимации производных может

быть заменено на более слабое ограничение на наибольший угол (в L2 ).

Отметим, что в [52] выписаны явные оценки сверху погрешности аппрок-

симации для многочленов первой степени, а в [33] доказана только сходи-

мость при выполненном условии наибольшего угла (условии отделенности

от π наибольшего угла треугольника), но при этом в [33] обсуждаются

многочлены первой и второй степеней, а также общий подход к оценкам

для многочленов третьей и четвертой степеней.

Существенно более сильный результат был получен в 1976 г.

П. Жамэ [57], где доказаны оценки сверху величины погрешности аппрок-
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симации функции и ее производных в случае интерполяции Лагранжа по

равномерным узлам произвольного d -симплекса для произвольной степе-

ни n (впоследствии мы обсудим этот результат более детально).

Позднее для случая лагранжевой интерполяции многочленами степени

n по равномерным узлам d -симплекса Ю.Н. Субботиным [17, 18] были

получены оценки, отличные от найденных в [57]. В частности, и в [57], и

в [18] в случае d = 2 оценки принимают вид

E2
n,s(∆) = Es(∆, Pn) .

n
MHn+1−s(sin β)−s, s = 0, . . . , n. (0.0.8)

Из (0.0.8) следует, что в случае d = 2 условие наименьшего угла, нала-

гаемое на триангуляцию, может быть заменено на условие наибольшего

угла (отделенность наибольшего угла от π ). Кроме того, Ю.Н. Суббо-

тиным были получены неулучшаемые с точностью до знака ” . ” оценки

приближения функций и их производных некоторыми интерполяционны-

ми многочленами Эрмита и Биркгофа малых степеней на треугольниках

и d -симплексах [17–20], позволяющие ослабить условие наименьшего угла

или устанавливающие, что данное условие является существенным. В лите-

ратуре существует также ряд оценок с достаточно малыми или оптималь-

ными константами. В частности, такие оценки для d = 2, n = 1 в случае

прямоугольных треугольников получены в 1980 г. в книге Ю.С. Завьяло-

ва, Б.И. Квасова, В.Л. Мирошниченко [5, глава 2, § 12]. В [18,19] получены

точные оценки аппроксимации функции (для d ≥ 2 , n = 1 ) и ее производ-

ных (для d = 2 , n = 1 ) линейной функцией P1 , интерполирующей f в

вершинах треугольника, и ее производными; также в [19] получены двусто-

ронние оценки аппроксимации функции интерполяционным многочленом

Лагранжа в случае d ≥ 2 , n = 2 . Результаты из [18] и [19], касающиеся

оценки величины
∥∥f − P d

1

∥∥
∆
, обобщались в работах Д. Хандскомба [53],

Ю.А. Килижекова [6], Ш. Уолдрона [74] (в [53] при d = 2 детализируется

информация о константах в оценках в зависимости от вида треугольника;

15



в [6] и независимо в [74] при d ≥ 2 найдены неулучшаемые поточечные

оценки, из которых могут быть получены соответствующие оценки из [18]

и [19]). Также можно отметить работу М. Стампфле [71], где для ‖f − P1‖∆

выписан ряд оценок сверху для различных классов функции f (функция

f может быть в том числе векторной).

Нахождению оценок сверху величины погрешности аппроксимации про-

изводных функции при d = 2 посвящены также работы Н.В. Латыпо-

вой [13] и автора [34], где соответственно найдены интерполяционные усло-

вия типа Биркгофа для построения многочленов степеней 4m+3 и 4m+1

на треугольнике, дающие возможность ослабить требования к триангуля-

ции (но не избавляющие полностью от присутствия синуса наименьшего

угла в знаменателе в оценках погрешности для производных). В частно-

сти, для n = 4m+ 1 в [34] при m ≥ 2 найдены m(m− 1)/2 условий

∂i1+i2

∂i1τ21∂i2τ23
(f(a2)− P4m+1(a2)) = 0, (0.0.9)

i1, i2 ≥ m+ 1, 2m+ 2 ≤ i1 + i2 ≤ 3m,

которые вместе с условиями (0.0.5)—(0.0.6) обеспечивают оценки

E2
4m+1,s(∆) = Es(∆, P4m+1) .

m

MH4m+2−s

(sin β)max{1,s−2m} (sinα)min{s−1,2m} , (0.0.10)

где s = 1, . . . , 4m + 1 (для s = 0 в правой части (0.0.10) остается

MH4m+2 ). В [34] доказано также, что при выбранном способе интерполя-

ции существенная часть этих оценок является неулучшаемой. При m = 1

оценки (0.0.10) для условий (0.0.5)—(0.0.6), однозначно задающих интер-

поляционный многочлен P5 (известный как многочлен Аргириса [32]) и

результаты по неулучшаемости получены в [20].

Ю.Н. Субботиным [21] и автором [84] для n = 3, m = 0 были построе-

ны интерполяционные многочлены Эрмита, для которых также имеют ме-

сто оценки (0.0.8). Кроме того, следует отметить работы М. Крижека [58],
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А. Женишека [78], Т. Апеля [31], Н.В. Латыповой [14], Ю.В. Куприяновой

(Ю.В. Матвеевой) [12], [15], связанные с получением оценок на треугольни-

ках при n = 3 и уточняющие оценки (0.0.7) из [43] для рассматриваемых

авторами случаев; в работах А.Женишека и Я. Ходеровой-Зламаловой [76],

Ю.В. Куприяновой [12] рассматривается случай d = 3 , n = 3 .

Наряду с оценками сверху представляют интерес оценки снизу величин

погрешности аппроксимации, показывающие, что условие наибольшего уг-

ла, накладываемое на треугольник, является, вообще говоря, существен-

ным при аппроксимации производных функции, заданной на треугольнике,

производными интерполяционного многочлена. Первым и наиболее извест-

ным примером, демонстрирующим существенность условия наибольшего

угла, является примерШварца конца 19-го века (описание может быть най-

дено в [26, п. 623]). Данный пример показывает, что при определенном соот-

ношении диаметра треугольника и величины наибольшего угла может даже

не быть сходимости при аппроксимации градиента функции f градиентом

линейной функции, заданной на треугольнике и интерполирующей значе-

ния f в вершинах треугольника. Также ряд оценок снизу величин Ed
n,s

получен в работах Ю.Н. Субботина [18], [20] при доказательстве неулуч-

шаемости соответствующих оценок сверху на множестве функций W n+1M

при исследуемых им интерполяционных условиях (в том числе для случая

простой интерполяции по равномерным узлам равнобедренного треуголь-

ника при произвольном n ∈ N ). Для d = 2, 3 и n = 1 оценки снизу

для аппроксимации производных функции получены Дж.Р. Шевчуком [70]

через радиус R описанной окружности треугольника или тетраэдра ∆

(доказано, что |∇f∗−∇P1|∞ &MR для некоторых специально построен-

ных функций f∗ ∈ W 2(∆), d = 2, 3 ). В.А.Клячиным [7] доказано, что при

d = 3 оценки снизу из [70] не являются точными (а именно, для специаль-

ной последовательности тетраэдров и некоторой функции f∗∗ показано,

что одновременно выполняются условия R→ 0 и |∇f∗∗−∇P1|∞ →∞, и

17



это остается справедливым для d ≥ 3 ). Интересно, что даже если функ-

ция f, являющаяся решением эллиптической краевой задачи на Ω ⊂ R2,

такова, что для сходимости производных интерполяционного многочлена к

производным функции f требуется выполнение условия наибольшего уг-

ла, то это не означает, что при аппроксимации функции f (и ее производ-

ных) с использованием метода конечных элементов условие наибольшего

угла является обязательным. Условие наибольшего угла, вообще говоря, не

является необходимым для сходимости метода конечных элементов, при-

мер чего получен С. Коротовым, М. Крижеком, А. Ханнукайненом в [54].

С другой стороны, И. Бабушка, А.К. Азиз [33] и П. Освальд [66] показали,

что невыполнение этого условия может также приводить к сколь угодно

медленной сходимости и даже расходимости метода конечных элементов

(в связи с этой темой см. также работу В. Кучеры [61]).

Ниже в § 2.1 диссертации предложены новые конечные элементы, для

которых получены оценки сверху погрешности аппроксимации функций и

их производных, более точные по сравнению с известными оценками, полу-

ченными ранее для для других конечных элементов. В § 2.2 доказано, что

для широкого множества способов выбора условий интерполяции, в том

числе и для традиционных, при m ≥ 1 влияние наименьшего угла тре-

угольника на величину погрешности аппроксимации производных функ-

ции производными интерполяционного многочлена является существен-

ным для производных порядка 2 и выше. В случае m = 0 существен-

ным является влияние среднего (наибольшего) угла (независимо случай

m = 0, n = 1 для интерполяции функции в вершинах треугольника рас-

смотрен В. Кучерой [60] в 2016 г.). Как следствие, в диссертации усилены

результаты по неулучшаемости оценок (0.0.10) и показана оптимальность

оценок (0.0.10) не только для выбранного частного способа интерполяции,

но и для широкого класса интерполяционных условий, обеспечивающих

гладкость порядка m результирующего сплайна на Ω . Отметим, что все
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оценки получены в предположении f ∈ W n+1M(Ω) . Исследования оце-

нок сверху, при которых учитывается возможное анизотропное поведение

функции и начало которым положено в работах Э. Надлера, Н. Дин, Д. Ле-

вина, Ш. Риппа, Е.Ф. Д’Азеведо, Р.Б. Симпсона [64], [47], [45], [46], [68], [48]

(см. также обзоры в [29], [30]) выходят за рамки данной диссертации.

В § 2.3 и § 2.4 соответственно получены оценки сверху для состав-

ных конечных элементов (или, что то же самое, макроэлементов — ко-

нечных элементов, составленных из нескольких треугольников) типа Сие-

Клафа-Точера и оценки снизу для составных конечных элементов некото-

рого общего вида. В частности, полученные оценки сверху для величин ап-

проксимации производных первого порядка в случае макроэлементов типа

Сие-Клафа-Точера позволяют накладывать на триангуляцию условие наи-

большего (а не наименьшего, как это было ранее) угла. Идея построения

макроэлементов впервые была предложена Сие в 1962 г. как идея сопряже-

ния трех многочленов малой степени с целью получения гладкой итоговой

кусочно-полиномиальной функции на триангулированной исходной обла-

сти Ω ⊂ R2 (сведения об этом можно найти в [22, гл. 6]). Реализовано

такое сопряжение было Р. Клафом и Дж. Точером в 1965 г. в [44] для

трех многочленов 3 -й степени (описание можно также найти в [22, гл. 6]).

Использование макроэлементов позволяет получать сплайны гладкости по-

рядка m при меньшем числе определяющих параметров конечноэлемент-

ного пространства по сравнению с использованием простых (не составных)

эрмитовых конечных элементов. Обзор на эту тему можно найти в книге

М.-Я. Лая и Л. Шумейкера [62].

В третьей главе диссертации рассматривается интерполяция Лагранжа

по равномерным узлам симплекса ( d ∈ N , d ≥ 2 ), т. е. ∆ является d -

симплексом с вершинами a1, . . . , ad+1 ; P d
n интерполирует функцию f ∈

W n+1M(∆) в узлах равномерной сетки (0.0.1).
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Напомним, что из работы Ф. Сьярле и П.А. Равьяра [43] известно, что

если Qd
n = Qd

n(f) — интерполяционный многочлен Лагранжа, Эрмита или

Биркгофа степени n по совокупности переменных, то при достаточно об-

щих условиях на выбор интерполяционных условий для f ∈ W n+1M и

любых ξ1, . . . , ξs ∈ Rd имеют место оценки (0.0.7) Использование таких

оценок в методе конечных элементов требует наложения многомерного ана-

лога условия наименьшего угла треугольника на триангуляцию исходной

области. Как было отмечено выше, в ряде случаев условие наименьшего

угла является избыточным, и его можно заменить на условие наибольшего

угла или его многомерный аналог (не определенный однозначно и оконча-

тельно к настоящему моменту) в случае d ≥ 3 .

Для произвольных d ≥ 2 и n ∈ N П. Жамэ [57] был получен сле-

дующий результат. Пусть Ud = {es}ds=1 – множество единичных линей-

но независимых векторов; ξ – произвольный единичный вектор из Rd;

UN = {es}Ns=1 — множество всех единичных векторов, параллельных реб-

рам d -симплекса ∆. Пусть θs — угол между ξ и прямой с направляющим

вектором es (т. е. 0 ≤ θs ≤ π/2 ). Положим

θ = θ(∆) = min
Ud⊂UN

max
ξ∈Rd

min
es∈Ud
{θs}. (0.0.11)

Тогда в соответствии с [57] имеют место оценки

Ed
n,s = Es(∆, P

d
n ) .

n,d

M
Hn+1−s

(cos θ)s
, s = 0, . . . , n. (0.0.12)

Таким образом, если существует число θ∗ такое, что

θ ≤ θ∗ < π/2, (0.0.13)
то

Ed
n,s = Es(∆, P

d
n ) .

n,d

MHn+1−s (0.0.14)

для любых s = 0, . . . , n. Очевидно (см. замечание к теореме 3.1 в [57]), если

d = 2, то cos θ � sin γ (напомним, что при d = 2 через γ обозначается

наибольший угол треугольника).
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В дальнейшем разными авторами был получен ряд других условий ти-

па (0.0.13), позволяющих получать оценки (0.0.14). Так, Ю.Н. Субботи-

ным [18] в 1989 г. была введена характеристика

γ = max
0≤i≤d

min
j 6=i

cos γij, (0.0.15)

где γij – угол между ребром eij, соединяющим ai и aj, и нормалью

к гиперплоскости, проходящей через множество точек {a0, . . . , ad}\{aj} .
Для s = 0, . . . , n в [18] доказано, что

Ed
n,s = Es(∆, P

d
n ) .

n,d

M
Hn+1−s

γs
.

Это означает, что если существует γS > 0 такое, что

γ ≥ γS , (0.0.16)

то имеет место оценка (0.0.14). В случае d = 2 условия (0.0.13) и (0.0.16)

эквивалентны и по сути являются условиями на наибольший угол треуголь-

ника (наибольший угол должен быть отделен от π ). При d ≥ 3 условие

(0.0.13) устанавливает менее жесткие требования к триангуляции исходной

области по сравнению с (0.0.16), в то время как условие (0.0.16) является

более простым для вычисления.

В [59] М. Крижеком в 1992 г. для d = 3 и n = 1 введена еще одна

характеристика элементов триангуляции, ограничение которой позволяет

получить оценки (0.0.14). Пусть α – наибольший из двугранных углов

между гранями тетраэдра ∆, ψ – наибольший из углов треугольников,

являющихся гранями тетраэдра. В [59] доказано, что если существует γK <

π такое, что
α ≤ γK, ψ ≤ γK, (0.0.17)

то имеет место оценка (0.0.14). В работе В.А. Клячина и А.А Широко-

го [10] (2012 г.) аналогичный результат независимо получен для тетраэд-

ров, у которых все двугранные углы являются острыми, что обеспечивает

выполнение условий (0.0.17).

21



Ф. Гетманюк и П. Кнуп [56] в 2008 г. получили оценки сверху величин

погрешности аппроксимации производных в других терминах для случая

d = 2, 3 и n ∈ N с учетом возможного анизотропного поведения интер-

полируемой функции f . Также получению оценок величины аппрокси-

мации градиента интерполируемой функции через специально введенные

характеристики d -симплекса при n = 1 посвящены работы В.А. Клячи-

на, Е.А. Пабат [9] (2010 г.) и В.А. Клячина [8] (2016 г.). В частности, в [8]

для случая произвольного d и n = 1 получены оценки с использованием

”модифицированного условия пустой сферы”, введенного автором. В статье

С. Коротова, М. Крижека, А. Ханнукайнена [55] (2017 г.) при получении

оценок (0.0.14) использовано понятие синуса d -мерного угла.

Xарактеристика из (0.0.15) и условия (0.0.16) и (0.0.17) использовались

в дальнейшем при d = 2, 3 разными авторами для получения оценок в ря-

де других ситуаций (другие способы интерполяции, другие пространства).

В качестве примера можно привести работы Г. Акосты, Р.Г. Дюрана [28] и

Г. Акосты, Т. Апеля, Р.Г. Дюрана, А.Л. Ломбарди и [27], где используются

условие (0.0.17) и ”условие регулярной вершины”, эквивалентное условию

(0.0.16) при d = 3 , а также работу Т. Апеля [31], где при d = 3 и про-

извольном n используется условие (0.0.17) и даются обзор и сравнения

некоторых других характеристик тетраэдров и треугольников, встречаю-

щихся в литературе до 1999 г. Также сведения обзорного характера можно

найти в уже упоминавшейся статье [40].

В 2012 г. А. Рэнд [67] указал, что при d = 3 условие (0.0.17) эквива-

лентно условию (0.0.13). Большинство других указанных оценок на клас-

се W n+1M(∆) не имеет преимуществ перед (0.0.12). Таким образом, на-

сколько нам известно, на множестве всех возможных триангуляций оцен-

ки (0.0.12) для f ∈ W n+1M(∆) являются наиболее точными и общими

из имеющихся на сегодняшний день, а условие (0.0.13) является наиме-

нее жестким из всех известных условий, позволяющих использовать оцен-
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ки (0.0.14) (однако для d = 2 и n = 1 в этом отношении следует указать

работу [18], в которой получены оценки с константами, точными на классе

функций W 2M и множестве всех треугольников). Исключение могут со-

ставлять результаты из [8] (для ”модифицированного условия пустой сфе-

ры” при d ≥ 3 на текущий момент не получено каких-либо сравнений с

известными характеристиками, использующимися при оценках сверху ве-

личины аппроксимации градиента интерполируемой функции). Также нет

сравнений результатов работы [56] при d = 3 с оценками из [57].

В § 3.1 диссертационной работы автором вводится новая характеристи-

ка Θ симплекса ∆ со свойством cos θ . sin Θ . d
√

cos θ , где θ — ха-

рактеристика симплекса, определенная в (0.0.11). Замена условия (0.0.13)

на (0.0.32) позволяет перейти от вычисления максимума в (0.0.11) по всем

ξ ∈ Rd к выбору экстремума из конечного числа вариантов. Это делает бо-

лее простыми процесс контроля триангуляции и сравнение оценок (0.0.12)

с вновь получаемыми. В § 3.2 приводятся оценки снизу величины погреш-

ности аппроксимации производных функции на классе W n+1M(∆), что

связано с изучением проблемы неулучшаемости оценок сверху, полученных

П. Жамэ. В § 3.3 приводится пример, демонстрирующий, что при d = 3,

n = 1 для некоторого класса тетраэдров оценки (0.0.12) можно несколько

улучшить.

Цель работы. 1) Для процесса интерполяции непрерывной функции

d переменных алгебраическими многочленами степени n по равномер-

ным узлам d -симплекса при фиксированном d получить точный порядок

по степени многочлена n константы Лебега Ldn; найти оценку снизу для

верхнего предела последовательности функций Лебега Ldn(λ) ( n → ∞ )

функций Лебега Ldn(u) при каждом фиксированном u = u(λ) ∈ ∆.

2) Найти новые способы интерполяции (типа Эрмита или Биркго-

фа) функции из W n+1M(∆) алгебраическими многочленами и близки-
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ми конструкциями (составные конечные элементы), позволяющие получать

непрерывные или гладкие сплайны на триангулированной области и при-

водящие к более точной аппроксимации производных исходной функции

производными аппроксимирующей функции, чем известные ранее спосо-

бы интерполяции; получить соответствующие оценки сверху погрешности

аппроксимации производных функции производными интерполяционных

многочленов.

3) Показать, что требование гладкости результирующей кусочно-

полиномиальной функции на триангулированной области ведет к тому, что

при аппроксимации производных порядка два и выше условие наименьше-

го угла, накладываемое на триангуляцию, становится неустранимым.

4) Ввести новую характеристику, позволяющую контролировать каче-

ство триангуляции и являющуюся более простой для вычисления, чем клас-

сическая характеристика П. Жамэ. Показать, что известные оценки сверху

погрешности аппроксимации функции и ее производных для случая интер-

поляции функции из W n+1M(∆) алгебраическими многочленами степени

n по равномерным узлам d -симплекса, полученные П. Жамэ, для широ-

кого класса симплексов являются качественно неулучшаемыми, а соответ-

ствующее ограничение на триангуляцию — неустранимым.

Методы исследования. В работе используются методы математиче-

ского анализа и теории приближения функций.

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми и состо-

ят в следующем.

1) Найден точный порядок по n при фиксированном d константы

Лебега Ldn; получена оценка снизу для верхнего предела последователь-

ности функций Лебега Ldn(λ) ( n → ∞ ) при каждом фиксированном

u = u(λ) ∈ ∆.

2) Предложены новые способы интерполяции функции на треугольни-

24



ках и тетраэдрах, для которых получены оценки сверху величин Ed
n,s , бо-

лее точные по сравнению с известными оценками, полученными ранее для

других конечных элементов. При этом также рассмотрены составные ко-

нечные элементы.

3) Доказано, что для широкого множества способов выбора условий ин-

терполяции функции двух переменных на треугольнике, в том числе тради-

ционных, обеспечивающих локальное задание сплайна и гладкость порядка

m ≥ 1, влияние наименьшего угла треугольника на величину погрешности

аппроксимации производных функции производными интерполяционного

многочлена является существенным для производных порядка 2 и выше.

В случае m = 0 доказано, что существенным является влияние среднего

(наибольшего) угла. В том числе рассмотрены составные конечные элемен-

ты.

4) Введена новая характеристика симплекса, со свойствами, аналогич-

ными свойствам характеристики П. Жамэ, являющаяся более простой для

вычисления и использования на практике. С помощью этой характеристи-

ки показано, что во многих случаях условие на триангуляцию, введенное

П. Жамэ в связи с интерполяцией Лагранжа по равномерным узлам d -

симплекса и обеспечивающее сходимость метода конечных элементов, яв-

ляется неулучшаемым. Таким образом, показано, что оценки П. Жамэ для

величины Ed
n,s являются близкими к оптимальным и должны принимать-

ся во внимание при исследовании и использовании величины Ed
n,s .

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоре-

тический характер. Полученные в диссертации результаты могут быть ис-

пользованы при аппроксимации поверхностей, при решении краевых задач

методом конечных элементов. Развитые методы могут быть использованы

при дальнейшем изучении способов аппроксимации производных функции

производными интерполяционных многочленов и получении соответству-
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ющих оценок погрешности аппроксимации.

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в работах [83]–

[93] (без соавторов) в изданиях, включенных в Перечень рецензируемых

научных изданий ВАК.

Апробация. Результаты диссертации докладывались на летних Шко-

лах С.Б. Стечкина (Миасс 2000, 2002, 2011, 2012, 2013, 2015; Алексин, 2007),

на 16-й и 18-й Саратовских зимних школах ”Современные проблемы тео-

рии функций и их приложения” (Саратов, 2012 и 2016), на Двенадцатой

международной Казанской летней научной школе-конференции ”Теория

функций, ее приложения и смежные вопросы” (Казань, 2016), на всероссий-

ских конференциях ”Алгоритмический анализ неустойчивых задач”, посвя-

щенных памяти В.К. Иванова (Екатеринбург, 2001, 2008, 2011; Челябинск,

2014), на российских конференциях ”Методы сплайн-функций”, посвящен-

ных памяти Ю.С. Завьялова (Новосибирск, 2001, 2011), на международной

конференции ”Функциональные методы теории аппроксимации и теории

операторов”, посвященной памяти В.К. Дзядыка (Украина, Волынская об-

ласть, 2009), на конференции ”Теория приближения функций и ее приложе-

ния” (Украина, Каменец-Подольский, 2012), на IX Всероссийском совеща-

нии по проблемам построения сеток (Абрау-Дюрсо, 2002), на 3-й, 4-й, 7-й

Всероссийских конференциях ”Актуальные проблемы прикладной матема-

тики и механики”, посвященной памяти академика А.Ф.Сидорова (Абрау-

Дюрсо, 2006, 2008, 2014), на 31-й Региональной молодежной конференции

(Екатеринбург, 2000), на международной школе-конференции ”Геометриче-

ский анализ и его приложения” (Волгоград, 2016), на совместном семинаре

отдела теории приближения функций и отдела аппроксимации и приложе-

ний Института математики и механики УрО РАН под руководством чл.-

корр. РАН Ю.Н. Субботина и проф. Н.И. Черных (многократно), на семи-

наре лаборатории численных методов математического анализа Института
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математики им. С.Л.Соболева (рук. к.ф.-м.н. В.Л. Мирошниченко).

Обзор основных результатов диссертации.

В главе 1 для f ∈ C(∆), ∆ ⊂ Rd рассматривается задача интерпо-

ляции многочленами степени n по равномерным узлам d -симплекса ∆,

задаваемым формулой (0.0.1). В § 1.1 найден точный порядок по n при

фиксированном d константы Лебега Ldn; в § 1.2 получена оценка снизу по

n при фиксированном d для верхнего предела последовательности функ-

ций Лебега Ldn(u) в любой точке u ∈ ∆. А именно, доказаны следующие

теоремы.

Теорема 1.1.1. Для константы Лебега интерполяционного процесса

по равномерным узлам (0.0.1) на d− симплексе ∆ при фиксированном

d ≥ 2 справедлива двусторонняя оценка

C1
2n

n lnn
≤ Ldn ≤ C2(d)

2n

n lnn
.

где C1 — некоторая положительная константа, а величина C2(d) мо-

жет зависеть от d (но не зависит от n ).

Введем множество числовых последовательностей

A =
{
{αn}∞n=1 | αn > 0, αn →∞ и αn/n→ 0 при n→∞

}
.

Теорема 1.2.1. Пусть d ≥ 2, u ∈ ∆, {αn}∞n=1 ∈ A. Если суще-

ствует n0 ∈ N такое, что для всех n > n0 выполнено соотношение

λ0 = λ0(u)
def
= min

s=1,2,...,d+1
λs ≥ αn/n, то найдется последовательность

номеров nk →∞ (при k →∞ ), для которых выполняются неравенства

Ldnk(u) = Ldnk(λ) ≥ cd(λ0)

√
αnk

n
1+d/2
k

[ϕ(λ0)]
nk ,

где ϕ(λ0) = 2λλ0
0 (1 − λ0)

1−λ0 , cd(λ0) = Cd| cos πλ0|/π , Cd — некоторая

положительная величина, которая может зависеть только от d .

Напомним, что теорема 1.2.1 является аналогом теоремы 0.A, доказан-

ной в [4] для d = 1.
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В главе 2 преимущественно рассматривается случай d = 2 (за ис-

ключением второго параграфа, где d = 2 и d = 3 ). Поэтому, говоря о

главе 2, мы будем считать, что d = 2, Ω ⊂ R2, ∆ — произвольный тре-

угольник из триангуляции области Ω, если не сказано иное. Считаем, что

f ∈ W n+1M(Ω), u = (x, y) — произвольная точка треугольника ∆ ⊂ Ω,

который помещен в прямоугольную систему координат Oxy таким об-

разом, что его наибольшая сторона a1a2 параллельна оси Ox. Так как

0 < α ≤ β ≤ γ (напомним, что α, β, γ — величины углов при вершинах

a1, a2, a3 соответственно), то a ≤ b, и диаметр ∆ равен a+ b = H.

Отметим, что два треугольника из триангуляции называются соседни-

ми, если они имеют общую сторону.

В § 2.1 предложен ряд новых способов интерполяции функции двух пе-

ременных и доказаны соответствующие этим способам интерполяции оцен-

ки сверху величин аппроксимации производных функции в равномерной

метрике.

Для n = 3, f ∈ W 4M(Ω) и многочлена P3 = P3[f ], удовлетворяющего

интерполяционным условиям

P3(ai) = f(ai),
∂P3(ai)

∂x
=
∂f(ai)

∂x
,
∂P3(ai)

∂y
=
∂f(ai)

∂y
, i = 1, 2, 3; (0.0.18)

∂2P3(a2)

∂τ21∂τ23
=
∂2f(a2)

∂τ21∂τ23
, (0.0.19)

доказана следующая теорема.

Теорема 2.1.1. Для способа интерполяции, определяемого условия-

ми (0.0.18)–(0.0.19), справедливы оценки

E2
3,p .

MH4−p

sinp β
, p = 0, 3. (0.0.20)

Отметим, что оценки (0.0.20) и другие оценки подобного типа, которые

получены в диссертации, являются точными по порядку величины H. Это

не является предметом исследования и следует из оценок в одномерном
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случае, к которому можем прийти, рассмотрев оценки величин аппрокси-

мации функции из W n+1M и ее производных на ребре симплекса, дли-

на которого совпадает с H . В диссертации изучается вопрос зависимости

оценок от углов треугольника в случае d = 2 или от аналогичных харак-

теристик симплекса при d ≥ 3 . Также заметим, что оценки (0.0.20) дают

положительный ответ на вопрос о корректности предложенного способа

интерполяции (т. е. о существовании и единственности многочлена P3 ),

поскольку вопрос существования интерполяционного многочлена решает-

ся положительно в силу существования решения соответствующей системы

уравнений, и из (0.0.20) следует, что если f(x, y) ≡ 0, т. е. M = 0 , то су-

ществует единственный интерполяционный многочлен, удовлетворяющий

рассматриваемым интерполяционным условиям, а именно, P3(x, y) ≡ 0.

Для других способов интерполяции вопросы существования интерполяци-

онного многочлена решаются аналогичным образом, и поэтому в дальней-

шем обсуждаться не будут.

Замена условия (0.0.19) на условие

∂3P3

∂y3
=
∂3f(a2)

∂y3
, (0.0.21)

позволяет несколько уменьшить правую часть (0.0.20).

Теорема 2.1.2. Пусть многочлен P3(x, y) удовлетворяет услови-

ям (0.0.18),(0.0.21). Тогда имеют место оценки

E2
3,p .MH4−p (sin β)−min{2,p} , p = 0, 3.

Задача интерполяции функции многочленами 3 -й степени при условиях

(0.0.18), (0.0.21) уже рассматривалась в [14], однако в знаменателях дробей,

участвующих там в оценках сверху для производных второго и третьего

порядков, присутствовал синус наименьшего угла треугольника. Отметим,

что в [21] и независимо в [78] доказаны (разными способами) теоремы, ана-

логичные теореме 2.1.1, для случаев, когда вместо (0.0.19) используются
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другие условия (в [78] получены оценки погрешности аппроксимации толь-

ко для первых производных функции).

Метод, использованный при доказательстве теоремы 2.1.2, применяется

при доказательстве следующей теоремы. Дадим некоторые определения.

Пусть Q — множество равномерных узлов на треугольнике ∆ , т. е.

Q = {uijk}(i,j,k)∈I = {uijk| uijk = (i/n)a1 + (j/n)a2 + (k/n)a3, (i, j, k) ∈ I} ,

где

I = {(i, j, k)| i, j, k ∈ Z+; i+ j + k = n} .

Рассмотрим множество троек чисел

I0 = {(i, j, k) ∈ I| i · j · k = 0}

и соответствующее подмножество Q0 множества Q (точки из Q, принад-

лежащие сторонам треугольника):

Q0 = {uijk| uijk = (i/n)a1 + (j/n)a2 + (k/n)a3, (i, j, k) ∈ I0} .

Пусть многочлен Pn = P 2
n [f ] степени не выше n по совокупности пере-

менных определяется следующими условиями:

Pn(u) = f(u) (0.0.22)

для всех u ∈ Q0 и
∂i+jPn(a2)

∂τ i12∂n
j
12

=
∂i+jf(a2)

∂τ i12∂n
j
12

, (0.0.23)

для всех j = 3, n, i = 0, n− j.
Теорема 2.1.6. Пусть многочлен Pn определяется условия-

ми (0.0.22)–(0.0.23). Тогда для любого числа β0 < π/2 и любого тре-

угольника ∆, удовлетворяющего условию β ≤ β0, справедливы оценки

E2
n,s ≤

{
C(n, β0)MHn+1−s sin−s γ, s = 0, 1, 2,

C(n, β0)MHn+1−s sin−2 γ, s = 3, . . . , n,
(0.0.24)
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где C(n, β0) — неотрицательная величина, зависящая только от n

и β0.

Вместо условий (0.0.23) при определении многочлена Pn можно исполь-

зовать аналогичные условия в наибольшем угле треугольника, т. е. пусть

∂i+jPn(a3)

∂τ i31∂n
j
31

=
∂i+jf(a3)

∂τ i31∂n
j
31

,

для всех j = 3, n, i = 0, n− j. В этом случае для любого числа γ0 ∈ (0, π)

такого, что γ0 6= π/2, и любого треугольника ∆, удовлетворяющего усло-

вию |cos γ| > |cos γ0| , имеют место оценки, аналогичные оценкам (0.0.24)

(с величинами C(n, γ0) вместо C(n, β0) ) (см. теорему 2.1.7 в главе 2).

Во втором параграфе второй главы рассмотрен также случай d = 3 ,

n = 3 . В этой ситуации мы считаем, что ∆ — тетраэдр из триангуляции

множества Ω ∈ R3 с вершинами a1, a2, a3, a4; f ∈ W 4(Ω) ; Ti — грани ∆

напротив вершин ai; αi, βi, γi — соответственно наименьший, средний

и наибольший углы в Ti. Через ϑij обозначим угол между τij и Ti; через

ϑi и ϑ — такие углы, что

sinϑi = max
1≤j≤4
j 6=i

sinϑij, sinϑ = min
1≤i≤4

sinϑi. (0.0.25)

Пусть P3 = P 3
3 [f ] — многочлен, интерполирующий функцию f и ее

производные на ∆ . Такой многочлен задается с помощью 20 интерполя-

ционных условий, из которых 16 традиционно имеют вид

P3(ai) = f(ai), i = 1, 2, 3, 4;

∂P3(ai)

∂τij
=
∂f(ai)

∂τij
i = 1, 2, 3, 4; j ∈ {1, 2, 3, 4} \ {i}.

Оставшиеся условия могут варьироваться, при этом желательно выбирать

их таким образом, чтобы в итоге можно было обеспечить непрерывность

кусочно полиномиальной функции на исходной триангулированной обла-

сти. В диссертации предложены новые способы выбора условий такого ро-

да, основанные на теореме 2.1.1. Эти способы зависят от вида тетраэдра
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и однозначно определяют P3 . В результате получены следующие оценки

сверху:

E3
3,r .

MH4−r

sinr ϑ
, r = 0, 3 (0.0.26)

(теоремы 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5 и следствие 2.1.3).

Оценки (0.0.26) дают ту же точность, что и оценки для кратной интер-

поляции из [76] при n = 3 (с выбором интерполяционных условий другого

типа), но используют более простую характеристику тетраэдра. При этом

рассматриваемое в диссертации соответствующее пространство конечных

элементов имеет ме́ньшую размерность по сравнению с пространствами,

строящимися при интерполяции Лагранжа. Отметим, что для обеспечения

непрерывности результирующего сплайна на Ω требуются, вообще гово-

ря, некоторые дополнительные ограничения на триангуляцию (отсутствие

в триангуляции тетраэдров определенного вида), однако эти ограничения

являются наиболее слабыми из применяющихся при кратной интерполяции

и известных автору.

Анализируя известные результаты (из рассмотренной выше литерату-

ры и представленные в § 2.1 диссертации) при d = 2, касающиеся оце-

нок сверху величин погрешности аппроксимации производных функции

второго и более высоких порядков соответствующими производными ин-

терполяционных многочленов, можно заметить, что если брать совокуп-

ность всех возможных направлений, по которым берутся производные, то

синус наименьшего угла треугольника в знаменателях оценок отсутству-

ет только в случаях, когда обеспечивается лишь непрерывность кусочно-

полиномиальной функции (m = 0) . В соответствии с этим наблюдением

в § 2.2 диссертации доказано, что для широкого множества способов выбо-

ра условий интерполяции, в том числе традиционных, при m ≥ 1 влияние

наименьшего угла треугольника на величину погрешности аппроксимации

производных функции производными интерполяционного многочлена яв-
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ляется существенным для производных порядка 2 и выше. В случае m = 0

существенным является влияние среднего (наибольшего) угла.

Перейдем к более точным формулировкам. Пусть на треугольнике ∆

по функции f двух переменных строится интерполяционный многочлен

Pn(u) = P 2
n [f ](u) таким образом, что сужения Pn(u) и ∂kPn(u)/∂nkij

( k = 1, . . . ,m ) на любую сторону aiaj треугольника однозначно опре-

деляются интерполяционными условиями, задаваемыми в точках стороны

aiaj . Если при этом P ∗n(u) — интерполяционный многочлен на соседнем с

∆ треугольнике ∆∗, aiaj — общая сторона ∆ и ∆∗, условия для нахож-

дения P ∗n(u), задаваемые на aiaj, совпадают с условиями для Pn(u), и

это имеет место для всех соседних треугольников, то обеспечена гладкость

порядка m кусочно-полиномиальной функции на Ω. Пусть, кроме того,

условия для определения Pn(u) задаются таким образом, что для любой

стороны aiaj треугольника ∆ имеют место равенства

∂k (f(u)− Pn(u))

∂nkij

∣∣∣∣∣
u∈[ai,aj ]

=

=
1

(n+ 1− k)!

∂n+1f(ϑkij)

∂nkij∂τ
n+1−k
ij

dn+1−k
ij ωij,n+1−k

(
|u− ai|
dij

)
, (0.0.27)

k = 0, . . . ,m, i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j,

где ϑkij ∈ aiaj; ωij,n+1−k — многочлен одной переменной степени n+ 1− k
со старшим коэффициентом, равным единице; через |u− ai| обозначено

расстояние между u и ai.

Введем определитель

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d1 d2 . . . dm(
n−2
m−1

) (
n−2
m

)
. . .

(
n−2

2m−2

)(
n−3
m−2

) (
n−3
m−1

)
. . .

(
n−3

2m−3

)
... ... ... ...(

n−m
1

) (
n−m

2

)
. . .

(
n−m
m+1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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где

ds =
(

n−1
m−1+s

) (
nω

(n−1)
21,n (1) + n

a

b
ω

(n−1)
21,n (1)− ω(n)

31,n+1(1)
)

+

+
(

n
m+s

) (
ω

(n−1)
31,n (1)− ω(n−1)

21,n (1)
)
,

s = 1, . . . ,m;

положим

g = bω
(n)
31,n+1(1)− (a+ b)ω

(n)
21,n+1(1).

Теорема 2.2.1. Пусть условия интерполяции функции f ∈
W n+1M(∆) на треугольнике ∆ многочленом Pn(u) , u ∈ ∆ , таковы,

что выполнены условия (0.0.27) и имеют место неравенства∣∣∣ω(n−j)
kl,n+1−j(1)

∣∣∣ .
n,m

1, j = 0, . . . ,m, k, l ∈ {1, 2, 3};

|g| &
n,m

a;

|D| &
n,m

1.

Тогда найдутся число α0 > 0 и натуральное число s0 ≥ 2m + 1 такие

что для любого α < α0 имеют место оценки

E2
n,s &

n,m

MHn+1−s

sin β(sinα)s−1
, s = 1, . . . , s0;

E2
n,s &

n,m

MHn+1−s

sin β(sinα)s0−1
, s = s0 + 1, . . . , n.

Если, кроме того, m ≥ 1 и

lim
α→0

tgα

tg β
= 0,

то найдутся α̃0 > 0 и натуральные числа {ri}m+1
i=0 , 2m + 1 = r0 < r1 <

· · · < rm+1 ≤ n такие что для любого α < α̃0 имеют место оценки

E2
n,r &

n,m

MHn+1−r

sin β(sinα)2m(tg β)r−2m−1
, r = r1, . . . , rm+1;
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E2
n,r &

n,m

MHn+1−r

sin β(sinα)2m(tg β)rm+1−2m−1
, r = rm+1 + 1, . . . , n;

E2
n,r &

n,m
max

{
MHn+1−r

sin β(sinα)pr(tg β)qr
,

MHn+1−r

sin β(sinα)2m(tg β)ri−1−2m−1

}
,

r = ri−1 + 1, . . . , ri − 1, i = 1, . . . ,m+ 1,

где pr = max{0, 2m− ri + r}, qr = min{ri − 2m, r} − 1.

Отметим, что условия теоремы 2.2.1 являются естественными для тра-

диционных способов интерполяции функции на треугольнике с целью по-

строения пространства конечных элементов (это обсуждается в замечани-

ях 2.2.3–2.2.5, которые мы здесь не приводим). Следствием теоремы 2.2.1

(см. замечание 2.2.1) является усиление результатов по неулучшаемости

оценок (0.0.10), полученных в [34] (точнее, расширение множества случаев,

когда эти оценки являются неулучшаемыми). Более того, утверждение тео-

ремы 2.2.1 означает, что оценки (0.0.10) и соответствующий им выбор усло-

вий интерполяции (0.0.5)—(0.0.6), (0.0.9) являются экстремальными (наи-

лучшими из возможных), если речь идет о получении локального сплайна

с гладкостью порядка m.

В оставшейся части главы 2 для d = 2 исследуются оценки величин

погрешности аппроксимации производных функции с помощью составных

конечных элементов (когда каждый треугольник из триангуляции в свою

очередь разбивается на несколько треугольников).

В § 2.3 получены оценки сверху для элементов типа Сие-Клафа-Точера.

Рассматривается ситуация, когда ∆ является частным случаем треуголь-

ника Сие–Клафа–Точера, т. е. порождает составной конечный элемент, ко-

торый строится следующим образом. Треугольник ∆ разбивается на три

треугольника ∆i с вершинами a0, ai+1, ai+2, 1 ≤ i ≤ 3 (считаем, что

a4 = a1 , a5 = a2 ), где точка a0 является точкой пересечения биссек-

трис внутренних углов треугольника ∆ (мы будем рассматривать именно
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такую точку a0, тогда как в общем случае при построении треугольни-

ка Сие–Клафа–Точера точка a0 может быть любой точкой внутри ∆; в

случае, когда речь идет о конкретном выборе точки a0 , обычно берется

центр тяжести треугольника, как в [62]). Пусть b1, b2, b3 — середины

сторон a2a3, a1a3, a1a2 соответственно; В качестве аппроксиманта функ-

ции f ∈ W 4M(Ω) на ∆ используется гладкая (т. e. из класса C1(∆) )

кусочно полиномиальная функция S3, которая на каждом ∆i, 1 ≤ i ≤ 3,

является многочленом третьей степени (по совокупности переменных) P3,i,

для задания которого требуется 10 параметров. Таким образом, для опре-

деления S3 требуется 30 условий. Требование того, что S3 ∈ C1(∆) дает

18 условий: например, это могут быть условия непрерывности функции S3

и ее производных первого порядка по двум несовпадающим направлениям

в точке a0 (всего 6 условий) и в точках a1, a2, a3 (9 условий), а также

условие непрерывности нормальных производных при переходе через сере-

дины отрезков a0ai (3 условия). Кроме того, потребуем, чтобы функция

S3 интерполировала значения функции f и ее производных первого по-

рядка по двум различным направлениям в точках a1, a2, a3 (9 условий)

и производные первого порядка по направлениям n23, n13, n12 в точ-

ках b1, b2, b3 соответственно (3 условия). Доказательство существования

такого конечного элемента (а также описание воспроизведенного здесь спо-

соба его построения) можно найти в [22]. Отметим, что если все элементы

на рассматриваемой триангуляции являются треугольниками Сие–Клафа–

Точера, то результирующая кусочно-полиномиальная функция на Ω яв-

ляется гладкой, т. е. принадлежит классу C1(Ω).

Теорема 2.3.1. Имеют место следующие оценки:

E3,s(∆, S3) .


MH4, если s = 0,

MH3 sin−1 β, если s = 1,

MH4−s sin−(s−1) β sin−1 α, если s = 2, 3.

(0.0.28)
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Отметим, что существовавшие ранее оценки сверху аппроксимации про-

изводных для макроэлементов были больше и требовали наложения на

триангуляцию условия наименьшего угла (первые оценки были получены

Ф. Сьярле в [42] и описаны в [22]; также ряд результатов может быть най-

ден в [62]). Возможность получить оценки (0.0.28) обусловлена в том числе

выбором в качестве точки a0 точки пересечения биссектрис треугольника

(ранее наиболее частым выбором являлся центр масс треугольника).

В § 2.4 доказаны оценки снизу величин погрешности аппроксимации

производных функций для широкого класса составных конечных элемен-

тов. Результаты этого параграфа носят тот же характер, что и утвержде-

ние теоремы 2.2.1 из § 2.2. Для точной формулировки результатов дадим

необходимые определения.

Пусть T — множество треугольников, из которых состоит триангуля-

ция исходной области Ω ⊂ R2 ; ∆ ∈ T . Пусть треугольник ∆ с вер-

шинами a1, a2, a3 является составным конечным элементом, т. е. в свою

очередь триангулирован на k треугольников T1, T2, . . . , Tk; пусть k ≤ k0 ,

где k0 — некоторое заданное натуральное число. Рассматриваются толь-

ко такие триангуляции треугольника ∆ , что для каждой стороны aiaj

( i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j ) найдется треугольник Ts ( 1 ≤ s ≤ k ), у которого

одна из сторон совпадает с aiaj . На каждом из треугольников Ti задает-

ся многочлен Pn,i = Pi степени не выше n по совокупности переменных.

Таким образом, на ∆ задана кусочно полиномиальная функция S∆. На

S∆ накладываются следующие ограничения.

C1. Кусочно-полиномиальная функция S∆ интерполирует значения

функции f и, возможно, ее производные по избранным направлениям в

некоторых точках треугольника ∆ , в том числе в вершинах и некоторых

точках сторон, и полностью определяется интерполяционными условиями

и условием принадлежности классу Cm(∆) (m ≥ 1 ), т. е. задается ло-

кально на ∆.
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C2. Если S̃ =
∑

∆∈T
S̃∆, где

S̃∆(u) =

{
S∆(u), если u ∈ ∆,

0, если u ∈ Ω \∆,

то S̃ ∈ Cm(Ω).

Пусть сужения сплайна S∆(u) и его производной ∂S∆(u)/∂nij на лю-

бую сторону aiaj треугольника однозначно определяются интерполяцион-

ными условиями, задаваемыми в точках стороны aiaj (в силу условий C1

и C2 тем же условиям должен удовлетворять сплайн S∆∗(u) на соседнем

с ∆ треугольнике ∆∗ ). Пусть, кроме того, интерполяционные условия в

точках сторон треугольника ∆ задаются таким образом, что для любой

стороны aiaj треугольника ∆ имеют место равенства

∂s (f(u)− S∆(u))

∂nsij

∣∣∣∣∣
u∈[ai,aj ]

=
1

(n+ 1− s)!
∂n+1f(ϑsij)

∂nsij∂τ
n+1−s
ij

dn+1−s
ij ωij, n+1−s (t) ,

(0.0.29)

s = 0, . . . ,m, i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j,

где ϑsij ∈ [ai, aj] ; ωij, n+1−s(t) — многочлен степени n+ 1− s со старшим

коэффициентом, равным единице; t = |u− ai| /dij ∈ [0, 1]. Далее без огра-

ничений общности считаем, что m = 1 (поскольку для доказательства

результата достаточно принадлежности функции S̃ классу C1(Ω) ).

В связи с требованием выполнения условия C2 обычно на всех сторонах

треугольника ∆ задаются однотипные условия интерполяции, т. е.

ωij,n+1−s(x) = ωpq,n+1−s(x)

для любых i, j, p, q и s = 0, 1 (или s = 0, . . . , r, если r > 1 ). Это означает,

что

ωij,n+1−s(x) = (−1)n+1−sωij,n+1−s(1− x) (0.0.30)

и
ω

(n−s)
ij,n+1−s(x)

(n+ 1− s)!
= x− 1

2
(0.0.31)
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для любых s = 0, 1 и i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j.

В § 2.4 доказана следующая теорема.

Теорема 2.4.1. Пусть ∆ — составной конечный элемент, триан-

гулированный на k треугольников T1, T2, . . . , Tk, k ≤ k0 . Если условия

интерполяции функции f ∈ W n+1(∆) кусочно-полиномиальной функцией

S∆ таковы, что выполняются свойства C1, C2 и выполнены соотно-

шения (0.0.29) и (0.0.31), то для любого s = 2, . . . , n найдется α0 > 0

такое, что для любого α < α0 имеют место оценки

En,s = En,s(∆, S∆) ≥ K(n, k0)
MHn+1−s

sinα
,

где K(n, k0) — некоторая положительная величина, которая может за-

висеть только от n и k0 .

Отметим, что условие (0.0.31) в формулировке теоремы 2.4.1 можно за-

менить на более наглядное условие (0.0.30).

Как и в случае теоремы 2.2.1, утверждение теоремы 2.4.1 означает, что

оценки (0.0.28) и соответствующий им выбор условий интерполяции явля-

ются оптимальными (наилучшими из возможных), если речь идет о полу-

чении гладкого локального сплайна на триангулированной области Ω.

В главе 3 рассматривается задача лагранжевой интерполяции функ-

ции f ∈ W n+1M(∆) алгебраическим многочленом P d
n [f ] = P d

n в узлах

равномерной сетки (0.0.1) d -симплекса ∆ c вершинами a1, . . . , ad+1 .

Мы предполагаем, что вершины симплекса ∆ занумерованы произволь-

ным образом. Возьмем al+1 ( 2 ≤ l ≤ d ) и рассмотрим углы βl+1,s =

βl+1,s(∆) между прямыми, параллельными ребрам al+1as ( s = 1, . . . , l ) и

(l − 1) -мерной плоскостью, натянутой на точки a1, a2, . . . , al . Обозна-

чим через βl+1 ∈
(
0, π2
]
такой угол, что

sin βl+1 = sin βl+1(∆) = max
s=1,...,l

sin βl+1,s,
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через Θ ∈
(
0, π2
]
— угол, удовлетворяющий условию

sin Θ = sin Θ(∆) = min
l=2,...,d

sin βl+1.

В § 3.1 введенная характеристика Θ сравнивается с величиной θ , опре-

деленной в (0.0.11) и введенной П. Жамэ [57].

Теорема 3.1.1. Для любого d -симплекса ∆ справедливо отношение

cos θ .
d

sin Θ .
d

d
√

cos θ.

Таким образом, вместо выполнения условия (0.0.13) для получения оце-

нок (0.0.14) можно требовать существования числа Θ∗ > 0 такого, что

Θ ≥ Θ∗. (0.0.32)

При контроле триангуляции замена условия (0.0.13) на (0.0.32) позволя-

ет перейти от вычисления максимума в (0.0.11) по всем ξ ∈ Rd к выбору

экстремума из конечного числа вариантов. Аналогичный результат полу-

чен в замечании 3.1.1 для ϑ из (0.0.25).

Замечание 3.1.1.При d = 3 для величины ϑ , определенной в (0.0.25),

также справедливо соотношение

cos θ . sinϑ .
3
√

cos θ.

В § 3.2 изучаются вопросы, связанные со случаями неулучшаемости

оценок сверху величин аппроксимации производных функций производны-

ми интерполяционных многочленов P d
n , полученными в [57]. Приводятся

оценки снизу величины погрешности аппроксимации производных функ-

ции на классе W n+1M(∆). В частности, показано, что во многих случа-

ях условие (0.0.13), позволяющее использовать оценки (0.0.14), является

неулучшаемым на W n+1M(∆) в следующем смысле: если θ является до-

статочно малым, то, вообще говоря, величина погрешности аппроксимации

производных может оказаться большой. Для точной формулировки резуль-

татов дадим ряд определений.

40



Рассматривается последовательность d -симплексов {∆i}∞i=1 с вершина-

ми a
(i)
1 , . . . , a

(i)
d+1, у которой cos θi → 0 (или, что то же самое, sin Θi → 0 )

при i→∞, где θi = θ (∆i) , Θi = Θ (∆i) . Считаем, что a
(i)
1 и a

(i)
2 выбра-

ны таким образом, что
∣∣∣a(i)

1 a
(i)
2

∣∣∣ �
d
Hi = H(∆i), где Hi = H(∆i) —диаметр

симплекса ∆i. Нумерацию остальных вершин считаем произвольной.

Для каждого симплекса ∆(i) построим последовательность ориентиро-

ванных деревьев {T (i)
k }

d+1
k=1 = {Tk(∆i)}d+1

k=1 с корнем a
(i)
1 следующим об-

разом. Будем считать, что T
(i)
1 — дерево из одной вершины a

(i)
1 ; T

(i)
2 —

дерево с вершинами a
(i)
1 , a(i)

2 и дугой e
(i)
12 (через e(i)

pq обозначаем дугу или,

другими словами, ориентированное ребро с началом в точке a
(i)
p и концом

в точке a
(i)
q ). Для l = 2, . . . , d действуем следующим образом. Пусть по-

строено дерево T
(i)
l с вершинами a

(i)
1 , a

(i)
2 , . . . , a

(i)
l ( l ≤ d ). Возьмем

вершину a
(i)
l+1 и рассмотрим определенные выше величины sin βl+1(∆i) и

sin βl+1,s(∆i) . Положим

p = min {s : sin βl+1(∆i) = sin βl+1,s(∆i), s = 1, . . . , l} . (0.0.33)

Тогда дерево T
(i)
l+1 получаем, добавляя к T

(i)
l вершину a

(i)
l+1 и дугу e

(i)
p,l+1 .

Договоримся использовать запись a
(i)
p = F

(
a

(i)
l+1

)
, означающую, что a

(i)
p

является отцом a
(i)
l+1 .

Введем в рассмотрение деревья T (i)
s,1 и T (i)

s,2 , полученные из T
(i)
s уда-

лением ребра, соединяющего вершины a
(i)
1 и a

(i)
2 , c корнями a

(i)
1 и a

(i)
2

соответственно ( s = 2, . . . , d+ 1 ).

Последовательность {∆i}∞i=1 состоит из конечного числа подпоследо-

вательностей {∆is}∞s=1 , каждая из которых такова, что для некоторого

k ∈ {2, . . . , d} имеют место соотношения

sin βl(∆is) &
d

1 при 3 ≤ l ≤ k, (0.0.34)

sin βk+1(∆is)→ 0 при s→∞. (0.0.35)
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Если V — геометрически независимая система (r + 1) точек в Rd

( r ≤ d ), T — ориентированное дерево со множеством вершин V, то через

P(T ) будем обозначать плоскость размерности r , натянутую на эти точ-

ки. Пусть ρ
(
a

(is)
k+1, F (a

(is)
k+1)

)
означает расстояние между вершиной a

(is)
k+1 и

ее отцом F (a
(is)
k+1) ; α(v1, v2) — угол между v1 и v2 , где vi ( i = 1, 2 )

может быть вектором, прямой или плоскостью некоторой размерности ( v1

или v2 также могут быть точками, в этом случае по определению полагаем

α(v1, v2) = π/2 ).

Ниже в теореме 3.2.1 и следствиях показано, что на множестве функций

W n+1M для широкого класса симплексов при cos θ → 0 оценки (0.0.12)

являются качественно неулучшаемыми (имеет место точность по порядку

величины H, при этом знаменатель не может быть отделен от нуля).

Теорема 3.2.1. Пусть в последовательности {∆i}∞i=1 имеется подпо-

следовательность {∆is}∞s=1 такая, что для некоторого k выполняются

соотношения (0.0.34)–(0.0.35); lis — прямая, проходящая через вершины

a
(is)
k+1 и F (a

(is)
k+1) ; пусть число j ∈ {1, 2} таково, что a

(is)
k+1 ∈ T

(is)
k+1,j . Если

ρ
(
a

(is)
k+1, F (a

(is)
k+1)

)
His

→ 0 при s→∞ (0.0.36)

и
sin βk+1(∆is)

sinα
(
lis,P(T (is)

k,j )
) → 0 при s→∞, (0.0.37)

то найдется последовательность положительных вещественных чисел

{wis}∞s=1 такая, что wis → 0 при s→∞ , и для каждого ν = 1, . . . , n и

каждого is имеют место оценки

Ed
n,ν(∆is) &

d,n

M
Hn+1−ν
is

wis
. (0.0.38)

Далее для упрощения обозначений будем считать, что подпоследова-

тельность {∆is}∞s=1 с нужными свойствами совпадает с исходной последо-
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вательностью {∆i}∞i=1 , т. е. is = s для всех s ∈ N . Кроме того, договорим-

ся не писать индексы i и считать, что ∆ = ∆i . При этом, если рассмат-

ривается некоторая характеристика φi = φ(∆i) симплекса ∆i , то индекс

i писать не будем, и под записью χ→ A при cos θ → 0 или φ→ A при

cos θ → 0 (где A ∈ R или A =∞ ) будем понимать, что некоторая после-

довательность величин {χ(i)}∞i=1 = {χ(∆i)}∞i=1 или {φi}∞i=1 = {φ(∆i)}∞i=1

обладает свойством χ(i) → A или φi → A при i → ∞ , если последова-

тельность {∆i}∞i=1 такова, что cos θi → 0 при i → ∞ . Если χ/φ → 0

при cos θ → 0 , то будем писать χ � φ . Таким образом, через ∆ обо-

значаем d -симплекс с вершинами a1, . . . , ad+1 , занумерованными таким

образом, что |a1a2| �
d
H, и cos θ → 0 . Соотношения (0.0.34)–(0.0.35) для

некоторого k ∈ {2, . . . , d} переписываются следующим образом:

sin βl(∆) &
d

1 при 3 ≤ l ≤ k, (0.0.39)

sin βk+1(∆)→ 0 при cos θ → 0. (0.0.40)

В соответствии с алгоритмами, описанными выше, строим деревья

T1, . . . , Td+1 , и Ts,1 , Ts,2 для s = 2, . . . , d + 1 . Без ограничений общно-

сти везде ниже считаем, что F (ak+1) ∈ Tk,2 .
Следствие 3.2.1. Пусть вершины d -cимплекса ∆ занумерованы

таким образом, что если |as1
aj| �

d
H для любого j = 1, . . . , s1 − 1 и

|as2
aj| � H для некоторого j ∈ {1, . . . , s2 − 1} , то s1 < s2 ; k — такое,

что выполнены (0.0.39) и (0.0.40). Пусть выполнено одно из следующих

условий:

1) ρ(ak+1, F (ak+1)) �
d
H ;

2) ρ(ak+1, F (ak+1)) � H и
sin βk+1(∆)

sinα (l,P(Tk,2))
→ 0 при cos θ → 0, где

l — прямая, проходящая через ak+1 и F (ak+1) .

Тогда найдется положительная функция w(cos θ) такая, что
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w(cos θ)→ 0 при cos θ → 0 , и

Ed
n,ν(∆) &

d,n

M
Hn+1−ν

w(cos θ)
, ν = 1, . . . , n. (0.0.41)

Сформулированное следствие означает, что если выбрана соответствую-

щая нумерация вершин симплекса и характеристика П.Жамэ стремится к

нулю, то для того, чтобы в теореме 3.2.1 была справедлива оценка (0.0.38),

проверка условия (0.0.37) нужна лишь тогда, когда имеет место соотноше-

ние (0.0.36). В противном случае неравенство (0.0.38) выполняется всегда.

Для симплекса ∆̆ через diam
(

∆̆
)

обозначим диаметр этого симплекса.

Следствие 3.2.2. Если для любого m -симплекса ∆̆ (m < d ) с

вершинами b1, . . . , bm+1 ∈ {a1, . . . , ad+1} , удовлетворяющего условию

diam
(

∆̆
)
/H → 0 при cos θ → 0 , выполнено условие

sin Θ
(

∆̆
)
&
d

1

то найдется положительная функция w(cos θ) такая, что w(cos θ)→ 0

при cos θ → 0 , и для всех ν = 1, . . . , n справедливы оценки (0.0.41).

Следствие означает, что если для любого m -симплекса ∆̆ (m < d ),

являющегося гранью соответствующей размерности симплекса ∆ и имею-

щего диаметр diam
(

∆̆
)
� H, величина sin Θ

(
∆̆
)

отделена от нуля, то

имеет место оценка (0.0.41).

Следствие 3.2.3. Если d = 3 , и тетраэдр ∆ содержит не менее 4

ребер, длины которых rj , 1 ≤ j ≤ k ( k ≥ 4 ), удовлетворяют соотноше-

ниям rj � H, то существует положительная функция w(cos θ) такая,

что w(cos θ)→ 0 при cos θ → 0 и

E3
n,ν &

n
M

Hn+1−ν

w(cos θ)
, ν = 1, . . . , n.
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В § 3.3 для случая d = 3 , n = 1 получены оценки сверху величин

погрешности аппроксимации производных интерполируемой функции, де-

монстрирующие, что иногда (для некоторого класса тетраэдров) оценки

П. Жамэ (0.0.12) могут быть несколько улучшены. Возможно, близкие

оценки могут быть получены также в результате некоторой доработки ре-

зультатов Т. Апеля из [31] (в диссертации используется другой метод дока-

зательства соответствующей теоремы). Таким образом, § 3.3 имеет скорее

иллюстративный характер.

Рассмотрим тетраэдр ∆ , имеющий ровно три ребра, длины которых су-

щественно меньше диаметра тетраэдра (в противном случае имеются оцен-

ки снизу из следствия 3.2.3 теоремы 3.2.1, показывающие, что в определен-

ном смысле оценки П.Жамэ являются неулучшаемыми). Обозначим через

Tj , j = 1, 2, 3, 4 , треугольники, являющиеся гранями тетраэдра напротив

вершин aj; через γj и βj — соответственно наибольшие и средние углы

треугольников Tj; через rj — диаметры треугольников Tj ( j = 1, 2, 3, 4 ).

Отметим, что sin βj � sin γj . Без ограничений общности можем считать,

что r2 � r3 � r4 � H и sin γ4 & max{sin γ2, sin γ3} Также в соответствии

с нашим интересом считаем, что r1/H → 0 при sinϑ → 0 . Пусть ϕ14 —

величина двугранного угла между плоскостями граней T1 и T4 .

Теорема 3.3.1. Справедлива следующая оценка сверху:

E2
1,1 = E2

1,1(∆) .
M

sinϕ14

(
r1

sin γ1
+

H

sin γ4

)
. (0.0.42)

Замечание 3.3.5. Если sin β4 & 1 и sinϕ14 & 1 , то имеет место

оценка
E2

1,1(∆) .M

(
r1

sin γ1
+H

)
= MH

(
r1

H

1

sin γ1
+ 1

)
.

Таким образом, если sin γ1 → 0 , то для величины ϑ из (0.0.25), имеет

место свойство sinϑ→ 0 и соответственно в силу замечания 3.1.1 выпол-

няется cos θ → 0 , т. е. величина в знаменателе правой части оценки (0.0.12)
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стремится к нулю. Однако, если при этом r1/H � sin γ1 , то

E2
1,1(∆) .MH,

т. е. оценка (0.0.42) является более точной, чем (0.0.12).

Автор выражает глубокую благодарность своему научному консультан-

ту члену-корреспонденту РАН, д.ф.-м.н. Юрию Николаевичу Субботину

за постоянное многолетнее внимание к работе, полезные обсуждения и

поддержку. Автор глубоко признателен д.ф.-м.н. Валерию Трифоновичу

Шевалдину за обсуждения и многочисленные ценные замечания.
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Глава 1. Константа и функция Лебега для

интерполяционных многочленов Лагранжа

на d -симплексах

В настоящей главе для интерполяционного процесса алгебраическими

многочленами степени n по равномерным узлам d -симплекса ∆ для

d ≥ 2 найден порядок роста по n констант Лебега ( § 1.1) и получена

поточечная оценка снизу функции Лебега, аналогичная известной оценке

для интерполяции на отрезке ( § 1.2).

§ 1.1. Порядок роста констант Лебега

1.1.1. Формулировка основного результата. Пусть {ai1i2...id+1
} —

узлы равномерной сетки на d -симплексе ∆, т. e. узлы, имеющие следую-

щие барицентрические координаты:

ai1i2...id+1
=

(
i1
n
,
i2
n
, . . . ,

id+1

n

)
, (1.1.1)

ik ∈ {0, . . . , n}, i1 + i2 + . . .+ id+1 = n.

Напомним, что через Ldn(λ) = Ldn(λ1, λ2, . . . , λd+1) = Ldn(u(λ)) = Ldn(u) обо-

значается функция Лебега лагранжева процесса интерполяции функции

f ∈ C(∆) алгебраическими многочленами степени не выше n по совокуп-

ности переменных в узлах равномерной сетки (1.1.1), т. е. норма функцио-

нала, ставящего в соответствие каждой непрерывной функции f значение

ее интерполяционного многочлена в точке u(λ) (под степенью многочлена

по совокупности s переменных x1, x2, . . . , xs понимается наибольшая из

степеней k1 +k2 + · · ·+ks входящих в него мономов xk1
1 x

k2
2 . . . xkss [?, § 51]).

Через Ldn будем обозначается константа Лебега указанного интерполяци-

онного процесса, т. е. норма оператора, действующего из C(∆) в C(∆),

который каждой непрерывной функции ставит в соответствие ее интерпо-

ляционный многочлен.
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Введем множество мультииндексов

I = {i = (i1, . . . , id+1)| i ∈ Zd+1
+ , |i| = i1 + i2 + . . .+ id+1 = n}. (1.1.2)

Пусть li(λ), i = (i1, . . . , id+1) ∈ I — фундаментальные многочлены, т. е.

такие многочлены степени n по совокупности переменных λ1, . . . , λd+1,

что если aj, j ∈ I, — узел интерполяции из (1.1), то

li(aj) = δji ,

где δji = δj1i1 δ
j2
i2
. . . δ

jd+1

id+1
; δjkik — символ Кронекера. Тогда

Ldn(λ) =
∑
i∈I

|li(λ)|. (1.1.3)

Фундаментальные многочлены имеют следующий вид:

li(λ) =
ωi(λ)

ωi(ai)
,

где

ωi(λ) =

i1−1∏
s1=0

(
λ1 −

s1

n

) i2−1∏
s2=0

(
λ2 −

s2

n

)
. . .

id+1−1∏
sd+1=0

(
λd+1 −

sd+1

n

)
=

=

(
1

n

)n i1−1∏
s1=0

(nλ1 − s1) . . .

id+1−1∏
sd+1=0

(nλd+1 − sd+1) =

=

(
1

n

)n
Γ(nλ1 + 1)

Γ(nλ1 − i1 + 1)
. . .

Γ(nλd+1 + 1)

Γ(nλd+1 − id+1 + 1)

(если ik = 0 , то считаем, что
ik−1∏
sk=0

(nλ1 − sk) = 1 ). Впервые такое представ-

ление фундаментальных многочленов указал Р.А. Николаидис [65]. Отме-

тим, что действительно ωi(aj) = 0 при i 6= j, т. к. в этом случае найдется

q ∈ {1, . . . , d+ 1} такое, что jq < iq и, следовательно,
iq−1∏
sq=0

(
jq
n
− sq
n

)
= 0.

Поскольку

ωi(ai)=(1/n)n Γ(i1+1) . . .Γ(id+1+1) = (1/n)n i1!i2! . . . id+1!,
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то

li(λ) = li1i2...id+1
(λ1, . . . , λd+1) =

=
Γ(nλ1 + 1) . . .Γ(nλd+1 + 1)

Γ(nλ1 − i1 + 1) . . .Γ(nλd+1 − id+1 + 1)
· 1

i1!i2! . . . id+1!
. (1.1.4)

Договоримся при получении оценок исключать из рассмотрения те λ и i,

при которых аргумент хотя бы одной из Γ –функций знаменателя явля-

ется ее полюсом, т. к. этот случай соответствует ситуации li(λ) = 0, т. е.

соответствующее слагаемое суммы (1.1.3) равно нулю.

Напомним, что

Ldn = max
u(λ)∈∆

Ldn(λ)

и что для d = 1 в [24, с. 42] была найдена асимптотика константы Лебега

L1
n =

2n+1

exp(1) n lnn
(1 + εn), где lim

n→∞
εn = 0. (1.1.5)

Цель данного параграфа — указать порядок роста констант Лебега по n

для d ≥ 2, а именно, доказать следующую теорему.

Теорема 1.1.1. Для константы Лебега интерполяционного процесса по

равномерным узлам (1.1.1) на d− симплексе ∆ при фиксированном d ≥ 2

справедлива оценка

C1
2n

n lnn
≤ Ldn ≤ C2(d)

2n

n lnn
,

где C1 — некоторая положительная константа, а величина C2(d) мо-

жет зависеть от d.

1.1.2. Обозначения и вспомогательные результаты. Сумму, у ко-

торой нижний предел индекса суммирования больше верхнего предела, бу-

дем считать равной нулю. Далее в текущем параграфе используются сле-

дующие обозначения:

[x] — целая часть числа x;
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αp — дробная часть числа nλp, т. е. αp = nλp − [nλp], p ∈ {1, . . . , d+ 1};

Q(x, k) =
Γ(x+ 1)

k!|Γ(x− k + 1)|
=

Γ(x+ 1)Γ(k − x)

Γ(k + 1)

| sin πx|
π

, (1.1.6)

x ∈ R \ Z, k ∈ N, k ≥ [x] + 1;

F (x, k) =
Γ(x+ 1)Γ(k + 1− x) sinπx

πΓ(k + 1)
, x ∈ R, k ∈ N; (1.1.7)

Ns(j1, . . . , jd+1) = n−
d+1∑
q=s+1

[nλjq ]− d− 1 + s−
s−1∑
q=1

ijq , (1.1.8)

s = 2, . . . , d, ijq ∈ Z+;

Ns = Ns(1, . . . , d+ 1) = n−
d+1∑
q=s+1

[nλq]− d− 1 + s−
s−1∑
q=1

iq, (1.1.9)

s = 2, . . . , d, iq ∈ Z+;

σk(j1, j2, . . . , jd+1) =

=

[nλj1 ]∑
ij1=0

. . .

[nλjd+1−k ]∑
ijd+1−k=0

Nd+2−k(j1,...,jd+1)∑
ijd+2−k=[nλjd+2−k ]+1

. . .

Nd(j1,...,jd+1)∑
ijd=[nλjd ]+1

∣∣li1i2...id+1
(λ1, λ2, . . . , λd+1)

∣∣ ,
(1.1.10)

k = 1, . . . , d, {j1, . . . , jd+1} = {1, . . . , d+ 1};

Sk = Sk(1, 2, . . . , d+ 1) =

Nd+2−k∑
id+2−k=[nλd+2−k]+1

Γ(nλd+2−k + 1)

id+2−k!|Γ(nλd+2−k − id+2−k + 1)|
. . .

· · ·
Nd∑

id=[nλd]+1

Γ(nλd + 1)

id!|Γ(nλd − id + 1)|
. . .

Γ(nλd+1 + 1)

id+1!|Γ(nλd+1 − id+1 + 1)|
=

=

Nd+2−k∑
id+2−k=[nλd+2−k]+1

Q(nλd+2−k, id+2−k) . . .

Nd∑
id=[nλd]+1

Q(nλd, id)Q(nλd+1, id+1),

(1.1.11)

где верхние границы сумм определены в (1.1.9), k = 2, . . . , d;

S1 =
Γ(nλd+1 + 1)

id+1!|Γ(nλd+1 − id+1 + 1)|
= Q(nλd+1, id+1) ; (1.1.12)
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σk = σk(1, 2, . . . , d+ 1) =

=

[nλ1]∑
i1=0

Γ(nλ1 + 1)

i1!Γ(nλ1 − i1 + 1)
. . .

[nλd+1−k]∑
id+1−k=0

Γ(nλd+1−k + 1)

id+1−k!Γ(nλd+1−k − id+1−k + 1)
Sk,

(1.1.13)

где Sk определены в (1.1.11) и (1.1.12), k = 1, . . . , d. В дальнейшем при

оценке σk будем считать, что [nλ1] ≥ [nλ2] ≥ . . . ≥ [nλd+1−k] (иначе

можем изменить порядок суммирования и нумерацию);

Ssk(1, . . . , d+ 1− k, jd+2−k, . . . , jd+1) =

=

[nλjd+2−k ]+2∑
id+2−k=[nλjd+2−k ]+1

Q(nλjd+2−k, id+2−k) . . .

· · ·
[nλjs ]+2∑

is=[nλjs ]+1

Q(nλjs, is)

n−[nλjs+2
]−...−[nλjd+1

]−3(d−s)−i1−...−is∑
is+1=[nλjs+1

]+3

Q(nλjs+1
, is+1) . . .

· · ·
n−[nλjd+1

]−3−i1−...−id−1∑
id=[nλjd ]+3

Q(nλjd, id)Q(nλjd+1
, id+1), (1.1.14)

s = d+ 2− k, . . . , d;

Sd+1−k
k (1, . . . , d+ 1) =

=

n−[nλd+3−k]−...−[nλd+1]−3(d−(d+1−k))−i1−...−id+1−k∑
id+2−k=[nλd+2−k]+3

Q(nλd+2−k, id+2−k) . . .

· · ·
n−[nλd+1]−3−i1−...−id−1∑

id=[nλd]+3

Q(nλd, id)Q(nλjd+1
, id+1); (1.1.15)

Rq(α, β, κ) =

n−κ−i1−...−iq−1∑
iq=3

α

i
1+α/2
q

β

(n− i1 − . . .− iq)1+β/2
; (1.1.16)

g(θ, k) =
θ

k1+θ/2
. (1.1.17)
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Лемма 1.1.1. Справедливо следующее представление функции Лебега:

Ldn(λ) =
d∑

k=1

∑
{j1,j2,...,jd+1−k}⊂{1,...,d+1}

js 6=jp при s6=p

σk(j1, j2, . . . , jd+1),

где σk(j1, j2, . . . , jd+1) определены в (1.1.10), и суммирование ведется по

всем сочетаниям по d+ 1− k элементов из множества {1, . . . , d+ 1} ,
k = 1, . . . , d.

Доказательство. При фиксированном λ, отличном от узлов интер-

поляции (узлы интерполяции можно не рассматривать, так как значе-

ние функции Лебега в любом из них известно и равно единице) разо-

бьем правую часть равенства (1.1.3) на несколько сумм в зависимости от

знаков nλs − is. Фиксируем k ∈ {1, . . . , d}, возьмем произвольно мно-

жество {j1, . . . , jd+1−k} ⊂ {1, . . . , d + 1} (где js 6= jp при s 6= p ) и

выделим те слагаемые суммы (1.1.3), для которых nλjs − ijs ≥ 0 (т. е.

0 ≤ ijs ≤ [nλjs] ) при s = 1, 2, . . . , d + 1 − k и nλjs − ijs < 0 (т. е.

ijs ≥ [λjs]+1 ) при s = d+2−k, . . . , d+1 , где jd+2−k, . . . , jd+1 выбраны про-

извольным образом так, чтобы выполнялось равенство {jd+2−k, . . . , jd+1} =

{1, . . . , d + 1} \ {j1, . . . , jd+1−k} . Чтобы при s ≥ d + 2 − k найти грани-

цы для ijs, рассмотрим для примера s = d + 2 − k. С одной стороны,

ijd+2−k ≥ [nλjd+2−k] + 1. С другой, в силу того, что ijq ≥ [nλjq ] + 1 для

q = d+ 3− k, . . . , d+ 1, справедливо неравенство
d+1∑

q=d+3−k

ijq ≥
d+1∑

q=d+3−k

[nλjq ] + k − 1,

т. е.

n−
d+2−k∑
q=1

ijq ≥
d+1∑

q=d+3−k

[nλjq ] + k − 1,

откуда следует, что

ijd+2−k ≤ n−
d+1∑

q=d+3−k

[nλjq ]− k + 1−
d+1−k∑
q=1

ijq .
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Аналогично для s = d+ 3− k, . . . , d получаем

[nλjs] + 1 ≤ ijs ≤ Ns(j1, . . . , jd+1),

где Ns(j1, . . . , jd+1) выписаны в (1.1.8). Выделенные таким образом из

(1.1.3) слагаемые составят σk(j1, j2, . . . , jd+1). Так как λ не является уз-

лом интерполяции, i = (i1, . . . , id+1) ∈ I и, следовательно,

d+1∑
s=1

(nλs − is) = n− n = 0,

то для любого i ∈ I множество {nλs − is}d+1
s=1 содержит как отрицатель-

ные, так и неотрицательные элементы. Таким образом, взяв все возмож-

ные различные множества {j1, . . . , jd+1−k} ⊂ {1, . . . , d + 1}, k = 1, . . . , d

и просуммировав соответствующие σk(j1, j2, . . . , jd+1−k), получим Ldn(λ).

Лемма 1.1.1 доказана. �

Фиксируем k ∈ {1, . . . , d}. Дальнейшие действия будут связаны с оцен-

кой σk, определенной в (1.1.13).

Лемма 1.1.2. Пусть ip ∈ N, nλp ∈ R+, ip ≥ [nλp] + 1, функция Q

определена в (1.1.6). Тогда Q(nλp, ip) ≤ 1. Кроме того, если ip ≥ [nλp]+3,

то Q(nλp, ip) ≤ Q(αp, ip), где αp – дробная часть числа nλp .

Доказательство. Проведем следующие преобразования:

ip!Q(nλp, ip) =
Γ(nλp + 1)

|Γ(nλp − ip + 1)|
= |nλp(nλp − 1) . . . (nλp − ip + 1)| =

= |(−nλp)(−nλp + 1) . . . (−nλp + ip − 2)(−nλp + ip − 1)| ≤ ip!,

т. е. Q(nλp, ip) ≤ 1. Если ip ≥ [nλp] + 3 и [nλp] ≥ 1, то, так как

| − αp − s| ≤ | − αp − [nλp] + ip − 1 + s| для s ∈ N, справедлива оценка

ip!Q(nλp, ip) =

= |(−nλp)(−nλp + 1) . . . (−nλp + ip − 2)(−nλp + ip − 1)| =
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= (−αp − [nλp])(−αp − [nλp] + 1) . . .

. . . (−αp − 1)(−αp)(−αp + 1) . . . (−αp − [nλp] + ip − 1) ≤

≤ |(−αp − [nλp] + ip − 1 + [nλp])(−αp − [nλp] + ip − 1 + [nλp]− 1) . . .

. . . (−αp − [nλp] + ip − 1 + 1)(−αp)(−αp + 1) . . . (−αp − [nλp] + ip − 1)| =

= |(−αp)(−αp + 1) . . . (−αp + ip − 1)| = ip!Q(αp, ip),

откуда следует оставшаяся часть доказываемого утверждения. Лемма 1.1.2

доказана. �

Лемма 1.1.3. Справедливо следующее неравенство:

σk ≤
[nλ1]∑
i1=0

C i1
[nλ1+1] . . .

[nλd+1−k]∑
id+1−k=0

C
id+1−k
[nλd+1−k+1] Sk,

где σk и Sk определяются соответственно в (1.1.13) и (1.1.11)–(1.1.12).

Доказательство вытекает из того, что для is ≤ [nλs] (т. е. при

s = 1, . . . , d+ 1− k ) выполняется неравенство

Γ(nλs + 1)

is!Γ(nλs − is + 1)
=

1

is!

is−1∏
p=0

(nλs − p) ≤
1

is!

is−1∏
p=0

([nλs] + 1− p) = C is
[nλs+1].

Лемма 1.1.3 доказана. �

Лемма 1.1.4. Пусть [nλ1] < 2d, σk определено в (1.1.13). Тогда

σk .
d

2n

n lnn
.

Доказательство. Оценим сначала Sk из (1.1.11)–(1.1.12). Учитывая,

что согласно лемме 1.1.2 для ip ≥ [nλp] + 1 справедлива оценка

Q(nλp, ip) =
Γ(nλp + 1)

|Γ(nλp − ip + 1)|ip!
≤ 1,

можем заключить, что сумма Sk не превосходит числа своих слагаемых,

т. е.

Sk ≤ (Nd − [nλd]) . . . (Nd+2−k − [nλd+2−k]).
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Поскольку для s = d+ 2− k, . . . , d числа Ns (см. (1.1.9)) не превосходят

n, то Sk ≤ nk−1, откуда с учетом леммы 1.1.3 и того, что [nλd+1−k] ≤
[nλd−k] ≤ · · · ≤ [nλ1] ≤ 2d, получаем требуемую оценку

σk ≤ nk−1

[nλ1]∑
i1=0

C i1
[nλ1+1] . . .

[nλd+1−k]∑
id+1−k=0

C
id+1−k
[nλd+1−k+1] ≤

≤ nk−122d(d+1−k) ≤ 22d2

nd−1 .
d

2n

n lnn
.

Лемма 1.1.4 доказана. �

Лемма 1.1.5. Пусть 0 ≤ α < 1, k ∈ N, функция F определяется

формулой (1.1.7). Тогда

F (α, k) ≤
√

2
α

kα/2
.

Доказательство практически повторяет доказательство аналогич-

ной леммы А.Х.Турецкого [24, с. 42] и приводится для удобства читателя.

Рассмотрим F (α, k) :

F (α, k) =
Γ(1 + α)Γ(k + 1− α)

Γ(k + 1)Γ(α)Γ(1− α)
=
α

k!

k∏
s=1

(s− α) ≤ α

k!

k∏
s=2

(s− α).

Положим ϕk(α) =
k∏
s=2

(s− α) и проведем следующие преобразования:

lnϕk(α) =
k∑
s=2

ln(s− α) =
k∑
s=2

ln s−
k∑
s=2

(ln s− ln(s− α)) =

= ln k!−
k∑
s=2

ln

(
1 +

α

s− α

)
≤

≤ ln k!−
k∑
s=2

α

2(s− α)
= ln k!− α

2

k∑
s=2

1

s− α
≤
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≤ ln k!− α

2

k∑
s=2

1

s
≤ ln k!− α

2

k∫
2

dx

x
= ln k!− α

2
ln k +

α

2
ln 2.

Получаем

ϕk(α) ≤ exp
(

ln k! +
α

2
ln 2− α

2
ln k
)

=
k!2α/2

kα/2
.

Таким образом, F (α, k) ≤ α

k!
· k!2α/2

kα/2
≤
√

2
α

kα/2
. Лемма 1.1.5 доказана. �

Лемма 1.1.6. Пусть α, β ∈ (0, 1), κ ≥ 3; q ∈ N \ {1}, is ∈ Z+

(s = 1, . . . , q) , i1 + . . . + iq < n ; Rq и g определены в (1.1.16) и (1.1.17)

соответственно. Тогда

Rq(α, β, κ) . g(θ, lq−1),

где lq−1 = n− i1 − . . .− iq−1, θ =

{
α, если g(α, lq−1) ≥ g(β, lq−1),

β, если g(α, lq−1) < g(β, lq−1).

Доказательство. Преобразуем Rq(α, β, κ) :

Rq(α, β, κ) =
1

lq−1

n−κ−i1−...−iq−1∑
iq=3

(n− i1 − . . .− iq + iq)αβ

i
1+α/2
q (n− i1 − . . .− iq)1+β/2

= R1 +R2,

где

R1 =
1

lq−1

n−κ−i1−...−iq−1∑
iq=3

αβ

i
1+α/2
q (n− i1 − . . .− iq)β/2

,

R2 =
1

lq−1

n−κ−i1−...−iq−1∑
iq=3

αβ

i
α/2
q (n− i1 − . . .− iq)1+β/2

.

Оценим слагаемое R1. Для этого разобьем его на две суммы R11 и R12

следующим образом:

n−κ−i1−...−iq−1∑
iq=3

=

[ 1
2 (n−i1−...−iq−1)]∑

iq=3

+

n−κ−i1−...−iq−1∑
iq=[ 1

2 (n−i1−...−iq−1)]+1

.
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Рассмотрим вторую сумму R12 . В этой сумме не более n−κ−i1−· · ·−iq−1−
2 слагаемых, каждое из которых мы можем оценить сверху не зависящей

от iq величиной

αβ

lq−1

[
n−i1−···−iq−1

2 + 1
]1+α/2

(n− i1 − · · · − iq−1 − n+ κ+ i1 + · · ·+ iq−1)β/2
=

=
αβ

lq−1

[
n−i1−···−iq−1

2 + 1
]1+α/2

κβ/2
,

поэтому с учетом числа слагаемых получаем

R12 ≤
1

lq−1
· α(n− κ− i1 − · · · − iq−1 − 2)[

n−i1−···−iq−1

2 + 1
]1+α/2

· β

κβ/2
.

.
1

lq−1

α

(n− i1 − · · · − iq−1)α/2
. g(α, lq−1).

Сумма R11 оценивается следующим образом

R11 ≤
1

lq−1

[ 1
2 (n−i1−...−iq−1)]∑

iq=3

αβ

i
1+α/2
q

(
n− i1 − . . .− iq−1 − n−i1−...−iq−1

2

)β/2 =

=
1

lq−1

β(
n−i1−...−iq−1

2

)β/2 [ 1
2 (n−i1−...−iq−1)]∑

iq=3

α

i
1+α/2
q

≤

≤ 2β/2β

(n− i1 − . . .− iq−1)1+β/2

[ 1
2 (n−i1−...−iq−1)]∫

2

αdt

t1+α/2
.

Учитывая, что

[ 1
2 (n−i1−...−iq−1)]∫

2

αdt

t1+α/2
= 2

 1

2α/2
− 1[

lq−1

2

]α/2
 ≤ 2,

получаем

R11 . g(β, lq−1),
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т. е.

R1 = R11 +R12 . g(θ, lq−1).

Слагаемое R2 после замены iq = n− i1 − · · · − iq−1 − s оценивается ана-

логично. Лемма 1.1.6 доказана. �

1.1.3. Доказательство теоремы. Оценка снизу является простым

следствием результата А.Х.Турецкого (1.1.5). Оценка сверху сводится к

оценке сверху величины σk.

1.1.3.1. Оценка снизу. Оценка снизу следует из одномерного резуль-

тата А.Х.Турецкого (1.1.5): пусть f ∈ C[0, 1] – функция одной перемен-

ной, экстремальная с точки зрения константы Лебега, т. е. такая, на кото-

рой достигается норма оператора интерполирования. Пусть ‖f‖C[0,1] = 1.

Положим F (λ) = F (λ1, λ2, . . . , λd+1) = f(λ1). Отметим, что ‖F‖C(∆) =

‖f‖C[0,1] = 1. Пусть p(f) – многочлен одной переменной, интерполирую-

щий f на [0, 1]; P (F ) – многочлен, интерполирующий F на ∆. Тогда,

используя (1.1.5), получаем оценку:

Ldn ≥ ‖P (F )‖C(∆) = ‖p(f)‖C[0,1] = L1
n =

2n+1

e n lnn
(1 + εn).

Таким образом, требуется доказать лишь оценку сверху.

1.1.3.2. Сведение оценки сверху к оценке новой величины σ0
k .

В силу леммы 1.1.1,

Ldn(λ) .
d

max
k

max
{j1,...,jd+1−k}

σk(j1, . . . , jd+1). (1.1.18)

Так как Ldn = max
u(λ)∈∆

Ldn(λ), то задача сводится к оценке σk(j1, . . . , jd+1),

где {j1, . . . , jd+1−k} ⊂ {1, . . . , d + 1}. Без ограничений общности можем

рассматривать σk = σk(1, . . . , d+ 1) (см. (1.1.13)), 1 ≤ k ≤ d. Напомним,

что можем считать [nλ1] ≥ [nλ2] ≥ . . . ≥ [nλd+1−k] (см. комментарий к

(1.1.13) в п. 1.1.2). Случай [nλ1] < 2d разобран в лемме 1.1.4, поэтому

пусть далее [nλ1] ≥ 2d. Принимая во внимание результат леммы 1.1.3,
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разобьем оценку σk на две суммы:

σk ≤ σ0
k + σ1

k, (1.1.19)

где

σ0
k =

[nλ1]−2d∑
i1=0

C i1
[nλ1+1]

[nλ2]∑
i2=0

C i2
[nλ2+1] . . .

[nλd+1−k]∑
id+1−k=0

C
id+1−k
[nλd+1−k+1]Sk(1, 2, . . . , d+ 1),

(1.1.20)

σ1
k =

[nλ1]∑
i1=[nλ1]−2d+1

C i1
[nλ1+1]

[nλ2]∑
i2=0

C i2
[nλ2+1] . . .

[nλd+1−k]∑
id+1−k=0

C
id+1−k
[nλd+1−k+1]Sk(1, 2, . . . , d+ 1).

(1.1.21)

Так как Sk ≤ nk−1 (см. доказательство леммы 1.1.4),
[nλs]∑
is=0

C is
[nλs+1] ≤ 2[nλs+1]

для любого s = 2, . . . , d+ 1− k и
[nλ1]∑

i1=[nλ1]−2d+1

C i1
[nλ1+1] ≤ 2d(nλ1 + 1)2d, то

σ1
k .
d

(nλ1 + 1)2d 2nλ2+···+nλd+1−k+(d−k)nk−1.

Если nλ1 + 1 ≤ n/d, то с учетом условия [nλ1] ≥ [nλ2] ≥ . . . ≥ [nλd+1−k]

получаем

σ1
k .
d

(n/d)2d2nλ1(d−k)+(d−k)nk−1 ≤ (n/d)2d2
n(d−k)

d nk−1 ≤

≤ 2
n(d−k)

d nk−1+2d = 2n
nk−1+2d

2
kn
d

=
2n

n lnn
· n

k+2d lnn

2
kn
d

.
d

2n

n lnn
.

Если nλ1 + 1 > n/d, то

σ1
k .
d

(nλ1 + 1)2d2n−(nλ1+1)nk−1 ≤ 2n
(nλ1 + 1)2dnk−1

2nλ1+1
.
d

.
d

2n

n lnn

n2dnk lnn

2
n
d

.
d

2n

n lnn
.

Таким образом,

σ1
k .
d

2n

n lnn
. (1.1.22)
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Остается оценить σ0
k.

1.1.3.2. Оценка σ0
k и завершение доказательства теоремы. В

данном разделе мы считаем, что индексы i1, . . . , id+1 изменяются в преде-

лах, определяемых формулой (1.1.20).

Лемма 1.1.7. Для k = 2, . . . , d справедливо следующее представление:

Sk =
d∑

s=d+2−k

∑
{jd+2−k,...,js}⊂{d+2−k,...,d+1}

Ssk(1, . . . , d+ 1− k, jd+2−k, . . . , jd+1) +

+ Sd+1−k
k (1, . . . , d+ 1), (1.1.23)

где Sk и Ssk определяются формулами (1.1.11) и (1.1.14)–(1.1.15) соот-

ветственно.

Доказательство. Рассмотрим, по каким индексам ведется суммирова-

ние в Sk в случае оценки σ0
k. Возьмем сумму по id+2−k и оценим снизу

величину Nd+2−k, определенную в (1.1.9). Сначала оценим сверху
d+1−k∑
q=1

iq,

принимая во внимание значения верхних пределов соответствующих индек-

сов суммирования в сумме σ0
k. В результате получаем следующую оценку

для Nd+2−k :

Nd+2−k ≥ n−
d+1∑

q=d+3−k

[nλq]− d− 1 + d+ 2− k −
d+1−k∑
q=1

[nλq] + 2d.

Так как узлы интерполяции мы не рассматриваем, то хотя бы две из вели-

чин nλs, s = 1, 2, . . . , d+ 1, отличны от целых чисел, поэтому

n−
d+1∑

q=d+3−k

[nλq]−
d+1−k∑
q=1

[nλq] ≥ [nλd+2−k] + 1,

и, следовательно,

Nd+2−k ≥ [nλd+2−k] + 1 + 1 + 2d− k ≥ [nλd+2−k] + d+ 2,
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т. е. в сумме σ0
k, а значит, и в Sk индекс суммирования id+2−k может

принимать значения [nλd+2−k] + 1, [nλd+2−k] + 2 и бо́льшие. Так как по-

рядок суммирования по is для s ≥ d + 2 − k выбирается произвольно и

может бы быть изменен, то это утверждение справедливо и для других is :

если s ∈ {d + 2 − k, . . . , d + 1}, то индекс is может принимать значения

[nλs] + 1, [nλs] + 2 и бо́льшие (для того, чтобы это увидеть, можно также

непосредственно воспользоваться формулой (1.1.9)).

В лемме 1.1.2 приводятся разные оценки функции Q(nλp, ip) для ip ≥
[nλp] + 3 и ip = [nλp] + 1, [nλp] + 2. С этим будет связано разбиение Sk

на суммы Ssk(1, . . . , d + 1 − k, jd+2−k, . . . , jd+1). Фиксируем s ∈ {d + 1 −
k, . . . , d}, возьмем произвольно {jd+2−k, . . . , js} ⊂ {d + 2 − k, . . . , d + 1}
и выделим те слагаемые суммы Sk, для которых iq = [nλq] + 1, [nλq] +

2 при q = jd+2−k, . . . , js и iq ≥ [nλq] + 3 для q = js+1, . . . , jd+1, где

{js+1, . . . , jd+1} = {d + 2 − k, . . . , d + 1} \ {jd+2−k, . . . , js} (случай s =

d + 1− k соответствует ситуации iq ≥ [nλq] + 3 при q = jd+2−k, . . . , jd+1 ,

где jd+2−k = d + 2 − k, . . . , jd+1 = d+ 1 ). Эти слагаемые составят сумму

Ssk(1, . . . , d+1−k, jd+2−k, . . . , jd+1). Отметим, что невозможен случай, когда

iq ≤ [nλq] + 2 при всех q = jd+2−k, . . . , jd+1 : если iq ≤ [nλq] + 2 для

q = jd+2−k, . . . , jd, то

ijd+1
= n− i1 − . . .− id+1−k − ijd+2−k − . . .− ijd ≥

≥ n−([nλ1]−2d)− [nλ2]− . . .− [nλd+1−k]−([nλjd+2−k]+2)− . . .−([nλjd]+2).

Так как узлы интерполяции не рассматриваются, то [nλ1]+. . .+[nλd+1−k]+

[nλjd+2−k] + . . .+ [nλjd] ≤ n− [nλjd+1
]− 1, поэтому

ijd+1
≥ n− (n− [nλjd+1

]− 1) + 2d− 2(d− (d+ 1− k)) =

= [nλjd+1
] + 1 + 2d− 2(k − 1) ≥ [nλjd+1

] + 3.

Возьмем теперь q = js+1. С одной стороны, ijs+1
≥ [nλjs+1

] + 3. С
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другой,
d+1∑
p=s+2

ijp ≥
d+1∑
p=s+2

[nλjp] + 3(d− s),

т. е.

n−
d+1−k∑
p=1

ip −
s+1∑

p=d+2−k

ijp ≥
d+1∑
p=s+2

[nλjp] + 3(d− s),

откуда следует, что

[nλjs+1
] + 3 ≤ ijs+1

≤ n−
d+1−k∑
p=1

ip −
s∑

p=d+2−k

ijp −
d+1∑
p=s+2

[nλjp]− 3(d− s).

Действуя аналогичным образом, получаем

[nλjr ] + 3 ≤ ijr ≤ n−
d+1−k∑
p=1

ip −
r−1∑

p=d+2−k

ijp −
d+1∑
p=r+1

[nλjp]− 3(d− r + 1)

(1.1.24)

для r = s+ 1, . . . , d;

[nλjr ] + 1 ≤ ijr ≤ [nλjr ] + 2 (1.1.25)

для r = d+ 2− k, . . . , s.
Просуммировав слагаемые

Q(nλjd+2−k, ijd+2−k)Q(nλjd+3−k, ijd+3−k) . . . Q(nλjd+1
, ijd+1

)

по индексам ijp в пределах, указанных в (1.1.25) и (1.1.24), после переобо-

значений ijp на ip получим Ssk(1, . . . , d+ 1− k, jd+2−k, . . . , jd+1). Взяв все

возможные различные множества {jd+2−k, . . . , js} ⊂ {d+ 2− k, . . . , d+ 1},
s = d + 2 − k, . . . , d и просуммировав соответствующие Ssk(1, . . . , d + 1 −
k, jd+2−k, . . . , jd+1) и Sd+1−k

k (1, . . . , d + 1), получим (1.1.23). Лемма 1.1.7

доказана. �

Замечание 1.1.1. Отметим, что в Ssk(1, . . . , d + 1 − k, jd+2−k, . . . , jd+1)

ведется суммирование слагаемых

Q(nλjd+2−k, id+2−k)Q(nλjd+3−k, id+3−k) . . . Q(nλjd+1
, id+1)
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по индексам id+2−k, . . . , id, причем ip = [nλjp] + 1, [nλjp] + 2 для p =

d+ 2− k, . . . , s и ip ≥ [nλjp] + 3 для p = s+ 1, . . . , d+ 1.

Лемма 1.1.8. Пусть iq ≥ [nλq] + 3. Тогда для функции Q, определенной

в (1.1.6), справедлива оценка

Q(nλq, iq) .
d

g(αq, iq), (1.1.26)

где αq – дробная часть nλq, функция g определена в (1.1.17).

Доказательство следует из лемм 1.1.2 и 1.1.5:

Q(nλq, iq) ≤ Q(αq, iq) = F (αq, iq)
1

iq − αq
.
d

.
d

αq

i
α/2
q

· 1

iq − αq
.
d

αq

i
α/2
q iq

= g(αq, iq).

Лемма 1.1.8 доказана. �

Лемма 1.1.9. Для Sk, k = 1, . . . , d определенного в (1.1.11), справедлива

оценка

Sk .
d

1

([nλ1]− 2d+ 3− i1) ln([nλ1]− 2d+ 3− i1)
.

Доказательство. Пусть k ≥ 2. Так как лемма 1.1.7 приводит к нера-

венству

Sk .
d

max
{

max
d+2−k≤s≤d

max
{jd+2−k,...,js}

Ssk(1, . . . , d+ 1− k, jd+2−k, . . . , jd+1),

Sd+1−k
k (1, . . . , d+ 1)

}
,

то доказательство леммы сводится к оценке сверху величины

Ssk(1, . . . , d+ 1− k, jd+2−k, . . . , jd+1), d+ 1− k ≤ s ≤ d.

Без ограничений общности можем рассматривать Ssk = Ssk(1, . . . , d+1) для

произвольного s ∈ {d + 1 − k, . . . , d} (см. (1.1.14) при jd+2−k = d + 2 −
k, . . . , jd+1 = d+ 1 ).
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С учетом замечания 1.1.1 к лемме 1.1.7 для q = d + 2 − k, . . . , s лем-

ма 1.1.2 дает оценку Q(nλq, iq) ≤ 1, а для q = s+ 1, . . . , d+ 1 используем

лемму 1.1.8: Q(nλq, iq) .
d

g(αq, iq). Таким образом, получаем

Ssk .
d

[nλd+2−k]+2∑
id+2−k=[nλd+2−k]+1

. . .

. . .

[nλs]+2∑
is=[nλs]+1

n−[nλs+2]−...−[nλd+1]−3(d−s)−i1−...−is∑
is+1=[nλs+1]+3

g(αs+1, is+1) . . .

· · ·
n−[nλd+1]−3−i1−...−id−1∑

id=[nλd]+3

g(αd, id)g(αd+1, id+1).

Заменим id+1 на n− i1− · · ·− id. В суммах по iq для q = s+ 1, . . . , d за-

меним нижние пределы суммирования на меньшие, а верхние – на бо́льшие

(вообще говоря, в зависимости от λ эти пределы или их часть могут

остаться без изменений). При этом в правой части последнего неравенства

могут лишь добавиться положительные слагаемые:

Ssk .
d

[nλd+2−k]+2∑
id+2−k=[nλd+2−k]+1

. . .

[nλs]+2∑
is=[nλs]+1

n−3(d−s)−i1−...−is∑
is+1=3

g(αs+1, is+1) . . .

· · ·
n−3−i1−...−id−1∑

id=3

g(αd, id)g(αd+1, n− i1 − · · · − id). (1.1.27)

Возьмем неравенство (1.1.27) и (d− s) раз воспользуемся леммой 1.1.6:

Ssk .
d

[nλd+2−k]+2∑
id+2−k=[nλd+2−k]+1

. . .

[nλs]+2∑
is=[nλs]+1

g(θ, n− i1 − · · · − is),

где θ ∈ {αs+1, . . . , αd+1}, т. е. 0 ≤ θ ≤ 1. Из вида (1.1.17) функции g(θ, k)

следует, что максимум по θ ≥ 0 этой функции при фиксированном k > 1

достигается при
2

ln k
, т. е.
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max
θ≥0

g(θ, k) = g

(
2

ln k
, k

)
=

θ

k1+θ/2

∣∣∣∣
θ=2/ ln k

=

=
θ

k exp
(
θ
2 ln k

)∣∣∣∣∣
θ=2/ ln k

=
2

e k ln k
.

Тогда

max
θ≥0

g(θ, n− i1 − · · · − is) =
2

e(n− i1 − . . .− is) ln(n− i1 − . . .− is)
.

Таким образом, получаем

Ssk .
d

[nλd+2−k]+2∑
id+2−k=[nλd+2−k]+1

. . .

[nλs]+2∑
is=[nλs]+1

1

(n− i1 − . . .− is) ln(n− i1 − . . .− is)
.

(1.1.28)

Правая часть (1.1.28) содержит 2s−d−1+k слагаемых, растущих с уменьше-

нием n− i1− . . .− is. Учитывая пределы, в которых ведется суммирование

в правой части (1.1.28), получаем:

n− i1 − · · · − is ≥ n−
d+1−k∑
q=1

iq − [nλd+2−k]− 2− . . .− [nλs]− 2.

При оценке величины σ0
k, определяемой равенством (1.1.20), выполняются

неравенства iq ≤ [nλq] для q = 2, . . . , d+1−k . Отсюда и из предыдущего

неравенства следует, что

n− i1 − · · · − is ≥ n−
d+1∑
q=2

[nλq]− i1 − 2(s− d− 1 + k).

Так как узлы интерполяции не рассматриваются, то n−
d+1∑
q=2

[nλq] ≥ [nλ1]+1

и, значит,

n− i1 − · · · − is ≥ [nλ1] + 1− i1 − 2(d− d− 1 + k) ≥ [nλ1]− 2d+ 3− i1.

Таким образом, из неравенства (1.1.28) получаем оценку

Ssk .
d

2s−d−1+k

([nλ1]− 2d+ 3− i1) ln([nλ1]− 2d+ 3− i1)
.
d
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.
d

1

([nλ1]− 2d+ 3− i1) ln([nλ1]− 2d+ 3− i1)
,

и для k ≥ 2 лемма 1.1.9 доказана. Рассмотрим теперь случай k = 1.

Величина S1 определяется формулой (1.1.12). Из сравнения верхних и

нижних пределов индексов суммирования в равенстве (1.1.20), определяю-

щем σ0
k при k = 1 , следует, что

id+1 = n− i1 − · · · − id ≥ n− ([nλ1]− 2d)−
d∑
s=2

[nλs] ≥

≥ [nλd+1] + 1 + 2d ≥ [nλd+1] + 3.

Тогда согласно лемме 1.1.8 получаем

S1 = Q(nλd+1, id+1) ≤ g(αd+1, id+1),

Дальнейшее доказательство аналогично случаю k ≥ 2 :

S1 ≤ max
θ≥0

g(θ, id+1) = g

(
2

ln id+1
, id+1

)
=

=
2

e(n− i1 − · · · − id) ln(n− i1 − · · · − id)
≤

≤ 2

e(n− i1 − [nλ2]−· · · − [nλd+1]) (ln(n− i1 − [nλ2]−· · · − [nλd+1]))
.

.
1

([nλ1] + 1− i1)(ln([nλ1] + 1− i1))
.

Лемма 1.1.9 доказана. �

Положим N = [nλ1]−2d < [nλ1] + 1 и, применив лемму 1.1.9, вернемся

к оценке σ0
k :

σ0
k .
d

N∑
i1=0

C i1
[nλ1+1]

[nλ2]∑
i2=0

C i2
[nλ2+1] . . .

. . .

[nλd+1−k]∑
id+1−k=0

C
id+1−k
[nλd+1−k+1]

1

(N + 3− i1) ln(N + 3− i1)
≤
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≤ 2[nλ2]+1+...+[nλd+1−k]+1
N∑
i1=0

C i1
[nλ1+1]

1

(N + 3− i1) ln(N + 3− i1)
.
d

.
d

2[nλ2]+...+[nλd+1−k]
N∑
i1=0

C i1
[nλ1+1]

1

(N + 3− i1) ln(N + 3− i1)
.

Пусть далее [nλ1] ≥ 4d2, т. к. если [nλ1] < 4d2, то, учитывая неравен-

ство [nλ1] ≥ [nλ2] ≥ . . . ≥ [nλd+1−k], получим σ0
k ≤ C0(d) , где C0(d) —

некоторая положительная величина, зависящая только от d . Рассмотрим

два случая.

1◦. Пусть [nλ1] ≤ n/(d + 1). Тогда [nλd+1−k] ≤ . . . ≤ [nλ2] ≤ [nλ1] ≤
n/(d+ 1). В этом случае

σ0
k .
d

2[nλ2]+...+[nλd+1−k]2[nλ1]+1 . 2[nλ1]+...+[nλd+1−k] . 2nd/(d+1) .
d

2n

n lnn
.

2◦. Пусть [nλ1] > n/(d + 1). В этом случае правую часть в оценке σ0
k

разобьем на две суммы:

σ0
k .
d

2[nλ2]+···+[nλd+1−k](g1 + g2), (1.1.29)

где

g1 =

N−[
√
nλ1]∑

i1=0

C i1
[nλ1+1]

1

(N + 3− i1) ln(N + 3− i1)
,

g2 =
N∑

i1=N−[
√
nλ1]+1

C i1
[nλ1+1]

1

(N + 3− i1) ln(N + 3− i1)
.

Оценим g1 :

g1 ≤
1

ln
(
N + 3−N +

[√
nλ1

]) N−[
√
nλ1]∑

i1=0

C i1
[nλ1+1]

1

(N + 3− i1)
.

Отметим, что N + 3− i1 = ([nλ1] + 3− i1)− 2d, причем [nλ1] + 3 − i1 ≥
[nλ1] + 3− ([nλ1]− 2d− [

√
nλ1]) = 2d+ 3 + [

√
nλ1] ≥ 2d+ 3 + 2d > 4d. Так
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как при q ≥ 4d справедливо неравенство 1/(q−2d) = 2/(q+q−4d) ≤ 2/q,

то верна оценка:

g1 ≤
1

ln
√
nλ1

N−[
√
nλ1]∑

i1=0

C i1
[nλ1+1]

2

[nλ1] + 3− i1
≤

≤ 2 · 2
[nλ1 + 2] lnnλ1

[nλ1]∑
i1=0

[nλ1 + 1]![nλ1 + 2]

i1![nλ1 + 1− i1]![nλ1 + 2− i1]
≤

≤ 4

nλ1 lnnλ1

[nλ1]∑
i1=0

C i1
[nλ1+2] ≤

4
n
d+1(lnn− ln(d+ 1))

2[nλ1+2] .
d

2[nλ1]

n lnn
. (1.1.30)

Остается оценить g2. Прежде всего отметим, что

g2 ≤
N∑

i1=N−[
√
nλ1]+1

C i1
[nλ1+1].

Так как N − [
√
nλ1]+1 = [nλ1]−2d− [

√
nλ1]+1 ≥ nλ1/2 при [nλ1] ≥ 4d2,

то

g2 ≤
√
nλ1C

N−[
√
nλ1]+1

[nλ1+1] =
√
nλ1C

[nλ1]−2d−[
√
nλ1]+1

[nλ1+1] =

=
√
nλ1

[nλ1 + 1]!(
[nλ1 + 1]− 2d−

[√
nλ1

])
!
(
[
√
nλ1] + 2d

)
!
.

Положим ν = [
√
nλ1 ]+2d, µ = [nλ1 +1]. В этих обозначениях получаем:

g2 ≤ ν
µ!

(µ− ν)!ν!
≤ µ(µ− 1) . . . (µ− ν + 1) ≤ µν .

Возьмем логарифм от обеих частей неравенства:

ln g2 ≤ ν lnµ = µ

(
ν lnµ

µ
+

lnµ

µ
+

ln lnµ

µ

)
− lnµ− ln lnµ.

Сумма в скобках стремится к нулю при n→∞, поэтому, начиная с неко-

торого n, зависящего от d, не превосходит ln 2. Тогда найдется положи-

тельная величина C(d) , зависящая только от d , такая, что справедлива

оценка

ln g2 ≤ C(d) + µ ln 2− lnµ− ln lnµ,
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откуда следует, что g2 .
d

2µ

µ lnµ
, т. е.

g2 .
d

2[nλ1]

n
d+1 ln n

d+1

.
d

2[nλ1]

n lnn
. (1.1.31)

Из (1.1.29)–(1.1.31) следует, что в рассматриваемом случае

σ0
k .
d

2[nλ1]+...+[nλd+1−k]

n lnn
.
d

2n

n lnn
.

Таким образом, 1◦ и 2◦ дают оценку

σ0
k .
d

2n

n lnn
. (1.1.32)

Тогда в силу (1.1.18), (1.1.19), (1.1.22) и (1.1.32) получаем неравенство

Ldn .
d

2n

n lnn
,

и теорема 1.1.1 доказана. �

§ 1.2. Оценка снизу функции Лебега

В процессе доказательства результатов нам понадобятся следующие две

леммы.

Лемма 1.2.A [4, гл. 5, §4, лемма 2]. Для каждого x ∈ (−1, 1) найдется

такая последовательность натуральных чисел nk →∞, что∣∣∣sin πnk
2

(1− x)
∣∣∣ ≥ sin

π|x|
2

(k = 1, 2, . . .). (1.2.1)

Сделаем замену x = 2λ0 − 1. Тогда для каждого λ0 ∈ (0, 1) для той

же последовательности чисел nk → ∞ неравенство (1.2.1) преобразуется

к виду

|sin πnkλ0| ≥ |cosπλ0| . (1.2.2)

69



Лемма 1.2.B [4, гл. 5, §4, лемма 3]. Для любого натурального числа

d ≥ 2 и любого λ0 ∈ (0, 1/(d+ 1)) выполняются неравенства

ϕ(λ0) = 2λλ0
0 (1− λ0)

1−λ0 ≥ 2
d

d+ 1

(
1

d

)1/(d+1)

≥ 25/3

3
> 1. (1.2.3)

Доказательство воспроизводится для удобства читателя, поскольку

в [4] лемма формулируется в несколько другом виде. Так как (lnϕ(λ0))
′ =

lnλ0− ln(1−λ0) < 0 на (0, 1/2), то функция ϕ(λ0) на (0, 1/2)) убывает,

откуда следует, что

ϕ(λ0) ≥ ϕ(1/(d+ 1)) ≥ ϕ(1/3).

Подставляя 1/(d+ 1) и 1/3 в ϕ, получаем соответствующие неравенства

в (1.2.3). Лемма 1.2.B доказана. �

Введем множество числовых последовательностей

A = {αn| αn > 0, αn →∞ и αn/n→ 0 при n→∞} .

Теорема 1.2.1. Пусть d ≥ 2, u ∈ ∆, {αn}∞n=1 ∈ A. Если суще-

ствует n0 ∈ N такое, что для всех n > n0 выполнено соотношение

λ0 = λ0(u)
def
= min

s=1,2,...,d+1
λs ≥ αn/n, то найдется последовательность

номеров nk →∞ (при k →∞ ), для которых выполняются неравенства

Ldnk(u) = Ldnk(λ) ≥ cd(λ0)

√
αnk

n
1+d/2
k

[ϕ(λ0)]
nk , (1.2.4)

где ϕ(λ0) = 2λλ0
0 (1 − λ0)

1−λ0 , cd(λ0) = Cd| cos πλ0|/π , Cd — некоторая

положительная величина, которая может зависеть только от d .

Доказательство. В силу представления (1.1.3) для любого i′ ∈ I ( I —

множество мультииндексов, введенное в (1.1.2)) имеет место неравенство

Ldn(λ) ≥ |li′(λ)|. Тогда, чтобы доказать теорему, достаточно указать для

произвольной точки симплекса такое i′, для которого будет выполняться

Ldnk(λ) ≥ |li′(λ)| ≥ cd(λ0)

√
αnk

n
1+d/2
k

[ϕ(λ0)]
nk . (1.2.5)
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Пусть точка u = u(λ) такова, что λ = (λ1, λ2, . . . , λd+1) удовле-

творяет условиям теоремы. Без ограничений общности можем считать,

что λd+1 = min
s
λs. Отметим, что αn/n ≤ λd+1 ≤ 1/(d + 1). Выберем

i′ = (i′1, i2,
′ . . . , i′d+1) ∈ I следующим образом:

i′s =
nλs

2(1− λd+1)
+ εs, s = 1, 2, . . . , d;

i′d+1 =
n

2
+ εd+1, εd+1 = −

d∑
s=1

εs,
(1.2.6)

где для s = 1, 2, . . . , d числа εs ∈ [0, 1) таковы, что i′s ∈ N. Дока-

жем (1.2.5).

Используя (1.1.4) и формулу Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin πz
, т. е.

1

Γ(1− z)
=

Γ(z) sinπz

π
=

Γ(z + 1) sinπz

πz
,

преобразуем li′ к виду

li′(λ) = ±
Γ(nλ1 + 1) . . .Γ(nλd+1 + 1) Γ(i′d+1 − nλd+1 + 1)

Γ(nλ1 − i′1 + 1) . . .Γ(nλd − i′d + 1) i′1!i
′
2! . . . i

′
d+1!
· sin πnλd+1

π(i′d+1 − nλd+1)
.

(1.2.7)

Так как для любого s имеет место nλs ≥ nλd+1 ≥ αn, то при указанном

выборе i′ аргументы всех Γ -функций в (1.2.7) (включая в их число все

факториалы) стремятся к +∞ при n → ∞ . Используя формулу Стир-

линга для логарифма Γ -функции, получаем

ln

∣∣∣∣li′(λ)
π(i′d+1 − nλd+1)

sin πnλd+1

∣∣∣∣ = σ1 + σ2 + σ3, (1.2.8)

где

σ1 =
d+1∑
s=1

nλs lnnλs −
d∑
s=1

(nλs − i′s) ln (nλs − i′s) +

+ (i′d+1 − nλd+1) ln (i′d+1 − nλd+1)−
d+1∑
s=1

i′s ln i′s,
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σ2 = −
d+1∑
s=1

nλs +
1

2

d+1∑
s=1

lnnλs +
d∑
s=1

(nλs − i′s)−
1

2

d∑
s=1

ln(nλs − i′s)−

− (i′d+1 − nλd+1) +
1

2
ln (i′d+1 − nλd+1) +

d+1∑
s=1

i′s −
1

2

d+1∑
s=1

ln i′s,

величина |σ3| ограничена константой, не зависящей от n и от λ.

Оценим сумму σ1, подставив i′s ( s = 1, 2, . . . , d + 1 ) и разбив ее на 7

слагаемых следующим образом:

σ1 =
d+1∑
s=1

nλs lnnλs −
d∑
s=1

nλs(1− 2λd+1)

2(1− λd+1)
ln

(
nλs(1− 2λd+1)

2(1− λd+1)
− εs

)
+

+
n(1− 2λd+1)

2
ln

(
n(1− 2λd+1)

2
+ εd+1

)
−

−
d∑
s=1

nλs
2(1− λd+1)

ln

(
nλs

2(1− λd+1)
+ εs

)
− n

2
ln
(n

2
+ εd+1

)
+

+
d∑
s=1

εs

(
ln

(
nλs(1− 2λd+1)

2(1− λd+1)
− εs

)
− ln

(
nλs

2(1− λd+1)
+ εs

))
+

+ εd+1

(
ln
(n

2
− nλd+1 + εd+1

)
− ln

(n
2

+ εd+1

))
.

Рассмотрим для примера пятое слагаемое из σ1 и для достаточно больших

n оценим его снизу величиной, которая не зависит от εd+1 , но содержит

дополнительное слагаемое, которое может зависеть только от d :

−n
2

ln
(n

2
+ εd+1

)
= −n

2
ln
n

2
− n

2
ln

(
1 +

2εd+1

n

)
=

= −n
2

ln
n

2
− n

2
· 2εd+1/n

1 + 2εd+1θ/n
≥ −n

2
ln
n

2
− d

(здесь θ ∈ (0, 1) ). Аналогично присутствие всех εs во втором–четвертом

слагаемых суммы σ1 можно при оценке снизу заменить на дополнительное

слагаемое, зависящее только от d . Кроме того, шестое и седьмое слагае-

мые при достаточно больших n оцениваются величиной, зависящей только

72



от d : например, если n достаточно велико (и это зависит только от d )

для того, чтобы выполнялось неравенство 1 + 2εd+1/n ≥ (2d+ 1)/(2d+ 2) ,

то с учетом того, что λd+1 ≤ 1/(d + 1) , получаем следующую оценку для

седьмого слагаемого:∣∣∣εd+1

(
ln
(n

2
− nλd+1 + εd+1

)
− ln

(n
2

+ εd+1

))∣∣∣ =

=

∣∣∣∣εd+1 ln
1− 2λd+1 + 2εd+1/n

1 + 2εd+1/n

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣εd+1 ln

(
1− 2λd+1

1 + 2εd+1/n

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣εd+1 ln

(
1− 2 · 1/(d+ 1)

(2d+ 1)/(2d+ 2)

)∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣εd+1 ln

(
1− 4

2d+ 1

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣εd+1 ln
1

5

∣∣∣∣ ≤ d ln 5.

Шестое слагаемое (точнее, каждое из слагаемых в соответствующей сум-

ме) оценивается аналогично. Таким образом, если r1(d) ∈ R — некоторая

величина, зависящая только от d , то

σ1 ≥
d+1∑
s=1

nλs lnnλs −
n(1− 2λd+1)

2(1− λd+1)

d∑
s=1

λs ln
nλs(1− 2λd+1)

2(1− λd+1)
+

+
n(1− 2λd+1)

2
ln
n(1− 2λd+1)

2
−

− n

2(1− λd+1)

d∑
s=1

λs ln
nλs

2(1− λd+1)
− n

2
ln
n

2
+ r1(d) =

=
d+1∑
s=1

nλs lnnλs −
n(1− 2λd+1)

2(1− λd+1)

d∑
s=1

λs ln
nλs

2(1− λd+1)
−

− n(1− 2λd+1)

2(1− λd+1)
ln(1− 2λd+1)

d∑
s=1

λs +
n

2
ln
n

2
+
n

2
ln(1− 2λd+1)−

− nλd+1 ln
n(1− 2λd+1)

2
− n

2(1− λd+1)

d∑
s=1

λs ln
nλs

2(1− λd+1)
− n

2
ln
n

2
+ r1(d).

73



Сумма четвертого и восьмого слагаемых равна нулю. Складывая второе и

седьмое слагаемые и заменяя
d∑
s=1

λs на (1− λd+1) в третьем, получаем

σ1 ≥
d+1∑
s=1

nλs lnnλs − n

(
d∑
s=1

λs lnnλs − ln 2(1− λd+1)
d∑
s=1

λs

)

−n
2

(1− 2λd+1) ln(1− 2λd+1) +
n

2
ln(1− 2λd+1)−

− nλd+1 ln
n

2
− nλd+1 ln(1− 2λd+1) + r1(d) =

= nλd+1 lnnλd+1 + n(1− λd+1) ln 2(1− λd+1)− nλd+1 ln
n

2
+ r1(d) =

= nλd+1 ln 2λd+1 + n(1− λd+1) ln 2(1− λd+1) + r1(d) =

= n ln 2λd+1λ
λd+1

d+1 21−λd+1(1− λd+1)
1−λd+1 + r1(d) =

= n ln 2λ
λd+1

d+1 (1− λd+1)
1−λd+1 + r1(d). (1.2.9)

Перейдем к оценке σ2. Суммы первого и седьмого, третьего и пятого

слагаемых равны нулю, так как
d+1∑
s=1

λs = 1 и
d+1∑
s=1

i′s = n. Тогда

σ2 =
1

2

d+1∑
s=1

lnnλs −
1

2

d∑
s=1

ln(nλs − i′s) +
1

2
ln (i′d+1 − nλd+1)−

1

2

d+1∑
s=1

ln i′s.

Далее подставляем (1.2.6). Так же, как и при оценке σ1, присутствие всех

величин εs можно заменить на некоторое слагаемое r2(d) ∈ R , зависящее

только от d :

σ2 ≥
1

2

d+1∑
s=1

lnnλs −
1

2

d∑
s=1

ln
nλs(1− 2λd+1)

2(1− λd+1)
+

1

2
ln
n(1− 2λd+1)

2
−

− 1

2

d∑
s=1

ln
nλs

2(1− λd+1)
− 1

2
ln
n

2
+ r2(d) =

=
1

2

d∑
s=1

ln 2(1− λd+1) +
1

2
lnnλd+1 −

1

2

d∑
s=1

ln
nλs(1− 2λd+1)

2(1− λd+1)
+
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+
1

2
lnn +

1

2
ln

1− 2λd+1

2
− 1

2
lnn +

1

2
ln 2 + r2(d) ≥

≥ 1

2
lnαn −

d

2
lnn+ r̃2(d) = ln

√
αn

nd/2
+ r̃2(d), (1.2.10)

где r̃2(d) ∈ R зависит только от d .

Из (1.2.8), (1.2.9) и (1.2.10), при некотором r(d) ∈ R , зависящем только

от d , получаем

ln

∣∣∣∣li′(λ)
π(i′d+1 − nλd+1)

sin πnλd+1

∣∣∣∣ ≥ ln

√
αn

(
2λ

λd+1

d+1 (1− λd+1)
1−λd+1

)n
nd/2

+ r(d) ,

откуда следует

|li′(λ)| ≥ Cd

√
αn (ϕ(λd+1))

n

nd/2(i′d+1 − nλd+1)
· | sin πnλd+1|

π
,

где положительное число Cd зависит только от d. С учетом неравенства

i′d+1 − nλd+1 ≤ n получаем

|li′(λ)| ≥ Cd

√
αn (ϕ(λd+1))

n

n1+d/2
· | sin πnλd+1|

π
.

Полагая λ0 = λd+1 и

cd(λ0) = Cd| cos πλ0|/π,

принимая к рассмотрению только те n = nk, для которых имеет ме-

сто (1.2.2), получаем утверждение теоремы. Теорема 1.2.1 доказана. �

Замечание 1.2.1. Так как λ0 ≤ 1/(d + 1) ≤ 1/3 , т. е. cd(λ0) =

Cd| cos πλ0|/π ≥ Cd/(2π), то вместо (1.2.4) в формулировке теоре-

мы 1.2.1 можно использовать оценку

Ldnk(u) = Ldnk(λ) ≥ cd

√
αnk

n
1+d/2
k

[ϕ(λ0)]
nk ,

где cd — положительная величина, зависящая только от d .
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Глава 2. Оценки погрешности аппроксимации

производных в случях простой и кратной

интерполяции на треугольниках

и тетраэдрах

Везде в данной главе, за исключением п. 2.1.3, рассматривается случай

d = 2 , т. е. ∆ является треугольником с вершинами a1, a2, a3 ; в п. 2.1.3

параграфа 2.1 рассматривается случай d = 3 , ∆ — тетраэдр. Изучаются

величины Ed
n,s и En,s для разных способов интерполяции при соответству-

ющих d, n, s.

§ 2.1. Оценки сверху для простых конечных элементов

2.1.1. Многочлены 3-й степени на треугольниках. Пусть тре-

угольник ∆ помещен в прямоугольную систему координат таким обра-

зом, что a1 = (a + b, 0), a2 = (0, 0), a3 = (a, h) ; a, b, h > 0 ; 0 < a ≤ b ,

a+ b = H .

Для получения оценок погрешности интерполяции нам понадобится сле-

дующая теорема.

Теорема 2.1.A [77]. Пусть g(t) – функция действительной переменной

t ∈ [0, l], непрерывная на [0, l] и имеющая ограниченную константой M

производную порядка n + 1 на (0, l). Пусть t0 = 0 < t1 < · · · < tr = l и

значения функции и ее производных удовлетворяют неравенствам

|g(ti)| ≤ ζ0
i , . . . ,

∣∣∣g(αi−1)(ti)
∣∣∣ ≤ ζ

(αi−1)
i , i = 0, . . . , r,

где ζ
(k)
i – константы, αi – натуральные числа, удовлетворяющие усло-

вию

α0 + · · ·+ αr = n+ 1.
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Пусть ζ = max
i=0,...,r

∣∣∣∣ max
k=0,...,αi−1

lkζ
(k)
i

∣∣∣∣ . Тогда∣∣∣g(p)(t)
∣∣∣ ≤ K2p+1l

−pζ +K2p+2Mln+1−p,

t ∈ [0, l], p = 0, . . . , n+ 1,

где K2p+1, K2p+2 – некоторые константы.

Пусть n = 3 , f ∈ W 4M(Ω) . Через P3(x, y) = P3(u) = P3[f ](u), где

u = (x, y) ∈ ∆, обозначим многочлен степени не выше 3 по совокупности

переменных, удовлетворяющий следующим интерполяционным условиям:

P3(ai) = f(ai), i = 1, 2, 3; (2.1.1)

∂P3(ai)

∂x
=
∂f(ai)

∂x
, i = 1, 2, 3; (2.1.2)

∂P3(ai)

∂y
=
∂f(ai)

∂y
, i = 1, 2, 3; (2.1.3)

∂2P3(a2)

∂ξ∂τ
=
∂2f(a2)

∂ξ∂τ
, (2.1.4)

где ξ и τ – единичные векторы, направленные от a2 к a1 и от a2 к a3

соответственно. Пусть

e(x, y) = f(x, y)− P3(x, y).

Теорема 2.1.1. Для способа интерполяции, определяемого условия-

ми (2.1.1)–(2.1.4), справедливы оценки

E2
3,p .

MH4−p

sinp β
, p = 0, 3.

Доказательство. Докажем, что для любой функции f ∈ W 4M и лю-

бой точки (x, y) ∈ ∆ справедлива оценка∣∣∣∣∂p(f(x, y)− P3(x, y))

∂xp−j∂yj

∣∣∣∣ . MH4−p

sinj β
, (2.1.5)
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где 0 ≤ p ≤ 3, 0 ≤ j ≤ p . Используя формулу Тейлора с остаточным

членом в интегральной форме Коши, получим разложение

∂pe(x, y)

∂xp−s∂ys
=

3−p+s∑
i=s

1

(i− s)!
yi−s

3−p+s−i∑
k=0

∂p−s+i+ke(0, 0)

∂xp−s+k∂yi
xk

k!
+

+

3−p+s∑
i=s

1

(i− s)!
yi−s

x∫
0

(x− v)3−p+s−i

(3− p+ s− i)!
∂4f(v, 0)

∂v4−i∂yi
dv +

+

y∫
0

(y − t)3−p

(3− p)!
∂4f(x, t)

∂xp−s∂t4−p+s
dt . (2.1.6)

Тогда, чтобы доказать (2.1.5) , достаточно оценить
∂pe(0, 0)

∂xp−j∂yj
, 0 ≤ p ≤ 3,

0 ≤ j ≤ p. Так как значение погрешности интерполяции e(x, y) и ее

первых производных в точке a2 = (0, 0) по условиям (2.1.1) – (2.1.3) равно

нулю, остается оценить производные второго и третьего порядков.

Лемма 2.1.1. Для j = 0, 1, 2 справедлива оценка∣∣∣∣ ∂2e(0, 0)

∂x2−j∂yj

∣∣∣∣ .MH2 1

sinj β
. (2.1.7)

Доказательство. Рассматривая e(x, 0) на отрезке a2a1 и используя

формулы для оценки ошибки интерполяции в одномерном случае (см. [2]

или теорему 2.1.A для ζ = 0 ), получим∣∣∣∣∂2e(0, 0)

∂x2

∣∣∣∣ .Mb2 ≤MH2.

Аналогично, рассматривая e(x, y) вдоль отрезка a2a3, будем иметь∣∣∣∣∂2e(0, 0)

∂τ 2

∣∣∣∣ .M(a2 + h2).

Кроме того, используем условие (2.1.4) . Представляя
∂2e(0, 0)

∂τ 2
,
∂2e(0, 0)

∂x∂τ
,

∂2e(0, 0)

∂x2
через производные по переменным x и y, получим систему урав-

нений относительно
∂2e(0, 0)

∂x2
,
∂2e(0, 0)

∂x∂y
,
∂2e(0, 0)

∂y2
, расширенная матрица
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которой имеет следующий вид:

(D|B) =


cos2 β 2 cos β sin β sin2 β B1

cos β sin β 0 0

1 0 0 B2

 ,

где через D обозначена основная матрица, через B – столбец свободных

членов; при этом выполняются оценки

|B1| .M(a2 + h2), |B2| .MH2.

Оценим величины
∂2e(0, 0)

∂x∂y
и
∂2e(0, 0)

∂y2
(оценка для

∂2e(0, 0)

∂x2
уже полу-

чена), решая систему по формулам Крамера. Очевидно, detD = − sin3 β.

Так как

detDxy ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos2 β B1 sin2 β

cos β 0 0

1 B2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = B2 cos β sin2 β,

то ∣∣∣∣∂2e(0, 0)

∂x∂y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣detDxy

detD

∣∣∣∣ .MH2 1

sin β
.

Наконец,

detDy2 ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos2 β 2 cos β sin β B1

cos β sin β 0

1 0 B2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −B1 sin β −B2 cos2 β sin β,

и поэтому ∣∣∣∣∂2e(0, 0)

∂y2

∣∣∣∣ ≤ |B1|+ |B2|
sin2 β

.MH2 1

sin2 β
.

Лемма 2.1.1 доказана. �

Лемма 2.1.2. Для j = 0, 1, 2, 3 справедлива оценка∣∣∣∣ ∂3e(0, 0)

∂x3−j∂yj

∣∣∣∣ .MH
1

sinj β
. (2.1.8)
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Доказательство. Рассмотрим сужение функции
∂e(x, y)

∂y
на сторону

a2a1. Учитывая условие (2.1.3) для i = 1, 2 и то, что
∣∣∣∣∂e2(0, 0)

∂x∂y

∣∣∣∣ .M
H2

sin β
(согласно лемме 2.1.1), по теореме 2.1.A получаем∣∣∣∣∂3e(0, 0)

∂x2∂y

∣∣∣∣ .MH
1

sin β
.

Аналогично, рассматривая сужение функции
∂e(x, y)

∂x
на a2a3 и исполь-

зуя (2.1.2) при i = 2, 3 и (2.1.3) , получим оценку∣∣∣∣∂3e(0, 0)

∂x∂τ 2

∣∣∣∣ .MH
(
a2 + h2

)1/2
.

Кроме того, так же, как при доказательстве леммы 2.2.1, получаем оценки∣∣∣∣∂3e(0, 0)

∂x3

∣∣∣∣ .MH и
∣∣∣∣∂3e(0, 0)

∂τ 3

∣∣∣∣ .M
(
a2 + h2

)1/2
.

Представляя
∂3e(0, 0)

∂τ 3
,
∂3e(0, 0)

∂x∂τ 2
,
∂3e(0, 0)

∂x2∂y
,
∂3e(0, 0)

∂x3
через производ-

ные по переменным x и y, получим систему уравнений относительно
∂3e(0, 0)

∂x3
,
∂3e(0, 0)

∂x2∂y
,
∂3e(0, 0)

∂x∂y2
,
∂3e(0, 0)

∂y3
, расширенная матрица которой

имеет вид

(D|B) =



cos3 β 3 cos2 β sin β 3 cos β sin2 β sin3 β B1

cos2 β 2 cos β sin β sin2 β 0 B2

0 1 0 0 B3

1 0 0 0 B4


,

где |B1| . M(a2 + h2)1/2, |B2| . M(a2 + h2)1/2, |B3| . MH/sin β ,

|B4| . MH. Так как оценки величин
∂3e(0, 0)

∂x3
и
∂3e(0, 0)

∂x2∂y
уже получе-

ны, остается оценить
∂3e(0, 0)

∂x∂y2
и
∂3e(0, 0)

∂y3
, решая систему по формулам

Крамера. Определитель основной матрицы равен detD = sin5 β. Кроме
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того,

detDxy2 ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos3 β 3 cos2 β sin β B1 sin3 β

cos2 β 2 cos β sin β B2 0

0 1 B3 0

1 0 B4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= − sin3 β
(
−B2 + 2B3 cos β sin β +B4 cos2 β

)
,

откуда следует, что∣∣∣∣∂3e(0, 0)

∂x∂y2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣detDxy2

detD

∣∣∣∣ .MH
1

sin2 β
.

Наконец,

detDy3 ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos3 β 3 cos2 β sin β 3 cos β sin2 β B1

cos2 β 2 cos β sin β sin2 β B2

0 1 0 B3

1 0 0 B4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= B1 sin2 β − 3B2 cos β sin2 β + 3B3 cos2 β sin3 β + 2B4 cos3 β sin2 β,

и поэтому ∣∣∣∣∂3e(0, 0)

∂y3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣detDy3

detD

∣∣∣∣ .MH
1

sin3 β
.

Лемма 2.1.2 доказана. �

Для завершения доказательства теоремы остается воспользоваться раз-

ложением (2.1.6) с учетом условий (2.1.1) – (2.1.3) для i = 2 и оце-

нок (2.1.10) и (2.1.9) . Таким образом, теорема 2.1.1 доказана. �

Следствие 2.1.1. Для любой f ∈ W 4M справедливы неравенства∣∣∣∣∣∂s+p+qe(x, y)

∂τ sij∂τ
p
ik∂τ

q
jk

∣∣∣∣∣ .MH4−n, (2.1.9)

где (x, y) ∈ ∆, 0 ≤ s+ p+ q ≤ 3, 0 ≤ s, p, q ≤ 3, {i, j, k} = {1, 2, 3} .
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Следствие 2.1.2. Для любой f ∈ W 4M справедливы неравенства∣∣∣∣∣∂ne(x, y)

∂τn−sij ∂ςs

∣∣∣∣∣ .MH4−n 1

sins β
, (2.1.10)

где (x, y) ∈ ∆, 1 ≤ i, j ≤ 3 , i 6= j, ς – произвольный единичный вектор,

в том числе единичная нормаль к τij, 0 ≤ n ≤ 3, 0 ≤ s ≤ n .

Доказательства обоих следствий вытекают из (2.1.5) и из того, что

при выбранном расположении треугольника ∆ в системе координат τ21 =

(1, 0), τ13 = (− cosα, sinα), τ23 = (cos β, sin β) , поскольку
∂e

∂τ
=
∂e

∂x
τx +

∂e

∂y
τy, где τ = (τx, τy), (τx)

2 + (τy)
2 = 1. Кроме того, утверждение след-

ствия 2.1.1 независимо доказано в [15]. �

Замечание 2.1.1. Так как существуют положительные константы C1

и C2 такие, что C1 sin γ ≤ sin β ≤ C2 sin γ (где β — средний, а γ

— наибольший углы треугольника ∆ ), то средний угол треугольника в

правой части оценки (2.1.5) можно заменить на наибольший.

Замечание 2.1.2. Теорема 2.1.1 и следствия 2.1.1, 2.1.2 останутся спра-

ведливыми, если считать, что точка a2 в интерполяционном условии

является вершиной при при наибольшем угле треугольника ∆ . Чтобы

убедиться в этом, достаточно повторить доказательство теоремы в

предположении α ≤ γ ≤ β . В этом случае считаем, что a1 = (a+ b, 0),

a2 = (0, 0), a3 = (a, h) в случае 0 < α ≤ γ ≤ β < π/2 ; a1 = (b, 0),

a2 = (0, 0), a3 = (−a, h) в случае 0 < α ≤ γ ≤ β и β > π/2 ; a, b, h > 0 ;

0 < a ≤ b , a+ b = H .

Замечание 2.1.3. Оценки (2.1.5) также дают положительный ответ

на вопрос о корректности предложенного способа интерполяции, посколь-

ку по сути эти оценки получены как оценки решения системы линейных

алгебраических уравнений, и из (2.1.5) следует, что если f(x, y) ≡ 0,
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т. е. M = 0 , то существует единственный интерполяционный много-

член, удовлетворяющий рассматриваемым интерполяционным условиям,

а именно, P3(x, y) ≡ 0. Ниже для других способов интерполяции вопросы

существования интерполяционного многочлена решаются аналогичным

образом, и поэтому в дальнейшем обсуждаться не будут.

2.1.2. Уточнение для многочленов 3-й степени на треуголь-

никах. Пусть треугольник ∆ с вершинами a1, a2, a3 расположен в пря-

моугольной системе координат так же, как в п. 2.2.1; пусть f ∈ W 4(Ω) ,

а многочлен P3(x, y) = P3(u) = P3[f ](u) определяется условиями (2.1.1)–

(2.1.3) и условием
∂3P3

∂y3
=
∂3f(a2)

∂y3
, (2.1.11)

т. е. (2.1.4) из п. 2.2.1 заменяем на (2.1.11); e(x, y) = f(x, y)− P3[f ](x, y).

Задача интерполяции функции в соответствии с условиями (2.1.1)–

(2.1.3) , (2.1.11) уже рассматривалась в [14], однако в знаменателях полу-

ченных там оценках сверху для производных второго и третьего порядков

присутствует синус наименьшего угла треугольника.

Теорема 2.1.2. Пусть многочлен P3(x, y) удовлетворяет услови-

ям (2.1.1)–(2.1.3), (2.1.11). Тогда имеют место оценки

E2
3,p .MH4−p (sin β)−min{2,p} , p = 0, 3.

Доказательство. Докажем, что для любой точки (x, y) ∈ ∆ и любых

p = 0, 3, j = 0, p имеют место оценки

∣∣∣∣∂p(f(x, y)− P3(x, y))

∂xp−j∂yj

∣∣∣∣ .

MH4−p при j = 0,

MH4−p (sin β)−1 при j = 1,

MH4−p (sin β tg β)−1 при j = 2, 3.

(2.1.12)

Как и в п. 2.2.1, используем разложение (2.1.6) остатка e(x, y) и его

производных по формуле Тейлора с остаточным членом в интегральной
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форме Коши. Для доказательства (2.1.12) достаточно оценить величины
∂pe(0, 0)

∂xp−j∂yj
, 0 ≤ p ≤ 3, 0 ≤ j ≤ p. Так как значение погрешности ин-

терполяции функции e(x, y) и ее первых производных в точке a2 = (0, 0)

согласно условиям (2.1.1)–(2.1.3) равно нулю, остается оценить производ-

ные второго и третьего порядков. Через ζsij будем обозначать некоторые

внутренние точки отрезков aiaj , через Ci —некоторые подходящие кон-

станты.

Лемма 2.1.3. Для j = 0, 3 справедливы оценки

∣∣∣∣ ∂3e(0, 0)

∂x3−j∂yj

∣∣∣∣ .

MH при j = 0 и j = 3,

MH (sin β)−1 при j = 1,

MH (sin β tg β)−1 при j = 2.

(2.1.13)

Доказательство. Пусть j = 0. Рассматривая e(x, 0) на отрезке a2a1

и используя формулы для оценки ошибки интерполяции в одномерном слу-

чае (см., например, [7]), получим
∣∣∣∣∂3e(0, 0)

∂x3

∣∣∣∣ . MH. Для j = 3 оцен-

ки (2.1.13) являются следствием условия (2.1.11). Остается рассмотреть

случаи j = 1 и j = 2.

Применяя последовательно формулы конечных приращений Лагранжа

и производной остатка интерполяции, получаем цепочку равенств

∂3e(a2)

∂τ 3
31

=
∂3e(a3)

∂τ 3
31

− ∂4f(ζ1
23)

∂τ 3
31∂τ23

(
a2 + h2

)1/2
=

= C1
∂4f(ζ1

13)

∂τ 4
31

b

cosα
− ∂4f(ζ1

23)

∂τ 3
31∂τ23

(
a2 + h2

)1/2
. (2.1.14)

C другой стороны, так как τ31 = (cosα,− sinα), производная по направ-

лению τ31 в левой части (2.1.14) может быть представлена следующим

образом:

∂3e(a2)

∂τ 3
31

=
∂3e(a2)

∂x3
cos3 α− 3

∂3e(a2)

∂x2∂y
cos2 α sinα +
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+ 3
∂3e(a2)

∂x∂y2
cosα sin2 α− ∂3e(a2)

∂y3
sin3 α. (2.1.15)

Объединяя (2.1.14) и (2.1.15) и принимая во внимание, что

∂3e(a2)

∂x3
= C2

∂4f(ζ1
21)

∂x4
(a+ b) (2.1.16)

(используем формулу производной остатка интерполяции на отрезке a2a1 ),

получаем равенство

−3
∂3e(a2)

∂x2∂y
cos2 α sinα+3

∂3e(a2)

∂x∂y2
cosα sin2 α−∂

3e(a2)

∂y3
sin3 α = bm1, (2.1.17)

где

m1 = C1
∂4f(ζ1

13)

∂τ 4
31

1

cosα
−C2

∂4f(ζ1
21)

∂x4

(a+ b)

b
cos3 α− ∂

4f(ζ1
23)

∂τ 3
31∂τ23

(
a2 + h2

)1/2

b
.

Первое и второе слагаемые в m1 однозначно определяются величинами
∂3e(a3)

∂τ 3
31

и
∂3e(a2)

∂x3
соответственно, т. е. условиями (2.1.1)–(2.1.3) и не за-

висят от условий (2.1.4) или (2.1.11), а модуль третьего слагаемого для лю-

бой функции f ∈ W 4M оценивается сверху величиной M
(
a2 + h2

)1/2
/b ,

умноженной на подходящую положительную константу. Поэтому сумму

первых двух слагаемых в m1 можно оценить через сумму абсолютных

величин третьего слагаемого в m1 и левой части (2.1.17), используя для

получения оценок сверху оценки (2.1.5) для условий (2.1.1)–(2.1.4). Таким

образом, если через P [2.1.4]
3 (x, y) обозначить многочлен степени 3 , удовле-

творяющий условиям (2.1.1)–(2.1.4), и положить

e[2.1.4](x, y) = f(x, y)− P [2.1.4]
3 (x, y),

то∣∣∣∣C1
∂4f(ζ1

13)

∂τ 4
31

1

cosα
− C2

∂4f(ζ1
21)

∂x4

(a+ b)

b
cos3 α

∣∣∣∣ .
∣∣∣∣∣∂4f(ζ1

23)

∂τ 3
31∂τ23

(
a2 + h2

)1/2

b

∣∣∣∣∣+
+

1

b

∣∣∣∣−3
∂3e[2.1.4](a2)

∂x2∂y
cos2 α sinα + 3

∂3e[2.1.4](a2)

∂x∂y2
cosα sin2 α−
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− ∂3e[2.1.4](a2)

∂y3
sin3 α

∣∣∣∣ .M

(
a2 + h2

)1/2

b
,

и тогда

|m1| .M

(
a2 + h2

)1/2

b
.M

sinα

sin β
. (2.1.18)

С учетом (2.1.11) равенство (2.1.17) приводит к соотношению

−3
∂3e(a2)

∂x2∂y
cos2 α sinα + 3

∂3e(a2)

∂x∂y2
cosα sin2 α = bm1. (2.1.19)

Рассматривая e(x, y) вдоль отрезка a2a3 и используя формулу произ-

водной остатка интерполяции и представление производной по направле-

нию τ23 = (cos β, sin β) через частные производные по переменным x и

y, получим последовательность равенств

∂3e(a2)

∂τ 3
23

= C3
∂4f(ζ2

23)

∂τ 4
23

(
a2 + h2

)1/2
=

=
∂3e(a2)

∂x3
cos3 β+3

∂3e(a2)

∂x2∂y
cos2 β sin β+3

∂3e(a2)

∂x∂y2
cos β sin2 β+

∂3e(a2)

∂y3
sin3 β.

(2.1.20)

Из (2.1.20), (2.1.11) и (2.1.16) получим соотношение

3
∂3e(a2)

∂x2∂y
cos2 β sin β + 3

∂3e(a2)

∂x∂y2
cos β sin2 β = bm2, (2.1.21)

где

m2 = C3
∂4f(ζ2

23)

∂τ 4
23

(
a2 + h2

)1/2

b
− C2

∂4f(ζ1
21)

∂x4

a+ b

b
cos3 β,

т. е.

|m2| .M

(
a2 + h2

)1/2

b
+M cos3 β. (2.1.22)

Решим систему уравнений (2.1.19), (2.1.21) (используем формулы Кра-

мера):
∂3e(a2)

∂x2∂y
= −

b
(
m1 cos β sin2 β −m2 cosα sin2 α

)
3 cosα sinα cos β sin β sin(α + β)

,
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∂3e(a2)

∂x∂y2
=
b
(
m1 cos2 β sin β +m2 cos2 α sinα

)
3 cosα sinα cos β sin β sin(α + β)

.

С учетом (2.1.18), (2.1.22) и того, что sin β . sin(α + β) = sin γ . sin β ,

получаем оценки∣∣∣∣∂3e(a2)

∂x2∂y

∣∣∣∣ .MH (sin β)−1 ,

∣∣∣∣∂3e(a2)

∂x∂y2

∣∣∣∣ .MH (sin β tg β)−1 .

Лемма 2.1.3 доказана. �

Лемма 2.1.4. Для j = 0, 2 справедливы оценки

∣∣∣∣ ∂2e(0, 0)

∂x2−j∂yj

∣∣∣∣ .

MH2 при j = 0,

MH2 (sin β)−1 при j = 1,

MH2 (sin β tg β)−1 при j = 2.

(2.1.23)

Доказательство. При j = 0 так же, как в лемме 2.1.3, рассмотрим

e(x, 0) на отрезке a2a1 и используя формулы для оценки ошибки интер-

поляции в одномерном случае, получим
∣∣∣∣∂2e(0, 0)

∂x2

∣∣∣∣ .MH2.

Для случая j = 1 используем формулу Тейлора на отрезке a2a3 :

∂e(a3)

∂x
=
∂e(a2)

∂x
+
∂2e(a3)

∂x∂τ23

(
a2 + h2

)1/2
+
∂3e(a3)

∂x∂τ 2
23

(
a2 + h2

)
2

+

+
∂4f(ζ3

23)

∂x∂τ 3
23

(
a2 + h2

)3/2

6
. (2.1.24)

Левая часть и первое слагаемое в правой части (2.1.24) равны нулю в силу

условий (2.1.2). Тогда

∂2e(a3)

∂x∂τ23
=
∂2e(a3)

∂x2
cos β +

∂2e(a3)

∂x∂y
sin β = m3, (2.1.25)

где

m3 = −∂
3e(a3)

∂x∂τ 2
23

(
a2 + h2

)1/2

2
− ∂4f(ζ3

23)

∂x∂τ 3
23

(
a2 + h2

)
6

. (2.1.26)
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Для оценки первого слагаемого из (2.1.26) представим производную по на-

правлению τ23 через частные производные по переменным x, y и восполь-

зуемся оценками (2.1.13). Таким образом,

|m3| .MH
(
a2 + h2

)1/2
.

С учетом данной оценки из (2.1.25) и (2.1.23) при j = 0 получаем:∣∣∣∣∂2e(a3)

∂x∂y

∣∣∣∣ .MH2 (sin β)−1 .

Остается доказать (2.1.23) для j = 2. Аналогично (2.1.20) получим

последовательность равенств

∂2e(a2)

∂τ 2
23

= C4
∂4f(ζ3

23)

∂τ 4
23

(
a2 + h2

)
=

=
∂2e(a2)

∂x2
cos2 β + 2

∂2e(a2)

∂x∂y
cos β sin β +

∂2e(a2)

∂y2
sin2 β,

откуда с учетом (2.1.23) для j = 0, 1 следует, что∣∣∣∣∂2e(a2)

∂y2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣C4

∂4f(ζ3
23)

∂τ 4
23

(
a2 + h2

)
sin2 β

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∂2e(a2)

∂x2

cos2 β

sin2 β

∣∣∣∣+2

∣∣∣∣∂2e(a2)

∂x∂y

cos β

sin β

∣∣∣∣ .
.M

(
a2

sin2 β
+

h2

sin2 β
+

H2

sin β tg β

)
. (2.1.27)

Так как cos β & cos ((π − α)/2) = sin(α/2) & sinα и cosα ≥ 1/2 , то

h2

ab
= tg β tgα =

sin β sinα

cos β cosα
. sin β;

h2 . ab sin β;

h2

sin2 β
.
ab sin β

sin2 β
=

hb

sin β tg β
.

H2

sin β tg β
;

a2

sin2 β
=
a2
(
a2 + h2

)1/2

h sin β
=
a
(
a2 + h2

)1/2

sin β tg β
.

H2

sin β tg β
.

Тогда (2.1.27) дает оценку∣∣∣∣∂2e(a2)

∂y2

∣∣∣∣ . MH2

sin β tg β
.
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Лемма 2.1.4 доказана. �

Таким образом, теорема 2.1.2 доказана (объединяем разложение (2.1.6),

условия (2.1.1)–(2.1.3) при i = 2, оценки (2.1.13) и (2.1.23)). �

2.1.3. Многочлены 3-й степени на тетраэдрах. В п. 2.1.3 мы счи-

таем, что ∆ — тетраэдр с вершинами a1, a2, a3, a4 из триангуляции

множества Ω ∈ R3 ; f ∈ W 4(Ω) . Через Ti будем обозначать грани ∆

напротив вершин ai; через αi, βi, γi — соответственно наименьший,

средний и наибольший углы в Ti.

Если P3 — многочлен Эрмита степени не выше 3 по совокупности пере-

менных, интерполирующий функцию f и ее производные на ∆, то такой

многочлен задается с помощью 20 интерполяционных условий, из которых

16 обычно имеют следующий вид:

P3(ai) = f(ai), i = 1, 2, 3, 4; (2.1.28)

∂P3(ai)

∂τij
=
∂f(ai)

∂τij
i = 1, 2, 3, 4; j ∈ {1, 2, 3, 4} \ {i}. (2.1.29)

Оставшиеся условия могут варьироваться, при этом желательно выбирать

их таким образом, чтобы в итоге можно было обеспечить непрерывность

кусочно полиномиальной функции на исходной триангулированной обла-

сти Ω. Мы будем задавать по одной смешанной производной на каждой

грани Ti в вершине при среднем или наибольшем угле. Таким образом, на

каждой из граней многочлен P3, становясь многочленом двух переменных,

будет удовлетворять условиям вида ( 2.1.1 )–( 2.1.4 ).

Чтобы определить, в каком из углов каждого треугольника Ti будут

задаваться смешанные производные, будем различать тетраэдры двух ти-

пов: K1 и K2. К типу K1 отнесем тетраэдры, у которых наименьшее и

следующее по величине ребра (условимся далее два таких ребра называть

наименьшими) не имеют общих точек, к типу K2 — тетраэдры, у которых

такие ребра имеют общую вершину.
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Пусть для определенности у тетраэдра типа K1 наименьшими являются

ребра a1a4 и a2a3, т. е.

max{|a1a4|, |a2a3|} ≤ min{|a1a2|, |a1a3|, |a2a4|, |a3a4|}

(см. рис. 2.2.1). Для данного типа тетраэдра две смешанных производных

зададим в одной из точек a1 или a4, и две – в одной из точек a2 или a3.

Для определенности пусть это будут точки a1 и a2 :

∂2P3(ai)

∂τij∂τik
=
∂2f(ai)

∂τij∂τik
, (2.1.30)

(i, j, k) ∈ {(1, 2, 4), (1, 3, 4), (2, 1, 3), (2, 4, 3)} .
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Рис. 2.1.1. Тетраэдр типа К1

Для тетраэдра типа K2 будем предполагать для определенности, что

наименьшее и следующее по величине ребра принадлежат грани T1 (см.

рис. 2), т. e.

min
{

max{|a2, a3|, |a2, a4|},max{|a2, a3|, |a3, a4|},max{|a2, a4|, |a3, a4|}
}
≤

≤ min
{
|a1, a2|, |a1, a3|, |a1, a4|

}
.

Для такого симплекса рассмотрим следующие два способа задания сме-

шанных производных.
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1. Задаются по две производных в любых двух вершинах, принадлежащих

T1. Для определенности пусть это будут точки a2 и a3 :

∂2P3(ai)

∂τij∂τik
=
∂2f(ai)

∂τij∂τik
, (2.1.31)

(i, j, k) ∈ {(2, 1, 3), (2, 1, 4), (3, 1, 4), (3, 2, 4)} .

2. Задаются производные в вершинах, принадлежащих наименьшему ребру

симплекса: три производных в одной вершине и одна - в другой. Пусть

в этом случае для определенности наименьшим будет ребро a2a3 . Тогда

оставшиеся интерполяционные условия имеют вид

∂2P3(ai)

∂τij∂τik
=
∂2f(ai)

∂τij∂τik
, (2.1.32)

(i, j, k) ∈ {(3, 1, 2), (3, 1, 4), (3, 2, 4), (2, 1, 4)} .
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Рис. 2.1.2. Тетраэдр типа К2

Пусть ϑij – угол между τij и Ti. Пусть ϑi — такой угол, что

sinϑi = max
1≤j≤4
j 6=i

sinϑij .

Через ϑ обозначим угол, такой, что

sinϑ = min
1≤i≤4

sinϑi . (2.1.33)

Нашей целью будет являться доказательство того, что при выбранных

интерполяционных условиях справедливы оценки

E3
3,s .

MH4−s

sins ϑ
. (2.1.34)

91



где 0 ≤ s ≤ 3. Для этого для каждого типа симплекса и соответствующией

системы интерполяционных условий ( 2.1.28 )–( 2.1.30 ), ( 2.1.28 )–( 2.1.29 )

и ( 2.1.31 ), ( 2.1.28 )–( 2.1.29 ) и ( 2.1.32 ) будет выбрана собственная систе-

ма координат xyz и доказана теорема об оценках сверху. Следствием этих

теорем станет неравенство (2.1.34). Пусть

e(u) = f(u)− P3(u),

где u ∈ ∆.

Лемма 2.1.5. Пусть функция g(u), u ∈ ∆, непрерывна на ∆ вместе со

всеми своими частными производными до порядка r + 1 включительно,

и пусть все частные производные порядка r + 1 для любых единичных

векторов ξ1, . . . , ξr+1 ограничены на ∆ константой M :∣∣∣∣ ∂r+1g(u)

∂ξ1 . . . ∂ξr+1

∣∣∣∣ ≤M, u ∈ ∆,

Рассмотрим произвольную вершину ai тетраэдра ∆ и три единичных

вектора τij, j ∈ {1, 2, 3, 4} \ {i} . Тогда существует величина C(r), за-

висящая только от r, такая, что

|g(u)| ≤ C(r)

(
MHr+1 + max

0≤s+p+q≤r

∣∣∣∣∣∂s+p+qg(ai)

∂τ sij∂τ
p
ik∂τ

q
il

Hs+p+q

∣∣∣∣∣
)

, (2.1.35)

где {j, k, l} = {1, 2, 3, 4} \ {i}.

Доказательство. Пусть u ∈ ∆ . Напомним, что dij = |ai − aj|. При-

меним формулу Тейлора для g(u) вдоль прямой L1 , проходящей через u

параллельно τij. Пусть uj – точка пересечения грани Tj и прямой L1 .

Пусть µ ( 0 ≤ µ ≤ 1 ) таково, что µdij = |u− uj| . Тогда

g(u) =
r∑
s=0

1

s!

∂sg(uj)

∂τ sji
(µdij)

s + Er,

где |Er| ≤ BrMHr+1, Br зависит только от r.
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Повторим ту же процедуру для величин
∂sg(uj)

∂τ sji
вдоль прямой L2, про-

ходящей через uj параллельно τik. Обозначим через ujk точку пересече-

ния L2 и ребра aiak. Пусть ν ( 0 ≤ ν ≤ 1 ) таково, что νdik = |uj − ujk|.
Тогда

g(u) =
r∑
s=0

1

s!
(µdij)

s

(
r−s∑
p=0

1

p!

∂s+pg(ujk)

∂τ sji ∂τ
p
ki

(νdik)
p + Es

r−s

)
+ Er,

где |Es
r−s| ≤ Bs

rMHn+1−s; Bs
r – положительные константы, которые могут

быть оценены сверху числом, зависящим только от r.

Наконец, применим формулу Тейлора для величин
∂s+pg(ujk)

∂τ sij∂τ
p
ik

вдоль

прямой L3 , проходящей через ujk и ai (эта прямая параллельна τil ).

Пусть λ ( 0 ≤ λ ≤ 1 ) таково, что λdil = |ujk − ai|. Тогда

g(u) =
r∑
s=0

1

s!
(µdij)

s
r−s∑
p=0

1

p!
(νdik)

p

(
r−s−p∑
q=0

1

q!

∂s+p+qg(ai)

∂τ sji ∂τ
p
ki ∂τ

q
li

(λdil)
q + Esp

r−s−p

)
+

+
r∑
s=0

1

s!
(µdij)

sEs
r−s + Er,

где |Esp
r−s−p| ≤ Bsp

r MHn+1−s−p; Bsp
r — положительные константы, которые

могут быть оценены сверху числом, зависящим только от r . Из получен-

ного разложения следует (2.1.35). Лемма 2.1.5 доказана. �

Перейдем к получению оценок для каждого типа тетраэдров и предло-

женных способов интерполяции.

2.1.3.1. Тетраэдр типа K1 и условия ( 2.1.28 )–( 2.1.30 ). Выбе-

рем прямоугольную систему координат Oxyz таким образом, что ось Ox

будет параллельна ребру a1a2, в вершинах которого задаются смешан-

ные производные ( 2.1.30 ). Данное ребро принадлежит граням T4 и T3.

Пусть для определенности sin β4 ≥ sin β3. В этом случае плоскость Oxy

совместим с плоскостью треугольника T4. Остается ввести ось Oz пер-

пендикулярно плоскости Oxy.
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Пусть ϕijx , ϕijy , ϕijz – углы между τij и соответствующими коорди-

натными осями (им соответствуют направляющие косинусы). Тогда имеют

место соотношения

| cosϕ14
z | = sinϑ41 = sinϑ4, | cosϕ14

y | . sin β3 ≤ sin β4 . (2.1.36)

Убедиться в справедливости последних оценок можно, например, следую-

щим образом. Выберем направления осей x и y таким образом, чтобы уг-

лы между этими осями и вектором τ14 не превосходили π/2, и рассмотрим

трехгранный угол с вершиной в точке a1, образованный полупрямыми, на-

правления которых совпадают с направлениями полученных осей x и y и

направлением вектора τ14. Положим ω = ϕ14
x + ϕ14

y . Тогда π/2 ≤ ω ≤ π,

откуда 0 ≤ cosϕ14
y = cos(ω − ϕ14

x ) = cosω cosϕ14
x + sinω sinϕ14

x ≤ sinϕ14
x .

sin β3 ≤ sin β4. Поскольку ниже для нас будут иметь значение абсолют-

ные величины направляющих косинусов, требования на выбор направле-

ний осей координат в дальнейшем можно не учитывать.

Теорема 2.1.3. Для введенной системы координат, тетраэдра ∆ ти-

па K1 и условий интерполяции ( 2.1.28 )–( 2.1.30 ) справедливы следующие

оценки: ∣∣∣∣ ∂s+p+qe(u)

∂xs ∂yp ∂zq

∣∣∣∣ . MH4−s−p−q

sinp β4 sinq ϑ4
, (2.1.37)

где u ∈ ∆; 0 ≤ s+ p+ q ≤ 3.

Доказательство.Получим сначала оценки производных функции e(u)

в вершине a2. Отметим, что значения функции e(u) и ее первых произ-

водных в точке a2 равны нулю в силу условий ( 2.1.28 )–( 2.1.29 ). Оценим

значения производных второго и третьего порядков.

Лемма 2.1.6. Пусть s + p + q = 2. Тогда имеют место следующие

оценки: ∣∣∣∣ ∂2e(a2)

∂xs ∂yp ∂zq

∣∣∣∣ . MH2

sinp β4 sinq ϑ4
. (2.1.38)
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Доказательство. При q = 0 оценки ( 2.1.38 ) следуют из теоремы 2.1.1

и замечания 2.1.2 для треугольника T4. Остается получить ( 2.1.38 ) для

q = 1, 2. Рассматривая T3, согласно ( 2.1.9 ) получаем∣∣∣∣∂2e(a2)

∂x∂τ14

∣∣∣∣ .MH2 .

Переходя от производной по направлению τ14 к производным по перемен-

ным x, y, z, приходим к неравенству∣∣∣∣∂2e(a2)

∂x2
cosϕ14

x +
∂2e(a2)

∂x∂y
cosϕ14

y +
∂2e(a2)

∂x∂z
cosϕ14

z

∣∣∣∣ .MH2,

откуда с учетом соотношений ( 2.1.36 ) и оценок ( 2.1.5 ) для T4 получаем∣∣∣∣∂2e(a2)

∂x∂z
cosϕ14

z

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂2e(a2)

∂x∂z
sinϑ4

∣∣∣∣ .
.MH2 +

∣∣∣∣∂2e(a2)

∂x2
cosϕ14

x

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂2e(a2)

∂x∂y
cosϕ14

y

∣∣∣∣ .
.MH2 +MH2 +MH2 1

sin β4
sin β4 .MH2.

Таким образом, ∣∣∣∣∂2e(a2)

∂x∂z

∣∣∣∣ . MH2

sinϑ4
. (2.1.39)

Среди условий ( 2.1.30 ) имеются, в частности, следующие:

∂

∂τ21

(
∂e(a2)

∂τ23

)
=

∂

∂τ24

(
∂e(a2)

∂τ23

)
= 0.

Отсюда следует равенство

∂

∂τ14

(
∂e(a2)

∂τ23

)
=

∂2e(a2)

∂τ23∂τ14
= 0. (2.1.40)

Переходя от производных по направлениям к производным по переменным

x, y, z, используя оценки ( 2.1.5 ), (2.1.39) и соотношения ( 2.1.30 ), как это

было при выводе оценки ( 2.1.39 ), получаем∣∣∣∣∂2e(a2)

∂y∂z

∣∣∣∣ . MH2

sin β4 sinϑ4
. (2.1.41)
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Наконец, рассматривая T3, с учетом ( 2.1.9 ) видим, что∣∣∣∣∂2e(a2)

∂τ 2
14

∣∣∣∣ .MH2 ,

откуда так же, как ( 2.1.39 ) и ( 2.1.41 ), получим последнюю оценку∣∣∣∣∂2e(a2)

∂z2

∣∣∣∣ . MH2

sin2 ϑ4

. (2.1.42)

Лемма 2.1.6 доказана. �

Лемма 2.1.7. Пусть s + p + q = 3. Тогда имеют место следующие

оценки: ∣∣∣∣ ∂3e(a2)

∂xs ∂yp ∂zq

∣∣∣∣ . MH

sinp β4 sinq ϑ4
. (2.1.43)

Доказательство. Как и в лемме 2.1.6, для q = 0 оценки (2.1.43) сле-

дуют из теоремы 2.1.1 и замечания 2.1.2 для треугольника T4. Оставшиеся

оценки для q = 1, 2, 3 будем получать аналогично доказательству леммы

2.1.6, учитывая связь производных по направлениям выбираемых ребер с

производными по x, y, z, оценки (2.1.9) и соотношения (2.1.36).

Из того, что в силу (2.1.9) на T3 выполняется неравенство
∣∣∣∣ ∂3e(a2)

∂x2 ∂τ14

∣∣∣∣ .
MH, с учетом (2.1.36) и оценок (2.1.5), отнесенных к треугольнику T4 ,

получаем ∣∣∣∣∂3e(a2)

∂x2 ∂z

∣∣∣∣ . MH

sinϑ4
.

Так как
∂2e(a1)

∂τ12∂τ14
=

∂2e(a1)

∂τ13∂τ14
= 0 согласно (2.1.30), то

∂2e(a1)

∂y∂τ14
= 0 , (2.1.44)

откуда методом леммы 2.1.6 приходим к неравенству∣∣∣∣∂2e(a1)

∂y ∂z

∣∣∣∣ . MH2

sin β4 sinϑ4
. (2.1.45)
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Рассматривая
∂2e

∂y∂z
вдоль a1a2, из (2.1.41) и (2.1.45) и теоремы 2.1.A

получаем ∣∣∣∣ ∂3e(a2)

∂x∂y∂z

∣∣∣∣ . MH

sin β4 sinϑ4
.

Условия ( 2.1.29 ) и ( 2.1.40 ) дают:

∂e(a3)

∂τ14
=
∂e(a2)

∂τ14
=

∂2e(a2)

∂τ14∂τ23
= 0,

поэтому ∣∣∣∣ ∂3e(a2)

∂τ14∂τ 2
23

∣∣∣∣ .M |a2a3|,

и тогда ∣∣∣∣∂3e(a2)

∂y2∂z

∣∣∣∣ . MH

sin2 β4 sinϑ4

.

Из того, что на T3 выполняется
∣∣∣∣∂3e(a2)

∂x∂τ 2
14

∣∣∣∣ .MH , получаем

∣∣∣∣∂3e(a2)

∂x∂z2

∣∣∣∣ . MH

sinϑ2
4

.

Из (2.1.29) и (2.1.44) видим, что

∂e(a4)

∂y
=
∂e(a1)

∂y
=
∂2e(a1)

∂y∂τ14
= 0,

откуда ∣∣∣∣∂3e(a1)

∂y∂τ 2
14

∣∣∣∣ .M |a1a4| ,

и тогда ∣∣∣∣∂3e(a1)

∂y∂z2

∣∣∣∣ . MH

sin2 ϑ4

.
MH

sin β4 sin2 ϑ4

.

Полагая g(u) =
∂3e(u)

∂y∂z2
и n = 1 в лемме 2.1.5, получаем:∣∣∣∣∂3e(a2)

∂y∂z2

∣∣∣∣ . MH

sin2 ϑ4

.
MH

sin β4 sin2 ϑ4

.
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Наконец, так как
∣∣∣∣∂3e(a2)

∂τ 3
14

∣∣∣∣ .MH (в треугольнике T3 ), получим послед-

нюю оценку ∣∣∣∣∂3e(a2)

∂z3

∣∣∣∣ . MH

sin3 ϑ4

.

Лемма 2.1.7 доказана. �

Пусть s, p, q, t, r,m ≥ 0 и 0 ≤ s+p+q+t+r+m ≤ 3. Тогда, представляя

производные по направлению через производные по x, y, z и оценивая их

с помощью леммы 2.1.6, леммы 2.1.7 и соотношения (2.1.36), будем иметь∣∣∣∣ ∂s+p+q+t+r+me(a2)

∂xs∂yp∂zq∂τ t21∂τ
r
23∂τ

m
24

∣∣∣∣ . MH4−(s+p+q+t+r+m)

sinp β4 sinq γ4
.

Для завершения доказательства теоремы остается применить лемму ??,

положив

g(u) =
∂s+p+qe(u)

∂xs∂yp∂zq
, n = 3− (s+ p+ q), ai = a2.

Теорема 2.1.3 доказана. �

2.1.3.2. Тетраэдр типа K2 и условия ( 2.1.28 )–( 2.1.29 ), ( 2.1.31 ).

Выберем систему координат Oxyz таким образом, что ось Ox будет па-

раллельна ребру a2a3, в вершинах которого задаются смешанные произ-

водные ( 2.1.31 ). Данное ребро принадлежит граням T1 и T4. Пусть для

определенности sin β4 ≥ sin β1 . В этом случае плоскость Oxy совместим

с плоскостью треугольника T4. Остается ввести ось Oz перпендикуляр-

но плоскости Oxy. Направление осей значения не имеет. Договоренность

о том, что sin β4 ≥ sin β1 не влияет на общность результатов, так как

в противном случае мы переобозначим вершины и соответственно грани,

поменяв ролями a1 и a4 , a2 и a3 ; текст доказательства при этом не

изменится.

Пусть, как и выше, ϕijx , ϕijy , ϕijz – углы между τij и соответствую-

щими координатными осями. Отметим, что так как условия ( 2.1.31 ) за-

даются в средних или наибольших углах граней Ti, ребра a2a4 и a1a4
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при выбранном способе интерполяции не могут быть наименьшими в T1

и T2 соответственно. Тогда |a3a4| ≤ 2 max{|a2a4|, |a1a4|}. Таким образом,

имеют место соотношения

max{sinϑ42, sinϑ41} . | cosϕ34
z | = sinϑ4, | cosϕ34

y | . 2 sin β1 ≤ sin β4

(2.1.46)

(первое неравенство следует из соотношений между ребрами aia4, i =

1, 2, 3; второе получаем аналогично неравенству из ( 2.1.36 )).

Теорема 2.1.4. Для введенной системы координат, тетраэдра ∆ ти-

па K2 и условий интерполяции ( 2.1.28 )–( 2.1.29 ), ( 2.1.31 ) справедливы

следующие оценки: ∣∣∣∣ ∂s+p+qe(u)

∂xs ∂yp ∂zq

∣∣∣∣ . MH4−s−p−q

sinp β4 sinq ϑ4
, (2.1.47)

где u ∈ ∆; 0 ≤ s+ p+ q ≤ 3.

Доказательство. Для доказательства теоремы нам будут нужны оцен-

ки производных для e(u) в точке a3. Поскольку значения функции e(u)

и ее первых производных в точке a3 равны нулю в силу условий ( 2.1.28 )–

( 2.1.29 ), остается оценить производные второго и третьего порядков.

Лемма 2.1.8. Пусть s + p + q = 2. Тогда имеют место следующие

оценки: ∣∣∣∣ ∂2e(a3)

∂xs ∂yp ∂zq

∣∣∣∣ . MH2

sinp β4 sinq γ4
. (2.1.48)

Доказательство. Для q = 0 оценки (2.1.48) следуют из (2.1.10) для

треугольника T4. Остается рассмотреть q = 1, 2. Тем же способом, что и

(2.1.39) в лемме 2.1.6, рассматривая последовательно треугольники T1, T2

и ребро a3a4, используя оценки (2.1.9) и соотношения (2.1.46), представляя

производные по направлениям через производные по x, y, z, получаем:∣∣∣∣∂2e(a3)

∂x ∂τ34

∣∣∣∣ .MH2 =⇒
∣∣∣∣∂2e(a3)

∂x ∂z

∣∣∣∣ . MH2

sinϑ4
,
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∣∣∣∣ ∂2e(a3)

∂τ13 ∂τ34

∣∣∣∣ .MH2 =⇒
∣∣∣∣∂2e(a3)

∂y ∂z

∣∣∣∣ . MH2

sin β4 sinϑ4
,∣∣∣∣∂2e(a3)

∂τ 2
34

∣∣∣∣ .MH2 =⇒
∣∣∣∣∂2e(a3)

∂z2

∣∣∣∣ . MH2

sin2 ϑ4

.

Лемма 2.1.8 доказана. �

Лемма 2.1.9. Пусть s + p + q = 3. Тогда имеют место следующие

оценки: ∣∣∣∣ ∂3e(a3)

∂xs ∂yp ∂zq

∣∣∣∣ . MH

sinp β4 sinq ϑ4
. (2.1.49)

Доказательство. Оценки для q = 0 следуют из (2.1.10) для треуголь-

ника T4. Оставшиеся оценки для q = 1, 2, 3 получаются аналогично до-

казательствам лемм 2.1.6–2.1.8. Так, рассматривая T1 , получаем∣∣∣∣ ∂3e(a3)

∂x2 ∂τ34

∣∣∣∣ .MH =⇒
∣∣∣∣∂3e(a3)

∂x2 ∂z

∣∣∣∣ . MH

sinϑ4
.

Условия ( 2.1.31 ) имеют вид

∂

∂τ23

(
∂e(a2)

∂τ21

)
=

∂

∂τ24

(
∂e(a2)

∂τ21

)
= 0,

∂

∂τ31

(
∂e(a3)

∂τ34

)
=

∂

∂τ32

(
∂e(a3)

∂τ34

)
= 0 .

Следствием этих условий являются равенства

∂2e(a2)

∂τ12 ∂τ34
= 0 и

∂2e(a3)

∂τ12 ∂τ34
= 0 , (2.1.50)

откуда (используем одномерную интерполяцию) будем иметь∣∣∣∣ ∂3e(a3)

∂x ∂τ12 ∂τ34

∣∣∣∣ .M |a2a3|.

Снова переходя от производных по направлениям к производным по x, y, z,

используя оценки (2.1.10) и соотношения (2.1.46), приходим к неравенству∣∣∣∣ ∂3e(a3)

∂x ∂y ∂z

∣∣∣∣ . MH

sin β4 sinϑ4
.

100



Далее, рассматривая последовательно треугольники T2, T1, T2 и ребро

a3a4, получим оставшиеся оценки∣∣∣∣ ∂3e(a3)

∂τ 2
13 ∂τ34

∣∣∣∣ .MH =⇒
∣∣∣∣∂3e(a3)

∂y2 ∂z

∣∣∣∣ . MH

sin2 β4 sinϑ4

,

∣∣∣∣∂3e(a3)

∂x ∂τ 2
34

∣∣∣∣ .MH =⇒
∣∣∣∣∂3e(a3)

∂x ∂z2

∣∣∣∣ . MH

sin2 ϑ4

,∣∣∣∣ ∂3e(a3)

∂τ13 ∂τ 2
34

∣∣∣∣ .MH =⇒
∣∣∣∣∂3e(a3)

∂y ∂z2

∣∣∣∣ . MH

sin β4 sin2 ϑ4

,∣∣∣∣∂3e(a3)

∂τ 3
34

∣∣∣∣ .MH =⇒
∣∣∣∣∂3e(a3)

∂z3

∣∣∣∣ . MH

sin3 ϑ4

.

Лемма 2.1.9 доказана. �

Далее доказательство теоремы 2.1.4 аналогично доказательству теоре-

мы 2.1.3 (с той разницей, что вместо точки a2 берется точка a3 , т. е.

применяя лемму 2.1.5, берем ai = a3 ).

2.1.3.3. Тетраэдр типа K2 и условия ( 2.1.28 )–( 2.1.29 ), ( 2.1.32 ).

Систему координат Oxyz выберем так же, как в п. 2.1.3.2 (в частности,

считаем, что sin β4 ≥ sin β1 ; в противном случае перенумеруем вершины,

как в п. 2.1.3.2). Так как a2a3 — наименьшее ребро в ∆, в тех же обозна-

чениях остаются справедливыми соотношения (2.1.46).

Теорема 2.1.5. Для введенной системы координат, тетраэдра ∆ ти-

па K2 и условий интерполяции ( 2.1.28 )–( 2.1.29 ), ( 2.1.32 ) справедливы

следующие оценки: ∣∣∣∣ ∂s+p+qe(u)

∂xs ∂yp ∂zq

∣∣∣∣ . MH4−s−p−q

sinp β4 sinq ϑ4
, (2.1.51)

где u ∈ ∆; 0 ≤ s+ p+ q ≤ 3.

Доказательство. Получим оценки производных второго и третьего по-

рядков функции e(u) в a3 (значения функции e(u) и ее первых произ-

водных в точке a3 равны нулю в силу условий (2.1.28)–(2.1.29)).
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Лемма 2.1.10. Пусть T – треугольник с вершинами b1, b2, b3; αT , βT , γT

– внутренние углы треугольника при вершинах b1, b2, b3 соответствен-

но, где 0 < αT ≤ βT ≤ γT или 0 < αT ≤ γT ≤ βT , т. е. угол при вершине

b3 является наибольшим или средним углом треугольника, b2b3 – наи-

меньшая сторона треугольника; τij —единичный вектор, направленный

от bi к bj. Пусть функция g(u), u ∈ T удовлетворяет неравенствам∣∣∣∣∂g(b3)

∂τ31

∣∣∣∣ .M |b2b3|2 ,
∣∣∣∣∂g(b3)

∂τ32

∣∣∣∣ .M |b2b3|2 .

Тогда для любых i, j имеют место оценки∣∣∣∣∂g(b3)

∂τij

∣∣∣∣ .M |b2b3|2 .

Доказательство. Введем оси координат: 0x – параллельно τ31 , 0y ⊥
0x. Угол при вершине b3 обозначим через ω ( ω = βT или ω = γT ).

Тогда условия леммы могут быть переписаны следующим образом:∣∣∣∣∂g(b3)

∂x

∣∣∣∣ .M |b2b3|2 ,
∣∣∣∣∂g(b3)

∂x
cosω +

∂g(b3)

∂y
sinω

∣∣∣∣ .M |b2b3|2 .

Тогда ∣∣∣∣∂g(b3)

∂y

∣∣∣∣ . M |b2b3|2

sinω
,

откуда получаем требуемое неравенство∣∣∣∣∂g(b3)

∂τij

∣∣∣∣ . ∣∣∣∣∂g(b3)

∂x

∣∣∣∣ cosα +

∣∣∣∣∂g(b3)

∂y

∣∣∣∣ sin β .M |b2b3|2 .

Лемма 2.1.10 доказана. �

Лемма 2.1.11. Пусть 2 ≤ s+ p+ q ≤ 3. Тогда имеют место следующие

оценки: ∣∣∣∣ ∂s+p+qe(a3)

∂xs ∂yp ∂zq

∣∣∣∣ . MH4−(s+p+q)

sinp β4 sinq ϑ4
. (2.1.52)

Доказательство. Для q = 0 утверждение леммы является верным в

силу ( 2.1.10 ). Прочие оценки производных второго порядка и производной
∂3e(a3)

∂x2 ∂z
получаются так же, как в леммах 2.1.8–2.1.9.
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Найдем оценку для
∂3e(a3)

∂x ∂y ∂z
. Используя условия (2.1.32) при i =

3, j = 2, k = 4 и то, что в точках a2, a3 значения функции e и ее

производных первого порядка равны нулю, получаем
∂

∂τ34

(
∂e(a3)

∂τ23

)
= 0 ,

∂

∂τ23

(
∂e(a3)

∂τ23

)
.M |a2a3|2 .

Применение леммы 2.1.10 при g =
∂e

∂τ23
на T1 дает∣∣∣∣ ∂2e(a3)

∂τ23∂τ24

∣∣∣∣ ≤ CM |a2a3|2 . (2.1.53)

В (2.1.32) содержатся условия

∂2e(a3)

∂τ13∂τ23
=

∂2e(a3)

∂τ13∂τ34
= 0,

поэтому
∂2e(a3)

∂τ13 ∂τ24
= 0 . (2.1.54)

Объединяя ( 2.1.53 ) и (2.1.54) и применяя лемму 2.1.10 для g =
∂e

∂τ24
на

T4, приходим к неравенству∣∣∣∣ ∂2e(a3)

∂τ24 ∂τ12

∣∣∣∣ .M |a2a3|2 ,

откуда с учетом условий (2.1.32) для i = 2, j = 1, k = 4 по теореме 2.1.A

следует ∣∣∣∣ ∂3e(a3)

∂τ24 ∂τ12 ∂τ23

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∂3e(a3)

∂τ24 ∂τ12 ∂x

∣∣∣∣ .M |a2a3| .

Отсюда, как и ранее, получаем:∣∣∣∣ ∂3e(a3)

∂x ∂y ∂z

∣∣∣∣ . MH

sin β4 sinϑ4
.

Оставшиеся оценки леммы 2.1.11 и теоремы 2.1.5 доказываются так же,

как соответствующие утверждения в п. 2.1.3.2. Лемма 2.1.11 и теорема 2.1.5

доказаны. �

2.1.3.4. Некоторые комментарии. Теоремы 2.1.3–2.1.5 могут быть

объединены в одно следствие.
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Следствие 2.1.3. Пусть многочлен P3 задается на ∆ интерполяцион-

ными условиями (2.1.28)–(2.1.29) и, в зависимости от типа симплекса,

условиями (2.1.30), или (2.1.31), или (2.1.32). Тогда

E3
3,r .

MH4−r

sinr ϑ
, r = 0, 3. (2.1.55)

Доказательство. Для каждой прямоугольной системы координат, вы-

бранной соответственно способу интерполяции, выполняются соотношения

sinϑ4 ≤ sinϑ, sin β4 . sinϑ2 . sinϑ.

Тогда ∣∣∣∣ ∂s+p+qe(u)

∂xs ∂yp ∂zq

∣∣∣∣ . MH4−s−p−q

sinp+q ϑ
.

Таким образом, для доказательства ( 2.1.55 ) достаточно производные по

направлениям произвольных единичных векторов ξ1, . . . , ξr представить

через производные по x, y, z. Следствие 2.1.3 доказано. �

Рассмотренные способы интерполяции позволяют разработать алгоритм

выбора условий интерполяции Эрмита на тетраэдрах из триангуляции ис-

ходной области с целью получения непрерывной результирующей кусочно-

полиномиальной функции и построения соответствующих пространств

конечных элементов. Использование предлагаемых пространств требует

некоторых дополнительных ограничений на триангуляцию исходной обла-

сти, но построенное пространство имеет при этом меньшую размерность по

сравнению с пространствами, строящимися при интерполяции Лагранжа.

Данный алгоритм не обсуждается в диссертации, но может быть найден

в [92].

2.1.4. Многочлены степени n на треугольнике. Пусть снова ∆ —

треугольник с вершинами a1, a2, a3 ; f ∈ W n+1M ; n ≥ 3 ; α, β, γ — углы

при вершинах a1, a2, a3 соответственно; 0 < α ≤ β ≤ γ.

Пусть Q — множество равномерных узлов на треугольнике ∆ , т. е.,

Q = {uijk}(i,j,k)∈I =
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= {uijk| uijk = (i/n)a1 + (j/n)a2 + (k/n)a3, (i, j, k) ∈ I} ,

где

I = {(i, j, k)| i, j, k ∈ Z+; i+ j + k = n} .

Рассмотрим многочлен P̃n = P̃n[f ] степени n по совокупности перемен-

ных такой, что

∀ u ∈ Q P̃n(u) = f(u) (2.1.56)

Мы будем использовать результат Ю.Н.Субботина из [18], где, в частно-

сти, доказано, что для любых единичных векторов ξ1, . . . , ξs имеют место

оценки

‖Ds
ξ1...ξs

(f − P̃n)‖∆ .MHn+1−ssin−s γ, (2.1.57)

0 ≤ s ≤ n.

Ниже предлагается сохранить те условия из (2.1.56), которые задаются

в точках, принадлежащих сторонам треугольника ∆, и заменить остав-

шиеся на условия интерполяции старших производных в точке a2.

Рассмотрим множество

I0 = {(i, j, k) ∈ I| i · j · k = 0}

и соответствующее подмножество Q0 множества Q (точки из Q, принад-

лежащие сторонам треугольника):

Q0 = {uijk}(i,j,k)∈I0 =

= {uijk| uijk = (i/n)a1 + (j/n)a2 + (k/n)a3, (i, j, k) ∈ I0} .

Пусть многочлен Pn степени n по совокупности переменных определяется

следующими условиями:

Pn(u) = f(u) (2.1.58)

для всех u ∈ Q0 и
∂i+jPn(a2)

∂τ i12∂n
j
12

=
∂i+jf(a2)

∂τ i12∂n
j
12

, (2.1.59)
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для всех j = 3, n, i = 0, n− j.
Вместо условий (2.1.59) можно использовать аналогичные условия в

наибольшем угле:
∂i+jPn(a3)

∂τ i31∂n
j
31

=
∂i+jf(a3)

∂τ i31∂n
j
31

, (2.1.60)

для всех j = 3, n, i = 0, n− j.
Множество всех многочленов степени не выше n, удовлетворяющих

условию (2.1.58), обозначим через Pn[Q0]. Ясно, что Pn, P̃n ∈ Pn[Q0] .

Поместим треугольник ∆ в прямоугольную систему координат Oxy

таким образом, что для некоторых положительных a, b, h координаты вер-

шин будут записываться следующим образом: a1 = (a + b, 0), a2 = (0, 0),

a3 = (a, h) (см. рис. 2.1.3). Так как α ≤ β ≤ γ, то a ≤ b, a + b = H . В

этом случае условия (2.1.59) принимают вид

∂i+jP (a2)

∂xi∂yj
=
∂i+jf(a2)

∂xi∂yj
,

где j = 3, n, i = 0, n− j.

-
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Рис. 2.1.3. Расположение треугольника ∆ в системе координат Oxy

Теорема 2.1.6. Пусть многочлен Pn определяется условиями (2.1.58)–

(2.1.59). Тогда для любого β0 < π/2 и любого треугольника ∆, удовле-

творяющего условию β ≤ β0, справедливы оценки

E2
n,s ≤

{
C(n, β0)MHn+1−s sin−s γ, s = 0, 1, 2,

C(n, β0)MHn+1−s sin−2 γ, s = 3, . . . , n,
(2.1.61)
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где C(n, β0) — неотрицательная величина, зависящая только от n

и β0.

Прежде чем переходить к доказательству теоремы, обсудим подробнее

результаты Ю.Н.Субботина из [18]. Наряду с оценками (2.1.57) в [18, лем-

ма 4] для многочлена P̃n доказан следующий факт. Для любого s =

0, . . . , n и для одного из условий

ξk ∈ {τ21, τ23} для всех k = 1, s (2.1.62)

или

ξk ∈ {τ31, τ32} для всех k = 1, s (2.1.63)

имеет место следующее соотношение:∥∥∥Ds
ξ1...ξs

(f − P̃n)
∥∥∥

∆
.MHn+1−s. (2.1.64)

Способ выбора условия (2.1.62) или (2.1.63) указан в [18], но для нас он не

будет иметь значения. Покажем, что это, в частности, означает, что∥∥∥∥∥∂s(f − P̃n)∂xs−i∂yi

∥∥∥∥∥
∆

.MHn+1−s sin−i β (2.1.65)

для i = 0, . . . , s; s = 0, . . . , n.

Рассмотрим сначала ситуацию, когда (2.1.64) выполняется для слу-

чая (2.1.62). Рассмотрим произвольное s ∈ {0, . . . , n}. Для i = 0 оцен-

ка (2.1.65) совпадает с (2.1.64) при ξ1 = . . . = ξs = τ21. Пусть теперь

1 ≤ j ≤ s, и неравенство (2.1.65) имеет место для i = 0, . . . , j − 1. То-

гда в (2.1.64) возьмем ξ1 = · · · = ξs−j+1 = τ21, ξs−j+1 = · · · = ξs = τ23

и представим s -ю производную по направлениям τ21 и τ23 через сумму

частных производных

Ds
ξ1...ξs

(f − P̃n) =

j∑
k=0

Ck
j

∂s(f − P̃ )

∂xs−k∂yk
cosj−k β sink β,
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откуда следует оценка ∥∥∥∥∥∂s(f − P̃n)∂xs−j∂yj
sinj β

∥∥∥∥∥
∆

=

=

∥∥∥∥∥Ds
ξ1...ξs

(f − P̃n)−
j−1∑
k=0

Ck
j

∂s(f − P̃n)
∂xs−k∂yk

cosj−k β sink β

∥∥∥∥∥
∆

≤

≤
∥∥∥Ds

ξ1...ξs
(f − P̃n)

∥∥∥
∆

+

j−1∑
k=0

Ck
j

∥∥∥∥∥∂s(f − P̃ )

∂xs−k∂yk
cosj−k β sink β

∥∥∥∥∥
∆

.
n

.
n
MHn+1−s +

j−1∑
k=0

Ck
jMHn+1−s sin−k β cosj−k β sink β .

n
MHn+1−s,

т. е. (2.1.65) доказано.

В ситуации, когда (2.1.64) выполняется при (2.1.63), введем вспомога-

тельную систему координат Ox1y1 таким образом, чтобы точка a3 сов-

падала с началом координат, вектор τ31 был сонаправлен с осью Ox1, и

треугольник ∆ для определенности находился в верхней полуплоскости

(см. рис. 2.1.4).

-

6

J
J
J
J
J
J
J
JJ

XXX
XXX

XXX
XXX

XXX
XXX

XXX
XXX

XXX
XXX

XXX

a1a3

a2

αθ

β

x1

y1

Рис. 2.1.4. Расположение треугольника ∆ в системе координат Ox1y1

Тогда аналогично уже рассмотренному случаю получаем оценки∥∥∥∥∥∂s(f − P̃n)∂xs−i1 ∂yi1

∥∥∥∥∥
∆

.MHn+1−s sin−i γ .MHn+1−s sin−i β (2.1.66)
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для i = 0, . . . , s; s = 0, . . . , n. Далее, поскольку
∂

∂τ21
=

∂

∂x1
cosα −

∂

∂y1
sinα,

∂

∂τ23
= − ∂

∂x1
cos γ − ∂

∂y1
sin γ и sin β . sin θ . sin β, можем

утверждать, что (2.1.64) имеет место также при (2.1.62). Таким образом,

мы оказываемся в условиях уже рассмотренного случая.

Замечание 2.1.4. Приведенные выше рассуждения означают также,

что если соотношение (2.1.64) имеет место при одном из усло-

вий (2.1.62) или (2.1.63), то оно имеет место и при другом из этих усло-

вий (нами показано, что из справедливости (2.1.64) при (2.1.63) следует

справедливость (2.1.64) при (2.1.62); обратное утверждение доказывает-

ся аналогично).

Замечание 2.1.5. Так как sin γ . sin β . sin γ, то везде в оценках вме-

сто sin γ можно писать sin β .

Доказательство теоремы 2.1.6. Покажем, что если треугольник ∆ по-

мещен в систему координат Oxy так, как показано на рис. 2.1.3, то в усло-

виях теоремы 2.1.6 для некоторой неотрицательной величины K1(n, β0) ,

зависящей только от n и β0 , и любого неотрицательного целого числа s

такого, что 0 ≤ s ≤ n, справедливы оценки∥∥∥∥∂s−j(f − Pn)∂xs−j∂yj

∥∥∥∥
∆

≤

{
K1(n, β0)MHn+1−s sin−j γ, j = 0,min{2, s},
K1(n, β0)MHn+1−s, j = 3, . . . , s,

(2.1.67)

откуда следует (2.1.61).

Рассмотрим многочлен R ∈ {Pn, P̃n} . Введем обозначение

e[R](x, y) = f(x, y)−R(x, y).

Используя формулу Тейлора с остаточным членом в интегральной форме

Коши, получим следующее разложение для всех (x, y) ∈ ∆ :

∂se[R](x, y)

∂xs−j∂yj
=

n−s+j∑
i=j

1

(i− j)!
yi−j

n−s+j−i∑
k=0

∂s−j+i+ke[R](0, 0)

∂xs−j+k∂yi
xk

k!
+
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+

n−s+j∑
i=j

1

(i− j)!
yi−j

x∫
0

(x− v)n−s+j−i

(n− s+ j − i)!
∂n+1e[R](v, 0)

∂vn+1−i∂yi
dv +

+

y∫
0

(y − t)n−s

(n− s)!
∂n+1f(x, t)

∂xs−j∂tn+1−s+j dt . (2.1.68)

Чтобы доказать (2.1.67), достаточно для многочлена R = Pn , опре-

деляемого условиями (2.1.58)–(2.1.59), оценить ∂se[R](0, 0)/
(
∂xs−j∂yj

)
,

0 ≤ s ≤ n, 0 ≤ j ≤ s.

Лемма 2.1.12. В условиях теоремы 2.1.6 найдется неотрицательная ве-

личина K(n, β0), зависящая только от n и β0, такая, что для любого

s = 1, . . . , n имеют место следующие соотношения:∣∣∣∣∂se[Pn](0, 0)

∂xs−j∂yj

∣∣∣∣ ≤ K(n, β0)MHn+1−s sin−j β, если j = 0,min{2, s};

(2.1.69)
∂se[Pn](0, 0)

∂xs−j∂yj
= 0, если s ≥ 3 и j = 3, . . . , s. (2.1.70)

Доказательство. Равенства (2.1.70) следуют из (2.1.59). Остается до-

казать (2.1.69). Пусть s — произвольное натуральное число, удовлетворя-

ющее неравенству 1 ≤ s ≤ n. Напомним, что a2 = (0, 0). Рассматривая

e[Pn](x, 0) на отрезке [a2, a1] и используя формулы для оценки ошибки

интерполяции в одномерном случае, получаем

∂se[Pn](a2)

∂xs
= C1(s)

∂n+1f(ζs21)

∂xn+1
Hn+1−s, (2.1.71)

где C1(s) — величина, зависящая только от s и допускающая оценку

сверху величиной, зависящей от n; ζs21 — точка между a2 и a1. Таким

образом, ∣∣∣∣∂se[Pn](a2)

∂xs

∣∣∣∣ .
n
MHn+1−s,

т. е. (2.1.69) доказано для j = 0 при любом выбранном нами s = 1, . . . , n.

Если s ≥ 2, то для оценки оставшихся двух производных (при j = 1, 2 )
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составим систему уравнений; при этом воспользуемся методом математи-

ческой индукции.

Пусть (2.1.69) доказано для s = r+ 1, . . . , n, где r ∈ {2, . . . , n−1}. То-

гда, принимая во внимание (2.1.68), можем утверждать, что оценка (2.1.67)

имеет место для всех s = r + 1, . . . , n. Рассмотрим произвольное s = r ∈
{2, . . . , n − 1} (что соответствует шагу индукции) или s = r = n (база

индукции). Поскольку шаг и база индукции доказываются почти одинако-

во, мы будем рассматривать эти случаи одновременно, лишь иногда при

необходимости отдельно останавливаясь на обсуждении случая s = r = n.

Возьмем сужение функции e[Pn] на отрезок a2a3. С одной стороны, при-

меняя известные результаты для оценок ошибок интерполяции в одномер-

ном случае, получим равенство

∂se[Pn](a2)

∂τ s23

= C2(s)
∂n+1f(ζs23)

∂τn+1
23

(
a2 + h2

)(n+1−s)/2
, (2.1.72)

где C2(s) — величина, зависящая только от s и допускающая оценку

сверху величиной, зависящей от n; ζs23 — точка между a2 и a3. С дру-

гой стороны, производную по направлению τ23 можно разложить в сумму

частных производных, принимая во внимание равенства (2.1.70):

∂se[Pn](a2)

∂τ s23

=
s∑

k=0

Ck
s

∂se[Pn](a2)

∂xs−k∂yk
coss−k β sink β =

=
∂se[Pn](a2)

∂xs
coss β + s

∂se[Pn](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 β sin β +

+
s(s− 1)

2

∂se[Pn](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 β sin2 β. (2.1.73)

Объединяя (2.1.71), (2.1.72) и (2.1.73), приходим к равенству

s
∂se[Pn](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 β sin β +

s(s− 1)

2

∂se[Pn](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 β sin2 β =

= m1(s), (2.1.74)
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где

|m1(s)| =

=

∣∣∣∣C2(s)
∂n+1f(ζs23)

∂τn+1
23

(
a2 + h2

)(n+1−s)/2 − C1(s)
∂n+1f(ζs21)

∂xn+1
Hn+1−s coss β

∣∣∣∣ .
n

.
n
M
(
a2 + h2

)(n+1−s)/2
+MHn+1−s coss β.

Для получения второго уравнения системы рассмотрим произвольный

многочлен R ∈ {P̃n, Pn}, т. е. многочлен, удовлетворяющий услови-

ям (2.1.58). Рассмотрим сужение функции ∂se[R]/ (∂τ s31) на отрезок [a2, a3]

и разложим значение этой функции в точке a2 по формуле Тейлора в точке

a3. В результате имеем равенство

∂se[R](a2)

∂τ s31

=
∂se[R](a3)

∂τ s31

+
n−s∑
k=1

(−1)k

k!

∂s+ke[R](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

(
a2 + h2

)k/2
+

+
(−1)n+1−s

(n+ 1− s)!
∂n+1f (ηs23[R])

∂τ s31∂τ
n+1−s
23

(
a2 + h2

)(n+1−s)/2 (2.1.75)

(если s = n, то в правой части этого равенства присутствуют только пер-

вое и последнее слагаемые, т. е. сумму
0∑

k=1

считаем равной нулю). С дру-

гой стороны, производную по направлению τ31 можно разложить в сумму

частных производных:

∂se[R](a2)

∂τ s31

=
s∑

k=0

Ck
s

∂se[R](a2)

∂xs−k∂yk
coss−k α(− sinα)k. (2.1.76)

Из (2.1.75) и (2.1.76) приходим к равенству

−s∂
se[R](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 α sinα +

s(s− 1)

2

∂se[R](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 α sin2 α =

= µs1[R] + µs2[R], (2.1.77)

где

µs1[R] =
n−s∑
k=1

(−1)k

k!

∂s+ke[R](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

(
a2 + h2

)k/2
+
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+
(−1)n+1−s

(n+ 1− s)!
∂n+1f (ηs23[R])

∂τ s31∂τ
n+1−s
23

(
a2 + h2

)(n+1−s)/2 −

−
s∑

k=3

Ck
s

∂se[R](a2)

∂xs−k∂yk
coss−k α(− sinα)k,

µs2[R] =
∂se[R](a3)

∂τ s31

− ∂se[R](a2)

∂xs
coss α.

Отметим, что µs2[R] зависит только от условий интерполяции на сто-

ронах [a3, a1] и [a2, a1], т. е. от части условий (2.1.58). Таким образом,

µs2[R] = µs2

[
P̃n

]
= µs2[Pn]. Следовательно, для оценки этой величины

можем использовать результат Ю.Н.Субботина (2.1.64), (2.1.65) и равен-

ство (2.1.77):

|µs2[R]| =
∣∣∣µs2[P̃n]∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−s∂se[P̃n](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 α sinα +

+
s(s− 1)

2

∂se[P̃n](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 α sin2 α− µs1[P̃n]

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
s∑

k=1

Ck
s

∂se[P̃n](a2)

∂xs−k∂yk
coss−k α(− sinα)k −

−
n−s∑
k=1

(−1)k

k!

∂s+ke[P̃n](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

(
a2 + h2

)k/2 −
− (−1)n+1−s

(n+ 1− s)!
∂n+1f(ηs23[P̃n])

∂τ s31∂τ
n+1−s
23

(
a2 + h2

)(n+1−s)/2
∣∣∣∣∣ .n

.
n

s∑
k=1

Ck
sMHn+1−scoss−k α sink α

sink β
+

n−s∑
k=1

MHn+1−s−k (a2 + h2
)k/2

+

+M
(
a2 + h2

)(n+1−s)/2
.
n
MHn−s (a2 + h2

)1/2
.

Подставим R = Pn в (2.1.77) и с учетом условий (2.3.9) получим

−s∂
se[Pn](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 α sinα +

s(s− 1)

2

∂se[Pn](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 α sin2 α =
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= µs1[Pn] + µs2[Pn], (2.1.78)

где

|µs2[Pn]| = |µs2[R]| .
n
MHn−s (a2 + h2

)1/2
;

µs1[Pn] =
n−s∑
k=1

(−1)k

k!

∂s+ke[Pn](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

(
a2 + h2

)k/2
+

+
(−1)n+1−s

(n+ 1− s)!
∂n+1f (ηs23[Pn])

∂τ s31∂τ
n+1−s
23

(
a2 + h2

)(n+1−s)/2 −

−
s∑

k=3

Ck
s

∂se[Pn](a2)

∂xs−k∂yk
coss−k α(− sinα)k =

=
n−s∑
k=1

(−1)k

k!

∂s+ke[Pn](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

(
a2 + h2

)k/2
+

+
(−1)n+1−s

(n+ 1− s)!
∂n+1f (ηs23[Pn])

∂τ s31∂τ
n+1−s
23

(
a2 + h2

)(n+1−s)/2
. (2.1.79)

Если s = n, то правая часть равенства (2.1.79) состоит из одного слагае-

мого, и тогда

|µs1[Pn]|s=n| = |µ
n
1 [Pn]| =

∣∣∣∣−∂n+1f (ηn23[Pn])

∂τn31∂τ23

(
a2 + h2

)1/2
∣∣∣∣ .
n
M
(
a2 + h2

)1/2
.

Если s = r ∈ {2, . . . , n− 1}, то правая часть равенства (2.1.79) содержит

также сумму по k. В силу предположения индукции оценки (2.1.67) имеют

место при всех s = r + 1, . . . , n, и тогда этот факт и то, что∣∣∣∣∂s+ke[Pn](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

∣∣∣∣ .
n

∣∣∣∣ ∂s+ke[Pn](a3)

∂xs1+k1∂ys2+k2
coss1 α cosk1 β(− sinα)s2 sink2 β

∣∣∣∣ ,
где s1 + s2 = s, k1 + k2 = k, приводит к оценке∣∣∣∣∂s+ke[Pn](a3)

∂τ s31∂τ
k
23

∣∣∣∣ .
n
MHn+1−s−k.

Таким образом,

|µs1[Pn]| .
n
MHn−s (a2 + h2

)1/2
.
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Объединяя (2.1.74) и (2.1.78), получаем систему уравнений
s
∂se[Pn](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 β sin β +

s(s− 1)

2

∂se[Pn](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 β sin2 β = m1(s),

−s∂
se[Pn](a2)

∂xs−1∂y
coss−1 α sinα +

s(s− 1)

2

∂se[Pn](a2)

∂xs−2∂y2
coss−2 α sin2 α = m2(s),

где

|m1(s)| .
n
M
(
a2 + h2

)(n+1−s)/2
+MHn+1−s coss β,

|m2(s)| = |µs1[Pn] + µs2[Pn]| .
n
MHn−s (a2 + h2

)1/2
.

Для решения системы используем формулы Крамера. Обозначим через

A основную матрицу системы. Вычислим определитель основной матрицы

detA =
s2(s− 1)

2
coss−2 β sin β coss−2 α sinα

∣∣∣∣∣ cos β sin β

− cosα sinα

∣∣∣∣∣ =

=
s2(s− 1)

2
coss−2 β sin β coss−2 α sinα sin(α + β).

Тогда, принимая во внимание то, что cosα & 1 , sin β = h/
(
a2 + h2

)1/2
,

h/H . sinα = h/b . h/H, sin β . sin(α + β) = sin θ . sin β, получаем∣∣∣∣∂se[Pn](a2)

∂xs−1∂y

∣∣∣∣ .
n

|m1(s)| coss−2 α sin2 α + |m2(s)| coss−2 β sin2 β

coss−2 β sin β coss−2 α sinα sin(α + β)
=

=
|m1(s)| sinα

coss−2 β sin β sin(α + β)
+

|m2(s)| sin β
coss−2 α sinα sin(α + β)

.
n

.
n

|m1(s)| sinα
coss−2 β sin2 β

+
|m2(s)|

coss−2 α sinα
.
n

.
n

M
(
a2 + h2

)(n+1−s)/2
sinα

coss−2 β sin2 β
+
MHn+1−s coss β sinα

coss−2 β sin2 β
+
MHn−s (a2 + h2

)1/2

coss−2 α sinα
.
n

.
n
MHn+1−s ·

(
a2 + h2

)(n+1−s)/2

Hn+1−s · sinα

coss−2 β sin2 β
+

+
MHn+1−s

sin β
cos2 β · sinα

sin β
+
MHn−s (a2 + h2

)1/2

sinα
.
n
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.
n
MHn+1−s ·

(
sinα

sin β

)n+1−s
· sinα

coss−2 β sin2 β
+

+
MHn+1−s

sin β
+
MHn+1−s (a2 + h2

)1/2

h
.
n

.
n
MHn+1−s · sinα

sin β
· sinα

coss−2 β sin2 β
+
MHn+1−s

sin β
+
MHn+1−s

sin β
.
n

.
n

MHn+1−s

coss−2 β sin β
· sin

2 α

sin2 β
+
MHn+1−s

sin β
. (2.1.80)

Так как sinα ≤ sin(2β) (это следует из того, что sinα − sin(2β) =

sin(θ + β) − sin(2β) = 2 sin ((θ − β)/2) cos((θ + β)/2 + β) = 2 sin((θ −
β)/2) cos((π − α)/2 + β) = −2 sin((θ − β)/2) sin(β − α/2) ≤ 0 ) и β ≤ β0,

то (2.1.80) приводит к оценке∣∣∣∣∂se[Pn](a2)

∂xs−1∂y

∣∣∣∣ .
n

MHn+1−s

coss−4 β sin β
· sin2 α

sin2(2β)
+
MHn+1−s

sin β
.

MHn+1−s

cosn−4 β sin β
≤

≤
(

1

cos β0

)n−4
MHn+1−s

sin β
. (2.1.81)

Аналогично оцениваем оставшуюся производную:∣∣∣∣∂se[Pn](a2)

∂xs−2∂y2

∣∣∣∣ .
n

|m1(s)| coss−1 α sinα + |m2(s)| coss−1 β sin β

coss−2 β sin β coss−2 α sinα sin(α + β)
=

=
|m1(s)| cosα

coss−2 β sin β sin(α + β)
+

|m2(s)| cos β

coss−2 α sinα sin(α + β)
.

.
|m1(s)|

coss−2 β sin2 β
+
|m2(s)| cos β

sinα sin β
.
n

.
n

M
(
a2 + h2

)(n+1−s)/2

coss−2 β sin2 β
+
MHn+1−s coss β

coss−2 β sin2 β
+
MHn−s (a2 + h2

)1/2
cos β

sinα sin β
.

.MHn+1−s ·
(

sinα

sin β

)n+1−s
· 1

coss−2 β sin2 β
+MHn+1−s · cos2 β

sin2 β
+

+MHn+1−s · sinα
sin β

· cos β

sinα sin β
.
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.
MHn+1−s

coss−2 β sin2 β
· sinα

sin β
+
MHn+1−s

sin2 β
+
MHn+1−s

sin2 β
. (2.1.82)

Окончательно с учетом того, что sinα ≤ sin(2β) и β ≤ β0, неравен-

ство (2.1.82) дает оценку∣∣∣∣∂se[Pn](a2)

∂xs−2∂y2

∣∣∣∣ .
n

MHn+1−s

coss−3 β sin2 β
· sinα

sin(2β)
+
MHn+1−s

sin2 β
.

.

(
1

cos β0

)n−3
MHn+1−s

sin2 β
. (2.1.83)

Для завершения доказательства леммы 2.1.12 осталось доказать (2.1.69)

при s = 1.

В случае s = 1 нет необходимости составлять систему уравнений. До-

статочно рассмотреть сужение функции e[Pn] на сторону a2a3 и исполь-

зовать оценки ошибки аппроксимации производной функции производной

интерполяционного многочлена, с одной стороны, и разложение производ-

ной по направлению в сумму частных производных, с другой стороны. Та-

ким образом,

∂e[Pn](a2)

∂τ23
= C∗2

∂n+1f(ζ1
23)

∂τn+1
23

(
a2 + h2

)n/2
=

=
∂e[Pn](a2)

∂x
cos β +

∂e[Pn](a2)

∂y
sin β

где C∗2 — величина, допускающая оценку сверху величиной, зависящей от

n; ζ1
23 — точка между a2 и a3. Принимая во внимание то, что (2.1.69)

доказано при всех s для j = 0, получаем∣∣∣∣∂e[Pn](a2)

∂y

∣∣∣∣ .
n

MHn

sin β
.

Лемма 2.1.12 доказана. �

Для окончательного доказательства оценок (2.1.67) остается приме-

нить разложение (2.1.68) и лемму 2.1.12. Таким образом, теорема 2.1.6

доказана. �
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Следствие 2.1.4. Если n = 3, то в формулировках теоремы 2.1.6 мож-

но исключить ограничения на угол β и зависимость величины C(n, β0)

от β0.

Доказательство следует из (2.1.81) и (2.1.83). �

Теорема 2.1.7. Пусть многочлен Pn определяется интерполяционными

условиями (2.1.58), (2.1.60). Тогда для любого γ0 6= π/2 и любого тре-

угольника ∆, удовлетворяющего условию |cos γ| > |cos γ0| , справедливы

оценки

E2
n,s ≤

{
C∗(n, γ0)MHn+1−s sin−s γ, s = 0, 1, 2,

C∗(n, γ0)MHn+1−s sin−2 γ, s = 3, . . . , n,
(2.1.84)

где C∗(n, γ0) — неотрицательная величина, зависящая только от n

и γ0.

Доказательство. Теорема 2.1.7 доказывается аналогично теоре-

ме 2.1.6. Вводится прямоугольная система координат Ox1y1 так, как это

показано на рис. 2.1.4 (точка a3 совпадает с началом координат, точка

a1 принадлежит оси Ox1, точка a2 находится в верхней полуплоскости).

Далее мы переходим к получению оценок∥∥∥∥∥∂s−j(f − P )

∂xs−j1 ∂yj1

∥∥∥∥∥
∆

≤

{
K2(n, γ0)MHn+1−s sin−j θ, j = 0,min{2, s}
K2(n, γ0)MHn+1−s, j = 3, . . . , s,

(2.1.85)

где 0 ≤ s ≤ n ; K2(n, γ0) — неотрицательные величины, зависящие

только от n и γ0. Почти полностью повторяется доказательство лем-

мы 2.1.12 с заменой угла β на γ , переменных x и y — на x1 и y1

соответственно. Исключением является то, что не доказываются оценки

вида (2.1.81) и (2.1.83). Доказательство останавливается на оценках ви-

да (2.1.80) и (2.1.82), откуда для любого s = 2, . . . , n следуют неравенства∣∣∣∣∂se[P ](a3)

∂xs−1
1 ∂y1

∣∣∣∣ .
n

(
1

cos β0

)n−2
MH

sin β
,

118



∣∣∣∣∂se[P ](a2)

∂xs−2
1 ∂y2

1

∣∣∣∣ .
n

(
1

cos β0

)n−2
MH

sin2 β
.

Прочая часть доказательства леммы 2.1.12 и теоремы 2.1.6 остается без

изменений. Теорема 2.1.7 доказана. �

С учетом теоремы 2.1.6 пространство конечных элементов предлагается

строить следующим образом (аналогично — с учетом теоремы 2.1.7). Пусть

∆ — произвольный треугольник из триангуляции области Ω, β — средний

угол этого треугольника. Очевидно, 0 ≤ β ≤ π/2. Представим отрезок

[0, π/2] в виде объединения двух отрезков. Например, [0, π/2] = [0, π/3] ∪
[π/3, π/2].

Если β < π/3, то при построении конечного элемента выберем мно-

гочлен Pn , задаваемый условиями (2.1.58)–(2.1.59), для которого имеют

место оценки (2.1.61), т. е. для любого 0 ≤ s ≤ n будет

Ed
n,s .MHn+1−s(sin γ)−min{s,2}.

Если β ≥ π/3, то выберем многочлен P̃n , задаваемый условиями

(2.1.56). В силу (2.1.57), замечания 2.1.4 и имеющегося ограничения на

угол β для любого 0 ≤ s ≤ n имеют место оценки

Ed
n,s .MHn+1−ssin−s γ .MHn+1−ssin−s β .MHn+1−s.

Так как в определении многочлена Pn и многочлена P̃n участвуют

условия (2.1.58), то результирующий сплайн на Ω будет непрерывной

функцией.

§ 2.2. Оценки снизу для простых конечных элементов

Мы рассматриваем функцию f(x, y) , определенную на области Ω ⊂ R2;

f ∈ W n+1M(Ω) ; Ω триангулирована на конечное число треугольников.

На каждом треугольнике для f(x, y) строится многочлен степени n ти-

па Лагранжа, Эрмита или Биркгофа, интерполирующий функцию f(x, y)

119



(и ее производные, если речь идет о многочленах Эрмита или Биркгофа)

в узлах треугольника (всего задается (n + 1)(n + 2)/2 условий на каж-

дом треугольнике), такой, что результирующая кусочно-полиномиальная

функция на Ω имеет гладкость m (m ∈ Z+ ), n ≥ 4m+ 1.

Пусть произвольный треугольник ∆ с вершинами a1, a2, a3 из триан-

гуляции области Ω помещен в прямоугольную систему координат Oxy

таким образом, что для некоторых положительных a, b, h координаты

вершин записываются следующим образом: a1 = (b, 0), a2 = (−a, 0),

a3 = (0, h). Так как мы считаем, что 0 < α ≤ β ≤ γ (напомним,

что α, β, γ — величины углов при вершинах a1, a2, a3 соответственно),

то a ≤ b, и диаметр ∆ равен a+ b = H.

Пусть на ∆ по функции f строится интерполяционный многочлен

Pn(u) = Pn(x, y) ( n фиксировано). Пусть сужения Pn(u) и ∂kPn(u)/∂nkij

( k = 1, . . . ,m ) на любую сторону aiaj треугольника однозначно опре-

деляются интерполяционными условиями, задаваемыми в точках стороны

aiaj (или в точках прямой, проходящей через ai и aj ). Если при этом

P ∗n(u) — интерполяционный многочлен на соседнем с ∆ треугольнике

∆∗, aiaj — общая сторона ∆ и ∆∗, условия для нахождения P ∗n(u),

задаваемые на aiaj, совпадают с условиями для Pn(u), и это имеет ме-

сто для всех соседних треугольников, то обеспечена гладкость порядка m

кусочно-полиномиальной функции на Ω. Пусть, кроме того, условия для

определения Pn(u) задаются таким образом, что для любой стороны aiaj

треугольника ∆ имеет место равенство

∂k (f(u)− Pn(u))

∂nkij

∣∣∣∣∣
u∈[ai,aj ]

=

=
1

(n+ 1− k)!

∂n+1f(ϑkij)

∂nkij∂τ
n+1−k
ij

dn+1−k
ij ωij, n+1−k

(
|u− ai|
dij

)
, (2.2.1)

k = 0, . . . ,m, i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j,
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где ϑkij ∈ aiaj (или ϑkij является точкой прямой, проходящей через ai

и aj , если узлы интерполяции вынесены за пределы треугольника и на-

ходятся в области Ω̃ ( Ω ⊂ Ω̃ ), в которой функция f(x, y) такова, что

f ∈ W n+1M(Ω̃) ); ωij,n+1−k — многочлен степени n + 1 − k с старшим

коэффициентом, равным единице; через |u− ai| обозначено расстояние

между u и ai.

Введем определитель

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d1 d2 . . . dm(
n−2
m−1

) (
n−2
m

)
. . .

(
n−2

2m−2

)(
n−3
m−2

) (
n−3
m−1

)
. . .

(
n−3

2m−3

)
... ... ... ...(

n−m
1

) (
n−m

2

)
. . .

(
n−m
m+1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

где

ds =
(

n−1
m−1+s

) (
nω

(n−1)
21,n (1) + n

a

b
ω

(n−1)
21,n (1)− ω(n)

31,n+1(1)
)

+

+
(

n
m+s

) (
ω

(n−1)
31,n (1)− ω(n−1)

21,n (1)
)
, (2.2.2)

s = 1, . . . ,m;

положим

g = bω
(n)
31,n+1(1)− (a+ b)ω

(n)
21,n+1(1).

Теорема 2.2.1. Пусть условия интерполяции функции f ∈ W n+1M(∆)

на треугольнике ∆ многочленом Pn(x, y) таковы, что выполнены усло-

вия (2.2.1) и имеют место неравенства∣∣∣ω(n−j)
kl,n+1−j(1)

∣∣∣ .
n,m

1, j = 0, . . . ,m, k, l ∈ {1, 2, 3}; (2.2.3)

|g| &
n,m

a; (2.2.4)

|D| &
n,m

1. (2.2.5)
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Тогда найдутся число α0 > 0 и натуральное число s0 ≥ 2m + 1 такие

что для любого α < α0 имеют место оценки

E2
n,s &

n,m

MHn+1−s

sin β(sinα)s−1
, s = 1, . . . , s0; (2.2.6)

E2
n,s &

n,m

MHn+1−s

sin β(sinα)s0−1
, s = s0 + 1, . . . , n. (2.2.7)

Если, кроме того, m ≥ 1 и

lim
α→0

tgα

tg β
= 0, (2.2.8)

то найдутся α̃0 > 0 и натуральные числа {ri}m+1
i=0 , 2m + 1 = r0 < r1 <

· · · < rm+1 ≤ n такие что для любого α < α̃0 имеют место оценки

E2
n,r &

n,m

MHn+1−r

sin β(sinα)2m(tg β)r−2m−1
, r = r1, . . . , rm+1; (2.2.9)

E2
n,r &

n,m

MHn+1−r

sin β(sinα)2m(tg β)rm+1−2m−1
, r = rm+1 + 1, . . . , n; (2.2.10)

E2
n,r &

n,m
max

{
MHn+1−r

sin β(sinα)pr(tg β)qr
,

MHn+1−r

sin β(sinα)2m(tg β)ri−1−2m−1

}
, (2.2.11)

r = ri−1 + 1, . . . , ri − 1, i = 1, . . . ,m+ 1,

где pr = max{0, 2m− ri + r}, qr = min{ri − 2m, r} − 1.

Далее в замечаниях 2.2.3–2.2.5 обсуждаются ситуации, в которых усло-

вия (2.2.3)–(2.2.5) являются выполненными. В частности, эти условия име-

ют место при использовании стандартных общепринятых условий интер-

поляции.

Докажем сначала вспомогательную лемму.
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Лемма 2.2.1. Пусть s0, . . . , sk ∈ N, k ≤ s0 < · · · < sk. Положим

s−1 = −1. Тогда

Dn(s0, . . . , sk)
def
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
n
s0

) (
n
s1

)
. . .

(
n
sk

)(
n−1
s0−1

) (
n−1
s1−1

)
. . .

(
n−1
sk−1

)
... ... ... ...(

n−k
s0−k

) (
n−k
s1−k

)
. . .

(
n−k
sk−k

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

k∏
j=0

k−j∏
i=0

(
n−1−sj−1−i
sj−1−sj−1

)
(
si+j−1−sj−1

sj−1−sj−1

) .

(2.2.12)

Отметим, что точное значение Dn(s0, . . . , sk) не имеет принципи-

ального значения для доказательства теоремы; достаточно того, что

Dn(s0, . . . , sk) 6= 0.

Доказательство. Воспользуемся тем, что
(
r−1
s−1

)
−
(
r
s

)
= −

(
r−1
s

)
. Из

каждой строки определителя со второй по (k+1) -ю вычтем предыдущую,

вынесем множитель (−1) из этих строк. Далее из строк с третьей по (k+

1) -ю вычтем предыдущую и т. д. (выполняем данную процедуру k раз).

Получаем

Dn(s0, . . . , sk) = (−1)k(k+1)/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
n
s0

) (
n
s1

)
. . .

(
n
sk

)(
n−1
s0

) (
n−1
s1

)
. . .

(
n−1
sk

)
... ... ... ...(

n−k
s0

) (
n−k
s1

)
. . .

(
n−k
sk

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.2.13)

В случае si = s0 + i , i = 1, . . . , k , определитель из правой части (2.2.13)

вычислен в [25, задача 317]. Мы будем использовать тот же метод вычис-

ления, действуя по индукции. Из (i + 1) -й строки, i = 0, . . . , k, вынесем

множитель (n − i)(n − i − 1) . . . (n − i − s0 + 1); из (j + 1) -го столбца,

j = 0, . . . , k, вынесем множитель 1/ (sj(sj − 1) . . . (sj − s0 + 1)) . Тогда

Dn(s0, . . . , sk) =

123



= (−1)k(k+1)/2
k∏
i=0

(n− i)!
(n− i− s0)!

(si − s0)!

si!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
(
n−s0

s1−s0

)
. . .

(
n−s0

sk−s0

)
1
(
n−1−s0

s1−s0

)
. . .

(
n−1−s0

sk−s0

)
... ... ... ...

1
(
n−k−s0

s1−s0

)
. . .

(
n−k−s0

sk−s0

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Из каждой строки с первой по k -ю вычтем следующую и разложим полу-

чившийся определитель по первому столбцу:

Dn(s0, . . . , sk) =

= (−1)k(k+1)/2+(k+2)
k∏
i=0

(
n−i
s0

)
(
si
s0

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
n−1−s0

s1−1−s0

) (
n−1−s0

s2−1−s0

)
. . .

(
n−1−s0

sk−1−s0

)(
n−2−s0

s1−1−s0

) (
n−2−s0

s2−1−s0

)
. . .

(
n−2−s0

sk−1−s0

)
... ... ... ...(

n−k−s0

s1−1−s0

) (
n−k−s0

s2−1−s0

)
. . .

(
n−k−s0

sk−1−s0

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Первый шаг индукции завершен. В результате мы получили определитель,

аналогичный определителю из правой части (2.2.13), но его порядок на

единицу меньше. Продолжая процесс, получим (2.2.12). Лемма 2.2.1 дока-

зана. �

Перейдем к доказательству теоремы. Рассмотрим функцию

f ∗(x, y) = δ1M
xn+1

(n+ 1)!
+ δ2M

xny

n!
, (2.2.14)

где δ1 и δ2 выбираются таким образом, чтобы f ∗ ∈ W n+1M, δ2
1 + δ2

2 6= 0

(аналогичная функция была использована в [20] при n = 5 , m = 1 для

доказательства неулучшаемости полученных там оценок погрешности ап-

проксимации производных). Под Pn(x, y) будем понимать многочлен, ин-

терполирующий функцию f ∗(x, y) и удовлетворяющий условиям теоремы.

Положим

e(x, y) = f ∗(x, y)− Pn(x, y).

Далее будем оценивать производные e(x, y) по некоторым выбранным на-

правлениям.
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Лемма 2.2.2. Если многочлен Pn(x, y) , интерполирующий функцию

f ∗(x, y) на треугольнике ∆, удовлетворяет условиям (2.2.1) при f = f ∗,

и выполнены условия (2.2.3), (2.2.4), (2.2.5), то имеют место оценки

(2.2.6), (2.2.7).

Доказательство. Пусть для определенности направление нормали n31

таково, что она образует острый угол с осью Oy. Данное предположение

не влияет на общность результатов. Рассмотрим сужения ∂je(x, y)/(∂nj31),

j = 0, . . . ,m, на отрезок a3a1. Отметим, что τ31 = (cosα,− sinα), n31 =

(sinα, cosα). Используя условие (2.2.1), вид функции f ∗ и расположение

треугольника в системе координат, получим

∂ne(a1)

∂τn−j31 ∂nj31

=
1

(n+ 1− j)!
∂n+1f ∗(ϑj31)

∂τn+1−j
31 ∂nj31

(b2 + h2)1/2ω
(n−j)
31,n+1−j(1) =

=
M

(n+ 1− j)!
(b2 + h2)1/2ω

(n−j)
31,n+1−j(1)

(
δ1 cosn+1−j α sinj α−

− δ2(n+ 1− j) cosn−j α sinj+1 α + δ2j cosn+2−j α sinj−1 α
)

=

=
Mb cosn α

(n+ 1− j)!
ω

(n−j)
31,n+1−j(1)

(
δ1 tgj α− δ2(n+ 1− j) tgj+1 α + δ2j tgj−1 α

)
.

Тогда, так как вектор единичной длины, сонаправленный с осью Oy , пред-

ставляется в виде (−τ31 sinα + n31 cosα) , для k = 0, . . . ,m имеют место

равенства

∂ne(a1)

∂τn−k31 ∂yk
=

k∑
j=0

(−1)k−j
(
k

j

)
∂ne(a1)

∂τn−j31 ∂nj31

sink−j α cosj α =

= (−1)kMbµk sink α cosn α, (2.2.15)

где

µk =
k∑
j=0

(−1)j

(n+ 1− j)!

(
k

j

)
ω

(n−j)
31,n+1−j(1)

(
δ1 − δ2(n+ 1− j) tgα +

δ2j

tgα

)
.

(2.2.16)
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Отметим, что с учетом (2.2.3) имеют место оценки

|µ0| .
n,m

1; |µk| .
n,m

1

tgα
, k = 1, . . . ,m. (2.2.17)

C другой стороны,

∂ne(a1)

∂τn−k31 ∂yk
=

n∑
i=k

(
n− k
i− k

)
∂ne(a1)

∂xn−i∂yi
cosn−i α(− sinα)i−k =

= (−1)k
cosn α

sink α

n∑
i=k

(−1)i
(
n− k
i− k

)
∂ne(a1)

∂xn−i∂yi
tgi α. (2.2.18)

Рассмотрим сужения ∂ne(a1)/
(
∂xn−i∂yi

)
на сторону a2a1 для i =

0, . . . ,m. Так как f ∗ имеет вид (2.2.14), многочлен ∂iPn(x, 0)/
(
∂yi
)

сов-

падает с ∂if ∗(x, 0)/
(
∂yi
)

при i = 2, . . . ,m, т. e. ∂ne(a1)/
(
∂xn−i∂yi

)
= 0

при i = 2, . . . ,m. Для i = 0, 1 согласно (2.2.1) получаем

∂ne(a1)

∂xn
=

Mδ1

(n+ 1)!
(a+ b)ω

(n)
21,n+1(1), (2.2.19)

∂ne(a1)

∂xn−1∂y
=
Mδ2

n!
(a+ b)ω

(n−1)
21,n (1). (2.2.20)

Таким образом, объединяя (2.2.15) и (2.2.18), приходим к системе линейных

уравнений относительно величин ∂ne(a1)/
(
∂xn−i∂yi

)
:

2m+1∑
i=m+1

(−1)i
(
n− k
i− k

)
∂ne(a1)

∂xn−i∂yi
tgi α =

= −
n∑

i=2m+2

(−1)i
(
n− k
i− k

)
∂ne(a1)

∂xn−i∂yi
tgi α + µ̃k, (2.2.21)

k = 0, . . . ,m,

где

µ̃k = Mbµk sin2k α, k = 2, . . . ,m; (2.2.22)

µ̃0 = −∂
ne(a1)

∂xn
+ n

∂ne(a1)

∂xn−1∂y
tgα +Mbµ0,

126



µ̃1 =
∂ne(a1)

∂xn−1∂y
tgα +Mbµ1 sin2 α.

Используя (2.2.16), (2.2.19) и (2.2.20), можем µ̃0 представить в следующем

виде:

µ̃0 = µ̃00 + µ̃01, (2.2.23)

где

µ̃00 =
Mδ1

(n+ 1)!

(
bω

(n)
31,n+1(1)− (a+ b)ω

(n)
21,n+1(1)

)
=

Mδ1g

(n+ 1)!
,

µ̃01 =
Mδ2h

n!

(
nω

(n−1)
21,n (1) + n

a

b
ω

(n−1)
21,n (1)− ω(n)

31,n+1(1)
)
.

Аналогично µ̃1 представляется в виде

µ̃1 = Mδ1b sin2 α
(
φ1(n, δ1, δ2, α)ω

(n)
31,n+1(1) + φ2(n, δ1, δ2, α)ω

(n−1)
31,n (1)

)
+

+
Mδ2

n!
hω

(n−1)
21,n (1) +

Mδ2

n!

ah

b
ω

(n−1)
21,n (1)− Mδ2

n!
ω

(n−1)
31,n (1)b sinα cosα,

где |φi(n, δ1, δ2, α)| . 1, i = 1, 2. Так как ah/b = b tg2 α/ tg β,

b sinα cosα = h − h sin2 α, то с учетом (2.2.3) можем µ̃1 разложить на

сумму двух слагаемых

µ̃1 = µ̃11 + µ̃12, (2.2.24)

где

µ̃11 =
Mδ2h

n!

(
ω

(n−1)
21,n (1)− ω(n−1)

31,n (1)
)

;

µ̃12 = Mbφ3(n, δ1, δ2, α)
sin2 α

tg β
+Mbφ4(n, δ1, δ2, α) sin2 α,

|φi(n, δ1, δ2, α)| . 1, i = 3, 4.

Разрешим систему (2.2.21) относительно m + 1 неизвестных, стоящих

в левой части, которые будем считать базисными, по формулам Крамера.

Тогда
∂ne(a1)

∂xn−i∂yi
=

Di

D
, i = m+ 1, . . . , 2m+ 1,
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где D представляет собой определитель Dn(m+1, . . . , 2m+1), у которого

каждый столбец умножен на (− tgα)s+m, где s — номер столбца, т. е.

D = (− tgα)(m+1)(3m+2)/2Dn(m+ 1, . . . , 2m+ 1) =

= (− tgα)(m+1)(3m+2)/2
m∏
j=0

(
n−j
m+1

)(
m+1+j
m+1

) ;

Di — определитель, получающийся в результате замены i -го столбца D

на столбец правых частей (2.2.21). Таким образом,

∂ne(a1)

∂xn−i∂yi
= (tgα)−i

n∑
s=2m+2

νis
∂ne(a1)

∂xn−s∂ys
tgsα + ϕi, i = m+ 1, . . . , 2m+ 1,

(2.2.25)

где ϕi =

(
m∑
k=0

νikµ̃k

)
/ tgi α; коэффициенты νis могут зависеть только от

n и m. Принимая во внимание (2.2.3), (2.2.17), (2.2.22), (2.2.23), (2.2.24),

можно утверждать, что

|ϕi| =

∣∣∣∣νi,0 (µ̃00 + µ̃01) + νi,1 (µ̃11 + µ̃12) +
m∑
k=2

νi,kµ̃k

∣∣∣∣
tgi α

.
n,m

.
n,m

M |g|
tgi α

+
Mh

tgi α
+
Mb sin2 α

tg β tgiα
+
Mb sin2 α

tgi α
+
Mb sin3 α

tgi α
.
n,m

.
n,m

M |g|
tgi α

+
Mb

tgi−1 α
.
n,m

M(|g|+ h)

tgi α
, (2.2.26)

i = 1, . . . , 2m.

Рассмотрим более детально случай i = 2m+ 1 :

ϕ2m+1 =
(−1)(m+2)+m(3m+1)/2

tg2m+1 α
µ̃0Dn−1(m, . . . , 2m− 1)−

− (−1)(m+2)+m(3m+1)/2

tg2m+1 α
µ̃1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
n

m+1

) (
n

m+2

)
. . .

(
n

2m

)(
n−2
m−1

) (
n−2
m

)
. . .

(
n−2

2m−2

)(
n−3
m−2

) (
n−3
m−1

)
. . .

(
n−3

2m−3

)
. . . . . . . . . . . .(
n−m

1

) (
n−m

2

)
. . .

(
n−m
m+1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

128



+
1

tg2m+1 α

m∑
k=2

ν2m+1,kµ̃k =

=
κ(−1)m(m+1)/2

tg2m+1 α
µ̃00 +

(−1)m(m+1)/2

tg2m+1 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

d̃1 d̃2 . . . d̃m(
n−2
m−1

) (
n−2
m

)
. . .

(
n−2

2m−2

)(
n−3
m−2

) (
n−3
m−1

)
. . .

(
n−3

2m−3

)
. . . . . . . . . . . .(
n−m

1

) (
n−m

2

)
. . .

(
n−m
m+1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+
λ(−1)m(m+1)/2

tg2m+1 α
µ̃12 +

1

tg2m+1 α

m∑
k=2

ν2m+1,kµ̃k,

где 1 .
n,m

κ, λ .
n,m

1 в силу леммы 2.2.1;

d̃s = µ̃01

(
n− 1

m− 1 + s

)
− µ̃11

(
n

m+ s

)
=
Mδ2h

n!
ds

(величины ds определены в (2.2.2)). Таким образом,

ϕ2m+1 =
κ(−1)m(m+1)/2

tg2m+1 α

Mδ1g

(n+ 1)!
+

(−1)m(m+1)/2

tg2m+1 α

Mδ2h

n!
D +

+
λ(−1)m(m+1)/2

tg2m+1 α
µ̃12 +

1

tg2m+1 α

m∑
k=2

ν2m+1,kµ̃k. (2.2.27)

Оценим слагаемые в правой части (2.2.27). В силу (2.2.4) и (2.2.5)имеют

место оценки ∣∣∣∣κ(−1)m(m+1)/2

tg2m+1 α

Mδ1g

n!

∣∣∣∣ &
n,m

M |δ1||g|
tg2m+1 α

&
n,m

M |δ1|a
tg2m+1 α

,

∣∣∣∣(−1)m(m+1)/2

tg2m+1 α

Mδ2h

n!
D

∣∣∣∣ &
n,m

M |δ2|h
tg2m+1 α

.

Для оценки третьего слагаемого правой части (2.2.27) используем вид µ̃12 :∣∣∣∣λ(−1)m(m+1)/2

tg2m+1 α
µ̃12

∣∣∣∣ .
n,m

Mb tg2 α

tg β tg2m+1 α
+
Mb sin2 α

tg2m+1 α
.
n,m

Mb sinα

sin β tg2m α
.
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Остается оценить четвертое слагаемое, используя (2.2.17) и (2.2.22):∣∣∣∣∣ 1

tg2m+1 α

m∑
k=2

ν2m+1,kµ̃k

∣∣∣∣∣ .n,m Mb

tg2m−2 α
.
n,m

Mb sinα

sin β tg2m α
.

Данные оценки вместе с тем, что α является достаточно малой величиной,

означают, что, выбрав δ1 и δ2 таким образом, чтобы первое и второе

слагаемые правой части (2.2.27) имели одинаковые знаки, получим

|ϕ2m+1| &
n,m

M(|g|+ h)

tg2m+1 α
− Mb sinα

sin β tg2m α
&
n,m

&
n,m

Mb(|g|+ h)

h tg2m α
− Mb sinα

sin β tg2m α
&
n,m

Mb(|g|+ h)

h tg2m α
. (2.2.28)

Из (2.2.25) и (2.2.28) следует, что найдется s0 ≥ 2m+ 1 такое, что∣∣∣∣ ∂ne(a1)

∂xn−s0∂ys0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂n (f ∗(a1)− Pn(a1))

∂xn−s0∂ys0

∣∣∣∣ &
n,m

Mb(|g|+ h)

h tgs0−1 α
. (2.2.29)

C учетом (2.2.4) получаем оценку∣∣∣∣ ∂ne(a1)

∂xn−s0∂ys0

∣∣∣∣ &
n,m

MH

sin β tgs0−1 α
. (2.2.30)

Рассмотрим случай, когда s0 ≥ 2 (это выполнено всегда для m 6= 0 ).

Напомним, что e(x, y) является многочленом. Более того, в силу (2.2.14)

и того, что s0 ≥ 2, на всем треугольнике ∆ имеет место тождество

∂ne(x, y)

∂xn−s0∂ys0
≡ ∂ne(a1)

∂xn−s0∂ys0
. (2.2.31)

Рассмотрим ∂ne(x, y)/ (∂xn−s0∂ys0) на отрезке, соединяющем точки

(−a/2, h/2) и (b/2, h/2). Согласно неравенству Маркова [11, §3.5], при-

мененному (n − s0) раз, на этом отрезке найдутся точки (θk, h/2), k =

0, . . . , n− s0 − 1, −a/2 ≤ θk ≤ b/2, такие что∣∣∣∣∂k+s0e(θk, h/2)

∂xk∂ys0

∣∣∣∣ &
n,m

MHn+1−(k+s0)

sin β tgs0−1 α
, k = 0, . . . , n− s0 − 1.
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Рассмотрим теперь ∂k+s0e(x, y)/
(
∂xk∂ys0

)
, k = 0, . . . , n − s0, на отрез-

ке, соединяющем (θk, 0) и (θk, h/2). Применим (s0 − 1) раз неравенство

Маркова. Тогда на таком отрезке найдутся точки (θk, ϑj), j = 1, . . . , s0,

0 ≤ ϑj ≤ h/2, такие что∣∣∣∣∂k+je(θk, ϑj)

∂xk∂yj

∣∣∣∣ &
n,m

MHn+1−(k+j)

sin β tgj−1 α
, j = 1, . . . , s0 − 1, k = 0, . . . , n− s0.

(2.2.32)

Если s0 = 1 (это означает, что m = 0 ), то достаточно рассмотреть

(2.2.30) и применить (n − 1) раз неравенство Маркова на отрезке, соеди-

няющем точки a2 и a1. Лемма 2.2.2 доказана. �

Лемма 2.2.3. Если m ≥ 1 и выполнены условия (2.2.3), (2.2.4), (2.2.5),

(2.2.8), то имеют место оценки (2.2.9), (2.2.10), (2.2.11).

Доказательство. В ходе доказательства леммы 2.2.1 для некоторо-

го s0 ≥ 2m + 1 были получены оценки (2.2.29). Принимая во внимание

(2.2.31), мы можем утверждать, что оценка (2.2.29) имеет место во всех

точках треугольника ∆, в том числе в точке a2. Пусть точная оценка для

|∂ne(a2)/(∂x
n−s0∂ys0)| имеет вид∣∣∣∣ ∂ne(a2)

∂xn−s0∂ys0

∣∣∣∣ ≥ Mb(|g|+ h)Ks0
(α, β)

h tgs0−1 α
, (2.2.33)

где Ks0
(α, β) &

n,m
1 (в частности, допускается Ks0

(α, β) → +∞ при α →

0 ). Пусть {m + 1, . . . , 2m} = I1 ∪ I2, где I1 ∩ I2 = ∅, и множества I1 и

I2 характеризуются тем, что∣∣∣∣ ∂ne(a2)

∂xn−i∂yi

∣∣∣∣ .
n,m

Mb(|g|+ h)

h tgi−1 α
, i ∈ I1; (2.2.34)

∣∣∣∣ ∂ne(a2)

∂xn−i∂yi

∣∣∣∣ ≥ Mb(|g|+ h)Ki(α, β)

h tgi−1 α
, i ∈ I2, (2.2.35)

где Ki(α, β) → +∞ при α → 0 (при фиксированных n,m ). Пусть все

оценки в (2.2.35) являются точными. Если I2 6= ∅, то будем считать, что
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среди функций Ki(α, β) из правых частей неравенств (2.2.35) можно вы-

брать наиболее быстро растущую при α → 0, точнее, можно выбрать

i0 ∈ I2 такое, что

lim
α→0

Ki(α, β)

Ki0(α, β)
.
n,m

1 для всех i ∈ I2 (2.2.36)

(если (2.2.36) не выполнено при выбранном i0 для всех α ∈ (0, α0) , то пре-

дел в (2.2.36) будем рассматривать как предел по некоторому множеству

Xi0 ⊂ (0, α0) , на котором (2.2.36) выполняется; так как количество индек-

сов i0 ∈ I2 и соответствующих множеств Xi0 является конечным, причем

объединение всех таких Xi0 равно (0, α0) , сможем провести дальнейшее

доказательство для каждого из таких i0 и Xi0; аналогично поступаем,

если (2.2.34)–(2.2.35) выполнено не для всех α ∈ (0, α0) ). Тогда в силу

(2.2.25) найдется s ∈ {2m + 2, . . . , n}, для которого имеет место неравен-

ство∣∣∣∣ ∂ne(a2)

∂xn−s∂ys

∣∣∣∣ &
n,m

Mb(|g|+ h)Ki0(α, β)

h tgi0−1 α

tgi0 α

tgs α
=
Mb(|g|+ h)Ki0(α, β)

h tgs−1 α
,

(2.2.37)

поскольку при условиях (2.2.35) оценки (2.2.26) приводят к неравенствам∣∣∣∣ ∂ne(a2)

∂xn−i0∂yi0
− ϕi0

∣∣∣∣ &
n,m

Mb(|g|+ h)Ki0(α, β)

h tgi0−1 α
− M(|g|+ h)

tgi0 α
=

=
Mb(|g|+ h)Ki0(α, β)

h tgi0−1 α
− Mb(|g|+ h)

h tgi0−1 α
&
n,m

Mb(|g|+ h)Ki0(α, β)

h tgi0−1 α
.

Если (2.2.37) имеет место для некоторого s ≥ 3m + 2, то лемма дока-

зана, поскольку остается лишь нужное число раз применить неравенство

Маркова, как это было сделано при доказательстве леммы 2.2.2.

Остается рассмотреть случай, когда для любого s, для которого выпол-

нено (2.2.37), имеет место неравенство s ≤ 3m + 1. В силу выбора i0 и

неравенств (2.2.33)– (2.2.35), (2.2.37) найдется s∗, 2m + 1 ≤ s∗ ≤ 3m + 1,
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для которого∣∣∣∣ ∂ne(a2)

∂xn−i∂yi

/ ∂ne(a2)

∂xn−s∗∂ys∗

∣∣∣∣ .
n,m

(tgα)s∗−i , i = m+ 1, . . . , s∗ − 1 (2.2.38)

и ∣∣∣∣ ∂ne(a2)

∂xn−s∗∂ys∗

∣∣∣∣ &
n,m

Mb(|g|+ h)

h tgs∗−1 &
n,m

Mb(a+ h)

h tgs∗−1 &
n,m

MH

sin β(tgα)s∗−1
(2.2.39)

(если I2 = ∅, то s∗ = 2m+ 1 ).

Положим

m∗ =

{
m, если s∗ ≤ 3m,

m− 1, если s∗ = 3m+ 1

(если s∗ = 3m+1, оценки (2.2.9) достаточно доказать для m производных

∂ne(a2)/ (∂xn−si∂ysi) , si ≥ s∗ + 1, i = 1, . . . ,m ).

Составим систему линейных уравнений, аналогичную (2.2.21). Пусть

для определенности нормаль n23 образует острый угол с осью Oy. То-

гда τ23 = (cos β, sin β), n23 = (− sin β, cos β). Рассмотрим сужения

∂je(x, y)/(∂nj23), j = 0, . . . ,m, на отрезок [a2, a3]. Как и при доказатель-

стве леммы 2.2.2, используя условие (2.2.1) и вид функции f ∗, получим

∂ne(a2)

∂τn−j23 ∂nj23

=

=
(−1)jMa cosn β

(n+ 1− j)!
ω

(n−j)
23,n+1−j(0)

(
δ1 tgj β + δ2(n+ 1− j) tgj+1 β − δ2j tgj−1 β

)
.

Тогда для k = 0, . . . ,m имеют место равенства

∂ne(a2)

∂τn−k23 ∂yk
=

k∑
j=0

(
k

j

)
∂ne(a2)

∂τn−j23 ∂nj23

sink−j β cosj β = Maµk sink β cosn β,

(2.2.40)

где

µk =
k∑
j=0

(−1)j

(n+ 1− j)!

(
k

j

)
ω

(n−j)
23,n+1−j(0)

(
δ1 + δ2(n+ 1− j) tg β − δ2j

tg β

)
.
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Так как ω
(n−j)
23,n+1−j(0) = (−1)n−jω

(n−j)
32,n+1−j(1), то с учетом (2.2.3) будет

|µ0| .
n,m

1 + tg β; |µk| .
n,m

tg β + 1/ tg β, k = 1, . . . ,m.

Аналогично (2.2.18)—(2.2.20) получаем

∂ne(a2)

∂τn−k23 ∂yk
=

cosn β

sink β

n∑
i=k

(
n− k
i− k

)
∂ne(a2)

∂xn−i∂yi
tgi β; (2.2.41)

∂ne(a2)

∂xn
=

Mδ1

(n+ 1)!
(a+ b)ω

(n)
21,n+1(0); (2.2.42)

∂ne(a2)

∂xn−1∂y
=
Mδ2

n!
(a+ b)ω

(n−1)
21,n (0); (2.2.43)

∂ne(a2)

∂xn−i∂yi
= 0, i = 2, . . . ,m. (2.2.44)

Объединяя (2.2.40)—(2.2.44) и отбрасывая при необходимости одно уравне-

ние, получаем систему линейных алгебраических уравнений
n∑

i=s∗+1

(
n− k
i− k

)
∂ne(a2)

∂xn−i∂yi
tgi β = −

s∗∑
i=m+1

(
n− k
i− k

)
∂ne(a2)

∂xn−i∂yi
tgi β + µ̃k,

(2.2.45)

k = 0, . . . ,m∗,

где

|µ̃k| .
n,m

Ma sin2k β (tg β + 1/ tg β) .MH, k = 2, . . . ,m∗; (2.2.46)

|µ̃0| =
∣∣∣∣−∂ne(a2)

∂xn
− n ∂

ne(a2)

∂xn−1∂y
tg β +Maµ0

∣∣∣∣ .
n,m

MH(1 + tg β); (2.2.47)

|µ̃1| .
∣∣∣∣− ∂ne(a2)

∂xn−1∂y
tg β

∣∣∣∣+ ∣∣Ma (tg β + 1/ tg β) sin2 β
∣∣ .
n,m

MH tg β. (2.2.48)

Наличие системы (2.2.45) вместе с (2.2.38) и выписанными оценками для

µ̃k, k = 0, . . . ,m∗ означает, что найдутся натуральные числа s1, . . . , sm∗,

si ≥ s∗ + 1 для i = 1, . . . ,m∗ такие, что для них имеют место оценки∣∣∣∣ ∂ne(a2)

∂xn−si∂ysi

∣∣∣∣ &
n,m

MH

sin β(tg β)si−s∗(tgα)s∗−1
. (2.2.49)
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Докажем от противного.

Пусть (2.2.49) имеет место для s1, . . . , sk, k < m∗, si ≥ s∗ + 1 для

i = 1, . . . , k, и других таких si нет. Выберем произвольным образом

sk+1, . . . , sm∗ ∈ {s∗ + 1, . . . , n} \ {s1, . . . , sk} . Для простоты, не ограни-

чивая общности, будем считать, что s1 < s2 < · · · < sm∗. Обозначим

J = {s1, . . . , sm∗}, S = {s∗ + 1, . . . , n} \ J . Разрешим систему (2.2.45)

относительно ∂ne(a2)/
(
∂xn−i∂yi

)
, i ∈ J , по формулам Крамера:

∂ne(a2)

∂xn−i∂yi
=

Di

D
, i ∈ J .

Основной определитель D этой системы — это Dn(s1, . . . , sm∗), у которого

каждый столбец умножен на tgsi β, где i — номер столбца; Di — опре-

делитель, получающийся в результате замены i -го столбца D на столбец

правых частей (2.2.45). Таким образом,

∂ne(a2)

∂xn−i∂yi
=

= (tg β)−i

(
s∗∑

s=m+1

νis
∂ne(a2)

∂xn−s∂ys
tgsβ +

∑
s∈S

νis
∂ne(a2)

∂xn−s∂ys
tgsβ +

m∑
k=0

νikµ̃k

)
,

i ∈ J ,

где коэффициенты νis могут зависеть только от n и m, причем

νis∗ = ±Dn(s∗, s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sm∗)

Dn(s1, . . . , sm∗)
6= 0.

Тогда

∂ne(a2)

∂xn−i∂yi
= Ri + (tg β)−i

∑
s∈S

νis
∂ne(a2)

∂xn−s∂ys
tgsβ, i ∈ J , (2.2.50)

где

Ri = νis∗
∂ne(a2)

∂xn−s∗∂ys∗
(tg β)s∗−i ×

×

(
1 +

s∗−1∑
s=m+1

νis
νis∗

(
∂ne(a2)

∂xn−s∂ys

/ ∂ne(a2)

∂xn−s∗∂ys∗

)
(tg β)s−s∗ +
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+
m∑
k=0

(
νik
νis∗

µ̃k
tgs∗ β

/ ∂ne(a2)

∂xn−s∗∂ys∗

))
.

Применяя (2.2.38), (2.2.39), (2.2.46), (2.2.47), (2.2.48) и (2.2.8) придем к

неравенству

|Ri| &
n,m

&
n,m

∣∣∣∣ ∂ne(a2)

∂xn−s∗∂ys∗

∣∣∣∣ (tg β)s∗−i

(
1−

s∗−1∑
s=m+1

(
tgα

tg β

)s∗−s
− (1 + tg β) sin β tgs∗−1 α

tgs∗ β

)
&
n,m

&
n,m

MH

sin β(tg β)i−s∗(tgα)s∗−1

(
1− tgα

tg β
−
(

tgα

tg β

)s∗−1

(cos β + sin β)

)
&
n,m

&
n,m

MH

sin β(tg β)i−s∗(tgα)s∗−1
. (2.2.51)

Таким образом, (2.2.50) и (2.2.51) приводят к искомому противоречию:

должно быть не менее m∗ индексов s1, . . . , sm∗, для которых должно име-

ет место (2.2.49).

Для доказательства оценок (2.2.9)—(2.2.11) остается применить теорему

Маркова, как это было сделано в лемме 2.2.2. Лемма 2.2.3 и теорема 2.2.1

доказаны. �

Замечание 2.2.1. Оценки (0.0.10) неулучшаемы при s = 1, . . . , 2m + 1,

k = s, . . . , s + 2m. Более того, утверждение теоремы 2.2.1 означает,

что оценки (0.0.10) и соответствующий им выбор условий интерполя-

ции (0.0.5)—(0.0.6), (0.0.9) являются экстремальными (наилучшими из

возможных), если речь идет о получении локального сплайна с гладко-

стью порядка m.

Отметим, что ранее неулучшаемость оценок (0.0.10) для части произ-

водных была доказана в [34], а замечание 2.2.1 несколько расширяет мно-

жество производных, для которых имеет место неулучшаемость оценок.

Доказательство следует из (2.2.30) и (2.2.32). �
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Замечание 2.2.2. Оценки (2.2.6) неулучшаемы при n = 4m + 1, s =

1, . . . , 2m+ 1.

Доказательство следует из (0.0.10).

Замечание 2.2.3. Условие (2.2.3) означает, что выбор узлов интерпо-

ляции не должен зависеть от параметров a, h, b треугольника, т. е.

величина
∣∣∣ω(n−j)

kl,n+1−j(1)
∣∣∣ не должна быстро возрастать при α→ 0.

Замечание 2.2.4. Условие (2.2.4) не является слишком обременитель-

ным, как это может показаться, и выполнено почти всегда, когда выбор

узлов интерполяции (а значит, любой соответствующий узлам интер-

поляции многочлен ωkl,n+1 ) не зависит от a, b. Обычно на всех сто-

ронах всех треугольников триангуляции условия интерполяции задают-

ся таким образом, что ωkl,n+1−j(x) не зависит от k и l при любом

j = 0, . . . ,m, т. е.

ωkl,n+1−j(x) = ωpq,n+1−j(x) (2.2.52)

для любых k, l, p, q и j = 0, . . . ,m. Поскольку оценки, как правило, по-

лучают на множестве всех возможных триангуляций, то (2.2.52) для

любых k и l влечет

ωkl,n+1−j(x) = (−1)n+1−jωkl,n+1−j(1− x).

В этом случае ω
(n)
kl,n+1(x) = (−1)n+1+nω

(n)
kl,n+1(1− x), т. е.

ω
(n)
kl,n+1(1) = −ω(n)

kl,n+1(0). (2.2.53)

Так как по условию теоремы старший коэффициент многочлена

ωkl,n+1(x) равен единице, т. е. ω
(n)
kl,n+1(x) является линейной функци-

ей с ненулевым угловым коэффициентом, то (2.2.53) означает, что

ω
(n)
kl,n+1(1) 6= 0, и тогда с учетом (2.2.52) получаем

g = bω
(n)
31,n+1(1)− (a+ b)ω

(n)
21,n+1(1) = −aω(n)

31,n+1(1).
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Например, условиям (0.0.5)—(0.0.6) соответствует

ωkl,4m+2−j(x) = x2m+1−j(x− 1)2m+1−j
j∏

k=1

(
x− k

j + 1

)
, (2.2.54)

k, l ∈ {1, 2, 3}, k 6= l; j = 0, . . . ,m,

что означает, что данные условия интерполяции удовлетворяют тре-

бованию (2.2.52) и, следовательно, (2.2.4).

Замечание 2.2.5. Условие (2.2.5) также не является обременитель-

ным. В частности, если известно, что угол β отделен от π/2 (тогда

a & h ), то это условие может быть исключено из условий теоремы.

Это можно увидеть, если доказательство теоремы 2.2.1 повторить при

исключенном условии (2.2.5) и добавленном условии a & h . При этом для

простоты лучше в (2.2.14) положить δ2 = 0.

Если β → π/2 при α → 0, то, например, при выполненном усло-

вии (2.2.52) второе слагаемое в (2.2.2) равно нулю, и тогда для того,

чтобы имело место (2.2.5), достаточно в силу леммы 2.2.1 потребо-

вать ∣∣∣n(1 +
a

b

)
ω

(n−1)
21,n (1)− ω(n)

31,n+1(1)
∣∣∣ &
n,m

1.

В частности, для интерполяционных условий (0.0.5)—(0.0.6), удовле-

творяющих (2.2.54) и приводящих к соответствующему виду функций

ωkl,n+1−j , последняя оценка имеет место, если |b − na| &
n
b, а это усло-

вие выполняется в силу того, что β → π/2 при α→ 0 ( n фиксировано

по условию теоремы 2.2.1), т. е. na/b . h/b→ 0.

Замечание 2.2.6. Так как α — наименьший угол треугольника, то

sinα . tgα . sinα, поэтому во всех оценках вместо sinα мож-

но писать tgα. В то же время tg β нельзя заменить на sin β, так

как если, например, треугольник ∆ — равнобедренный при β = γ, то

sinα . cos β . sinα, т. е. 1/ tg β → 0, в то время как 1/ sin β & 1.
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Замечание 2.2.7. Оценки (2.2.7) (а также, возможно, часть оценок

(2.2.6)) и (2.2.9)—(2.2.11) выписаны для производных одного и того же

порядка, и выбирать можно ту, у которой правая часть больше для кон-

кретного треугольника.

§ 2.3. Оценки сверху для составного конечного элемента

Пусть ∆ — треугольник с вершинами a1, a2, a3 из триангуляции обла-

сти Ω ⊂ R2 ; f ∈ W 4M(Ω) ; b1, b2, b3 — середины сторон a2a3, a1a3, a1a2

соответственно; α, β, γ — углы при вершинах a1, a2, a3; 0 < α ≤ β ≤ γ.

Для определенности будем считать, что если нормаль nij приложена к

середине стороны aiaj , то она направлена внутрь треугольника ∆ (пере-

сечение ∆ и соответствующего направленного отрезка не пусто). Данное

предположение не ограничивает общности результатов.

Пусть ∆ является частным случаем треугольника Сие–Клафа–Точера,

т. е. порождает составной конечный элемент, который строится следующим

образом. Треугольник ∆ разбивается на три треугольника ∆i с верши-

нами a0, ai+1, ai+2, 1 ≤ i ≤ 3 (считаем, что a4 = a1 , a5 = a2 ), где

точка a0 является точкой пересечения биссектрис внутренних углов тре-

угольника ∆. В качестве аппроксиманта функции f на ∆ используется

гладкая (т. e. из класса C1(∆) ) кусочно полиномиальная функция S3, ко-

торая на каждом ∆i, 1 ≤ i ≤ 3, является многочленом третьей степени

(по совокупности переменных) P3,i, для задания которого требуется 10

параметров. Таким образом, для определения S3 требуется 30 условий.

Напомним, что требование S3 ∈ C1(∆) дает 18 условий — это условия

непрерывности функции S3 и ее производных первого порядка по двум

несовпадающим направлениям в точке a0 (всего 6 условий) и в точках

a1, a2, a3 (9 условий), а также условие непрерывности нормальных про-

изводных при переходе через середины отрезков a0ai (3 условия). Кроме
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того, мы требуем, чтобы функция S3 интерполировала значения функции

f и ее производных первого порядка по двум различным направлениям

в точках a1, a2, a3 (9 условий) и производные первого порядка по на-

правлениям n23, n13, n12 в точках b1, b2, b3 соответственно (3 усло-

вия). Доказательство существования такого конечного элемента приведено

в [22]. Если все элементы из рассматриваемой триангуляции соответству-

ют приведенному описанию, то результирующая кусочно-полиномиальная

функция принадлежит классу C1(Ω).

Теорема 2.3.1. Имеют место следующие оценки:

E3,s = E3,s(∆, S3) .


MH4, если s = 0,

MH3 sin−1 β, если s = 1,

MH4−s sin−(s−1) β sin−1 α, если s = 2, 3.

(2.3.1)

Доказательство. Везде далее будем принимать во внимание следую-

щие неравенства:

1 . sin(γ/2) . 1, (2.3.2)

sin β . sin(β/2) . sin β, (2.3.3)

sinα . sin(α/2) . sinα, (2.3.4)

sin β . sin γ . sin β, (2.3.5)

sin γ . cos(γ/2) . sin γ (2.3.6)

(последнее соотношение выполняется в силу (2.3.2) и того, что cos(γ/2) =

sin γ/(2 sin(γ/2)) ).

Рассмотрим матрицу

A = (aij) =

=


sin3 γ

2 3 cos γ
2 sin2 γ

2 − sin3 γ
2 0 0

0 cos γ sin2 γ
2 + sin2 γ − sin γ sin2 γ

2 0 0

sin3 β
2 0 0 −3 cos β

2 sin2 β
2 − sin3 β

2

0 0 0 cosβ sin2 β
2 + sin2 β sinβ sin2 β

2

0 − sinβ sin α
2 0 sinβ sin α

2 0

 .
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Лемма 2.3.1. Имеет место соотношение

detA & sinα sin7 β.

Доказательство. Рассмотрим detA. Вынесем из первой и вто-

рой строк множители sin2(γ/2), из третьей и четвертой — множители

sin2(β/2), из пятой — множитель sin β sin(α/2). Тогда

detA = sin4 γ

2
sin4 β

2
sin β sin

α

2
×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin γ
2 3 cos γ

2 − sin γ
2 0 0

0 cos γ + 4 cos2 γ
2 − sin γ 0 0

sin β
2 0 0 −3 cos β

2 − sin β
2

0 0 0 cos β + 4 cos2 β
2 sin β

0 −1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Элементы первой строки получившегося определителя умножим на

2 cos(γ/2), элементы третьей — на 2 cos(β/2). Соответственно изменим

множитель перед определителем, результатом чего будет равенство

detA =
sin4 γ

2 sin4 β
2 sin β sin α

2

4 cos γ
2 cos β

2

×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin γ 6 cos2 γ
2 − sin γ 0 0

0 cos γ + 4 cos2 γ
2 − sin γ 0 0

sin β 0 0 −6 cos2 β
2 − sin β

0 0 0 cos β + 4 cos2 β
2 sin β

0 −1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Из элементов первой строки вычтем соответствующие элементы второй

строки, к элементам третьей строки прибавим элементы четвертой:

detA =
sin4 γ

2 sin4 β
2 sin β sin α

2

4 cos γ
2 cos β

2

×
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×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sin θ 2 cos2 γ
2 − cos γ 0 0 0

0 cos γ + 4 cos2 γ
2 − sin γ 0 0

sin β 0 0 cos β − 2 cos2 β
2 0

0 0 0 cos β + 4 cos2 β
2 sin β

0 −1 0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Полученный определитель последовательно разложим по пятому и

третьему столбцам и учтем соотношения (2.3.2)–(2.3.6) и равенство

2 cos2(γ/2)− cos γ = −(cos β − 2 cos2(β/2)) = 1. Тогда

detA = −
sin4 γ

2 sin4 β
2 sin2 β sin γ sin α

2

4 cos γ
2 cos β

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin γ 1 0

sin β 0 −1

0 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
sin4 γ

2 sin4 β
2 sin2 β sin γ sin α

2

4 cos γ
2 cos β

2

(sin β + sin γ) & sinα sin7 β.

Лемма 2.3.1 доказана. �

Обозначим через Aij алгебраические дополнения элементов aij матри-

цы A.

Лемма 2.3.2. Для любых j = 1, 5 имеют место соотношения

|Aij| .


sinα sin7+δ(j) β, если i = 1,

sinα sin6+δ(j) β, если i = 2,

sinα sin4+δ(j) β, если i = 3, 4,

sin5+δ(j) β, если i = 5,

(2.3.7)

где

δ(j) =

{
1, если j четно,

0, если j нечетно.

Доказательство. Запишем элемент a12 матрицы A в виде

(3/2) sin(γ/2) sin γ. Рассмотрим для примера A23 и A45.
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Разложим минор, соответствующий A23, по последней строке:

A23 = − sinα sin β

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin3 γ

2 0 0

sin3 β
2 −3 cos β

2 sin2 β
2 − sin3 β

0 sin2 β + cos β sin2 β sin β sin2 β
2

∣∣∣∣∣∣∣∣−

− sinα sin β

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin3 γ

2
3
2 sin γ

2 sin γ 0

sin3 β
2 0 sin3 β

2

0 0 sin β sin2 β
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Вычисляя и оценивая полученные определители, приходим к неравенству

|A23| . sinα sin6 β + sinα sin8 β . sinα sin6 β.

Минор, соответствующий A45, разложим по первому столбцу:

A45 = − sin3 γ

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
cos γ sin2 γ

2 + sin2 γ − sin2 γ
2 sin γ 0

0 0 −3 cos β
2 sin2 β

2

− sin β sin α
2 0 sin β sin α

2

∣∣∣∣∣∣∣∣−

− sin3 β

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
3
2 sin γ

2 sin γ − sin3 γ
2 0

cos γ sin2 γ
2 + sin2 γ − sin2 γ

2 sin γ 0

− sin β sin α
2 0 sin β sin α

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Вычисляя и оценивая определители, получаем неравенство

|A45| . sinα sin4 β.

Для прочих i, j оценки (2.3.7) получаются аналогично. Лемма 2.3.2 дока-

зана. �

Рассмотрим многочлены P3,i, 1 ≤ i ≤ 3, являющиеся сужением S3 на

∆i. На каждом треугольнике ∆i, 1 ≤ i ≤ 3, введем прямоугольную систе-

му координат Oixiyi таким образом, чтобы оси O1x1, O2x2, O3x3, O1y1,

O2y2, O3y3, были сонаправлены с векторами τ32, τ13, τ21, n32, n13, n21 со-

ответственно (см. рисунок 2.3.1). Положение точек Oi, 1 ≤ i ≤ 3, не
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имеет значения. Далее для удобства обозначений совместим O1 и O2 с

a3, O3 — с a2. Пусть

ei(xi, yi) = f(xi, yi)− P3,i(xi, yi).
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Рис. 2.3.1. Элемент Сие–Клафа–Точера

Далее нам потребуются координаты некоторых векторов τjk в системах

координат Oixiyi; эти данные см. в следующей таблице:

τ20 =
(
− cos β

2 , sin β
2

)τ32 = (1, 0)

τ30 =
(
cos γ

2 , sin γ
2

)O1x1y1

τ10 =
(
cos α

2 , sin α
2

)τ32 = (− cos γ, sin γ)

τ30 =
(
− cos γ

2 , sin γ
2

)O2x2y2

τ20 =
(

cos β
2 , sin β

2

)
τ32 = (− cos β, − sin β)

τ10 =
(
− cos α

2 , sin α
2

)
O3x3y3

Согласно определению рассматриваемого элемента Сие–Клафа–Точера

каждый многочлен P3,i, 1 ≤ i ≤ 3, удовлетворяет следующим условиям

интерполяции (напомним, что мы считаем a4 = a1 , a5 = a2 ):

P3,i(aj) = f(aj),
∂P3,i(aj)

∂xi
=
∂f(aj)

∂xi
,

∂P3,i(aj)

∂yi
=
∂f(aj)

∂yi
, (2.3.8)

j = i+ 1, i+ 2;

∂P3,i (bi)

∂yi
=
∂f (bi)

∂yi
. (2.3.9)
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Рассмотрим треугольник ∆i и соответствующую систему координат

Oixiyi ( 1 ≤ i ≤ 3 ). Поскольку для любого ξ = (cos θ, sin θ), где θ —

угол между вектором ξ и осью Oixi, имеет место ∂/∂ξ = (∂/∂xi) cos θ +

(∂/∂yi) sin θ, для доказательства (2.3.1) достаточно для каждого ei(xi, yi)

получить оценки производных по переменным xi, yi.

Используя на каждом ∆i для ei формулу Тейлора с остаточным чле-

ном в интегральной форме Коши в системе координат Oixiyi, получим

разложениe

∂nei(xi, yi)

∂xn−si ∂ysi
=

3−n+s∑
j=s

1

(j − s)!
yj−si

3−n+s−j∑
k=0

∂n−s+j+kei(0, 0)

∂xn−s+ki ∂yji

xki
k!

+

+
3−n+s∑
j=s

1

(j − s)!
yj−si

xi∫
0

(xi − v)3−n+s−j

(3− n+ s− j)!
∂4f(v, 0)

∂v4−j∂yji
dv +

+

yi∫
0

(yi − t)3−n

(3− n)!

∂4f(xi, t)

∂xn−si ∂t4−n+s
dt . (2.3.10)

Чтобы доказать (2.3.1) , достаточно оценить ∂j+kei(0, 0)/
(
∂xji∂y

k
i

)
, 1 ≤

i ≤ 3, 0 ≤ j + k ≤ 3. Договоримся использовать обозначение

e
(jk)
i =

∂j+kei(0, 0)

∂xji∂y
k
i

,

где при исследовании ei под (0, 0) понимается точка Oi .

Лемма 2.3.3. Для любых j = 0, 2 и 1 ≤ i ≤ 3 имеют место оценки∣∣∣∣∣∂2ei(0, 0)

∂x2−j
i ∂yji

∣∣∣∣∣ . MH2

sinj β
. (2.3.11)

Доказательство. При любом i и j = 0, 1 справедливость форму-

лы (2.3.11) вытекает из условий интерполяции (2.3.8) и (2.3.9). Более того,

из условий (2.3.8) и (2.3.9) получаем оценки∣∣∣e(jk)
i

∣∣∣ .Md
4−(j+k)
(i+1)(i+2), 1 ≤ i ≤ 3, k = 0, 1, 0 ≤ j + k ≤ 3. (2.3.12)
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Остается доказать (2.3.11) для j = 2.

Условие S3 ∈ C1(T ) в сочетании с тем, что

∂2e1(a2)

∂τ32∂τ20
=
∂2e1(a3)

∂τ32∂τ20
+

∂3e1(a3)

∂τ32∂τ20∂x1
d23 +R1,

где |R1| .Md2
23 (применяется формула Тейлора на отрезке a3a2 ), приво-

дит к равенствам
∂2e1(a3)

∂τ32∂τ30
=
∂2e2(a3)

∂τ32∂τ30
,

∂2e1(a3)

∂τ32∂τ20
+

∂3e1(a3)

∂τ32∂τ20∂x1
d23 +R1 =

∂2e3(a2)

∂τ32∂τ20
,

∂2e1(a3)

∂τ 2
30

=
∂2e2(a3)

∂τ 2
30

.

Представляя производные функций ei по направлениям τjk через про-

изводные по переменным xi, yi, получим систему уравнений относительно

величин e
(02)
i :

e
(20)
1 cos

γ

2
+ e

(11)
1 sin

γ

2
=

= e
(20)
2 cos γ cos

γ

2
+ e

(11)
2

(
− cos γ sin

γ

2
− sin γ cos

γ

2

)
+ e

(02)
2 sin γ sin

γ

2
,

(2.3.13)

−e(20)
1 cos

β

2
+ e

(11)
1 sin

β

2
− e(30)

1 cos
β

2
d23 + e

(21)
1 sin

β

2
d23 +R1 =

= −e(20)
3 cos β cos

β

2
+ e

(11)
3

(
− sin β cos

β

2
− cos β sin

β

2

)
− e(02)

3 sin β sin
β

2
,

(2.3.14)

e
(20)
1 cos2 γ

2
+ 2e

(11)
1 cos

γ

2
sin

γ

2
+ e

(02)
1 sin2 γ

2
=

= e
(20)
2 cos2 γ

2
− 2e

(11)
2 cos

γ

2
sin

γ

2
+ e

(02)
2 sin2 γ

2
. (2.3.15)

Из (2.3.13), (2.3.12), (2.3.2), (2.3.5) получаем оценку∣∣∣e(02)
2

∣∣∣ . MH2

sin β
, (2.3.16)

из (2.3.14), (2.3.12), (2.3.3) — оценку∣∣∣e(02)
3

∣∣∣ . MH2

sin2 β
,
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из (2.3.15), (2.3.12), (2.3.16), (2.3.2) — оценку∣∣∣e(02)
1

∣∣∣ . MH2

sin β
.

Лемма 2.3.3 доказана. �

Лемма 2.3.4. Для любых j = 0, 3 и 1 ≤ i ≤ 3 имеют место оценки∣∣∣∣∣∂3ei(0, 0)

∂x3−j
i ∂yji

∣∣∣∣∣ .
 MH, если j = 0, 1,

MH

sinα sinj−1 β
, если j = 2, 3.

(2.3.17)

Доказательство. Для j = 0, 1 оценки (2.3.17) уже были доказаны

в (2.3.12).

Условие S3 ∈ C1(T ) и разложения по формуле Тейлора

∂2e1(a2)

∂τ 2
20

=
∂2e1(a3)

∂τ 2
20

+
∂3e1(a3)

∂τ 2
20∂x1

d23 +R2,

∂3e1(a2)

∂τ 3
20

=
∂3e1(a3)

∂τ 3
20

+R3,

∂3e1(a2)

∂τ32∂τ 2
20

=
∂3e1(a3)

∂τ32∂τ 2
20

+R4,

∂2e2(a1)

∂τ32∂τ10
=
∂2e2(a3)

∂τ32∂τ10
− ∂3e2(a3)

∂τ32∂τ10∂x2
d13 +R5,

∂2e3(a1)

∂τ32∂τ10
=
∂2e3(a2)

∂τ32∂τ10
+

∂3e2(a2)

∂τ32∂τ10∂x3
d12 +R6,

где |R2| .Md2
23, |R3| .Md23, |R4| .Md23, |R5| .Md2

13, |R6| .Md2
12,

дают совокупность следующих условий:

∂3e1(a3)

∂τ 3
30

=
∂3e2(a3)

∂τ 3
30

,

∂3e1(a3)

∂τ32∂τ 2
30

=
∂3e2(a3)

∂τ32∂τ 2
30

,

∂2e1(a3)

∂τ 2
20

+
∂3e1(a3)

∂τ 2
20∂x1

d23 +R2 =
∂2e3(a2)

∂τ 2
20

,
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∂3e1(a3)

∂τ 3
20

+R3 =
∂3e3(a2)

∂τ 3
20

,

∂3e1(a3)

∂τ32∂τ 2
20

+R4 =
∂3e3(a2)

∂τ32∂τ 2
20

,

∂2e2(a3)

∂τ32∂τ10
− ∂3e2(a3)

∂τ32∂τ10∂x2
d13 +R5 =

∂2e3(a2)

∂τ32∂τ10
+

∂3e2(a2)

∂τ32∂τ10∂x3
d12 +R6,

Представляя производные функций ei по направлениям τjk через про-

изводные по переменным xi, yi, получим систему уравнений относительно

производных e
(pq)
i , q = 2, 3, p = 3− q :

e
(30)
1 cos3 γ

2
+ 3e

(21)
1 cos2 γ

2
sin

γ

2
+ 3e

(12)
1 cos

γ

2
sin2 γ

2
+ e

(03)
1 sin3 γ

2

= −e(30)
2 cos3 γ

2
+3e

(21)
2 cos2 γ

2
sin

γ

2
−3e

(12)
2 cos

γ

2
sin2 γ

2
+e

(03)
2 sin3 γ

2
, (2.3.18)

e
(30)
1 cos2 γ

2
+ 2e

(21)
1 cos

γ

2
sin

γ

2
+ e

(12)
1 sin2 γ

2
=

= −e(30)
2 cos γ cos2 γ

2
+ e

(21)
2

(
sin γ cos2 γ

2
+ 2 cos γ cos

γ

2
sin

γ

2

)
+ e

(12)
2

(
− cos γ sin2 γ

2
− 2 sin γ cos

γ

2
sin

γ

2

)
+ e

(03)
2 sin γ sin2 γ

2
, (2.3.19)

e
(20)
1 cos2 β

2
− 2e

(11)
1 cos

β

2
sin

β

2
+ e

(02)
1 sin2 β

2
+ e

(30)
1 cos2 β

2
d23 −

− 2e
(21)
1 cos

β

2
sin

β

2
d23 + e

(12)
1 sin2 β

2
d23 +R2 =

= e
(20)
3 cos2 β

2
+ 2e

(11)
3 cos

β

2
sin

β

2
+ e

(02)
3 sin2 β

2
, (2.3.20)

−e(30)
1 cos3 β

2
+ 3e

(21)
1 cos2 β

2
sin

β

2
− 3e

(12)
1 cos

β

2
sin2 β

2
+ e

(03)
1 sin3 β

2
+R3 =

= e
(30)
3 cos3 β

2
+3e

(21)
3 cos2 β

2
sin

β

2
+3e

(12)
3 cos

β

2
sin2 β

2
+e

(03)
3 sin3 β

2
, (2.3.21)

e
(30)
1 cos2 β

2
− 2e

(21)
1 cos

β

2
sin

β

2
+ e

(12)
1 sin2 β

2
+R4 =

= −e(30)
3 cos β cos2 β

2
+ e

(21)
3

(
− sin β cos2 β

2
− 2 cos β cos

β

2
sin

β

2

)
+

+ e
(12)
3

(
−2 sin β cos

β

2
sin

β

2
− cos β sin2 β

2

)
− e(03)

3 sin β sin2 β

2
, (2.3.22)
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−e(20)
2 cos γ cos

α

2
+ e

(11)
2

(
− cos γ sin

α

2
+ sin γ cos

α

2

)
+

+ e
(02)
2 sin γ sin

α

2
+ e

(30)
2 cos γ cos

α

2
d13 +

+ e
(21)
2

(
cos γ sin

α

2
− sin γ cos

α

2

)
d13 − e(12)

2 sin γ sin
α

2
d13 +R5 =

= e
(20)
3 cos β cos

α

2
+ e

(11)
3

(
− cos β sin

α

2
+ sin β cos

α

2

)
−

−e(02)
3 sin β sin

α

2
+ e

(30)
3 cos β cos

α

2
d12 +

+ e
(21)
3

(
− cos β sin

α

2
+ sin β cos

α

2

)
d12 − e(12)

3 sin β sin
α

2
d12 +R6. (2.3.23)

Из (2.3.20) получаем оценку∣∣∣∣e(12)
1 sin2 β

2
d23

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣e(20)
3 cos2 β

2

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣e(11)
3 cos

β

2
sin

β

2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣e(02)
3 sin2 β

2

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣e(20)
1 cos2 β

2

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣e(11)
1 cos

β

2
sin

β

2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣e(02)
1 sin2 β

2

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣e(30)
1 cos2 β

2
d23

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣e(21)
1 cos

β

2
sin

β

2
d23

∣∣∣∣+ |R2| , (2.3.24)

Оценивая слагаемые правой части неравенства (2.3.24) с помощью (2.3.11),

(2.3.12) (каждое слагаемое с точностью до знака . не превосходит вели-

чины MH2 ) и принимая во внимание то, что

H2

(
sin2 β

2
d23

)−1

. H2
(
sin2 βd23

)−1
. H (sinα sin β)−1 ,

получаем ∣∣∣e(12)
1

∣∣∣ . MH

sinα sin β
. (2.3.25)

В уравнениях (2.3.18), (2.3.19), (2.3.21), (2.3.22), (2.3.23) остаются 5 ве-

личин, которые требуется оценить: e(03)
1 , e

(12)
2 , e

(03)
2 , e

(12)
3 , e

(03)
3 . Прочие

слагаемые в данных уравнениях оцениваются с помощью (2.3.11), (2.3.12),

(2.3.25). Таким образом, учитывая, что

H . d12 . H,
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H . d13 . H,

а также применяя равенство d13 sin γ = d12 sin β (теорема синусов)

в (2.3.23), получаем систему уравнений

e
(03)
1 sin3 γ

2
+ 3e

(12)
2 cos

γ

2
sin2 γ

2
− e(03)

2 sin3 γ

2
= E1,

e
(12)
2

(
cos γ sin2 γ

2
+ 2 sin γ cos

γ

2
sin

γ

2

)
− e(03)

2 sin γ sin2 θ

2
= E2,

e
(03)
1 sin3 β

2
− 3e

(12)
3 cos

β

2
sin2 β

2
− e(03)

3 sin3 β

2
= E3,

e
(12)
3

(
2 sin β cos

β

2
sin

β

2
+ cos β sin2 β

2

)
+ e

(03)
3 sin β sin2 β

2
= E4,

−e(12)
2 sin β sin

α

2
+ e

(12)
3 sin β sin

α

2
= E5,

где

|Ei| .


MH/ sinα, если i = 1,

MH/(sinα sin β), если i = 2,

MH sin β/ sinα, если i = 3, 4,

MH, если i = 5.

(2.3.26)

Основной матрицей этой системы является матрица A, для которой

detA & sinα sin7 β (см. лемму 2.3.1). Решая систему методом Крамера и

оценивая полученные решения с учетом леммы 2.3.2 и (2.3.26), завершаем

доказательство оценок (2.3.17). Лемма 2.3.3 доказана. �

Для завершения доказательства теоремы остается воспользоваться раз-

ложением (2.3.10) с учетом условий (2.3.8), (2.3.9) и оценок (2.3.11)

и (2.3.17) . Теорема 2.3.1 доказана. �

§ 2.4. Оценки снизу для составных конечных элементов

Пусть множество треугольников T = {∆1,∆2, . . . ,∆N} — триангуля-

ция области Ω ⊂ R2 , т. е. Ω =
N⋃
i=1

∆i ; ∆ — треугольник с вершинами
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a1, a2, a3 из триангуляции {∆1,∆2, . . . ,∆N} . Пусть ∆ является состав-

ным конечным элементом, т. е. в свою очередь триангулирован на k тре-

угольников T1, T2, . . . , Tk; пусть k ≤ k0 , где k0 — некоторое заданное

натуральное число. Будем рассматривать только разбиения треугольника

∆ со следующим свойством: для каждой стороны aiaj ( i, j ∈ {1, 2, 3},
i 6= j ) найдется треугольник Ts ( 1 ≤ s ≤ k ), у которого одна из сторон

совпадает с aiaj . Пусть на каждом из треугольников Ti задается свой

многочлен Pn,i = Pi степени не выше n по совокупности переменных. Та-

ким образом, на ∆ задана кусочно полиномиальная функция S∆. На S∆

будем налагать следующие требования.

C1. Сплайн S∆ интерполирует значения функции f и, возможно, ее

производных по избранным направлениям в некоторых точках треуголь-

ника ∆ , в том числе в вершинах и некоторых точках сторон, и полностью

определяется интерполяционными условиями и условием принадлежности

классу Cm(∆) (m ≥ 1 ), т. е. задается локально на ∆;

C2. Совокупность всех S∆i
, i = 1, . . . , N, образует функцию из класса

Cm(Ω) (m ≥ 1 ), т. е. если S̃ =
∑

∆∈T
S̃∆, где

S̃∆(u) =

{
S∆(u), если u ∈ ∆,

0, если u ∈ Ω \∆,

то S̃ ∈ Cm(Ω).

Как и ранее, обозначаем через α, β, γ величины углов треугольника ∆

при вершинах a1, a2, a3 соответственно; 0 < α ≤ β ≤ γ ; τij — единич-

ные векторы, направленные от ai к aj; nij (i, j = 1, 2, 3; i 6= j) —

единичные нормали к сторонам [ai, aj]; dij — длина стороны aiaj.

Поместим ∆ в прямоугольную систему координат Oxy так, чтобы вер-

шины ∆ имели следующие координаты: a1 = (0, 0), a2 = (b + a, 0),

a3 = (b, h), где a, b, h > 0 и a ≤ b, h ≤ 2b (последние два неравен-

ства следуют из договоренности о соотношениях между величинами углов
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при вершинах a1, a2, a3 ), a+ b = H.
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a2 = (b+ a, 0)a1

a3 = (b, h)

x

y p

u0 = ut

uk = ũt

Рис 2.4.1. Составной элемент ∆

Пусть сужения сплайна S∆(u) и его производной ∂S∆(u)/∂nij на лю-

бую сторону aiaj треугольника однозначно определяются интерполяцион-

ными условиями, задаваемыми в точках стороны aiaj. Отметим, что в си-

лу условий C1 и C2 тем же условиям должен удовлетворять сплайн S∆∗(u)

на соседнем с ∆ треугольнике ∆∗. Пусть, кроме того, интерполяционные

условия в точках сторон треугольника ∆ задаются таким образом, что

для любой стороны aiaj треугольника ∆ имеет место равенство

∂s (f(u)− S∆(u))

∂nsij

∣∣∣∣∣
u∈[ai,aj ]

=
1

(n+ 1− s)!
∂n+1f(ϑsij)

∂nsij∂τ
n+1−s
ij

dn+1−s
ij ωij,n+1−s (t) ,

(2.4.1)

s = 0, . . . ,m, i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j,

где ϑsij ∈ [ai, aj] ; ωij,n+1−s(t) — многочлен степени n + 1− s со старшим

коэффициентом, равным единице; t = |u− ai| /dij ∈ [0, 1].

Равенство (2.4.1) – это формула остаточного члена интерполяционной

формулы для функции ∂sf/∂nsij и ее интерполяционного многочлена, за-

даваемого на отрезке [ai, aj] и являющегося сужением сплайна S∆ на
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данный отрезок. Поскольку для доказательства результата данного пара-

графа нам достаточно принадлежности функции S̃ классу C1(Ω), можно

без ограничений общности считать, что

m = 1.

Напомним, что в число условий построения сплайна S∆ на треугольни-

ке ∆ входит требование обеспечения гладкости результирующего сплайна

S̃ на Ω при отсутствии информации о соседних с ∆ конечных элементах.

Обычно в этом случае на всех сторонах треугольника ∆ задаются одно-

типные условия интерполяции, т. е. ωij,n+1−s(x) не зависит от i, j , что

означает

ωij,n+1−s(x) = ωpq,n+1−s(x)

для любых i, j, p, q и s = 0, 1 (или s = 0, . . . , r, если r > 1 ). Это означает,

что

ωij,n+1−s(x) = (−1)n+1−sωij,n+1−s(1− x). (2.4.2)

Тогда

ω
(n−s)
ij,n+1−s(x) = −ω(n−s)

ij,n+1−s(1− x). (2.4.3)

Поскольку ωij,n+1−s — многочлен степени n + 1 − s с старшим коэффи-

циентом, равным единице, то ω
(n−s)
ij,n+1−s(x) является линейной функцией, и

из (2.4.3) следует, что
ω

(n−s)
ij,n+1−s(x)

(n+ 1− s)!
= x− 1

2
(2.4.4)

для любых s = 0, 1 и i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j.

Теорема 2.4.1. Пусть ∆ — составной конечный элемент, триангули-

рованный на k треугольников T1, T2, . . . , Tk, k ≤ k0 . Если S∆ удовле-

творяет условиям C1, C2 и для любой функции f ∈ W n+1M выполне-

ны соотношения (2.4.1) и (2.4.4), то для любого s = 2, . . . , n найдется
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α0 > 0 такое, что для любого α < α0 имеют место оценки

En,s = En,s(∆, S∆) ≥ K(n, k0)
MHn+1−s

sinα
, (2.4.5)

где K(n, k0) — некоторая положительная величина, которая может за-

висеть только от n и k0 .

Доказательство. Рассмотрим функцию

f ∗(x, y) = δ1M
xn+1

(n+ 1)!
+ δ2M

xny

n!
, (2.4.6)

где δ1 и δ2 выбираются таким образом, чтобы f ∗ ∈ W n+1M, δ2
1 + δ2

2 6= 0 .

Пусть S∆ — кусочно полиномиальная функция, интерполирующая f ∗ и

удовлетворяющая условиям теоремы. Положим

e(x, y) = f ∗(x, y)− S∆(x, y),

ei(x, y) = (f ∗(x, y)− S∆(x, y))
∣∣∣
Ti

= f ∗(x, y)− Pn,i(x, y).

Пусть a
(i)
1 , a

(i)
2 , a

(i)
3 — вершины треугольника Ti ( i = 1, . . . , k ). Тогда

существует непустое пересечение ”вертикальной” полосы ширины H̃ &
k0

H

и треугольника ∆ такое, что любая прямая, лежащая в данной полосе

(и, следовательно, параллельная оси Oy ), пересекается только с такими

сторонами a
(i)
r a

(i)
s ( 1 ≤ s, r ≤ 3, s 6= r ) треугольников Ti из множества

{T1, T2, . . . , Tk}, для которых имеет место неравенство
∣∣∣a(i)
s − a(i)

r

∣∣∣ &
k0

H.

Точнее, на сторонах a1a2 и a1a3 составного элемента ∆ можно выделить

соответственно отрезки Q и Q̃ со следующими свойствами:

1◦. |Q| = c(k0)H, где |Q| – длина отрезка Q, c(k0) — положительное

число, зависящее только от k0 (т. е. |Q| &
k0

H );

2◦. пусть прямые p1 и p2 параллельны оси Oy и проходят через две

различные точки q1, q2 ∈ Q. Пусть p1 пересекает сторону a
(i)
r a

(i)
s некото-

рого треугольника Ti в некоторой точке u1. Тогда p2 также пересекает

a
(i)
r a

(i)
s в некоторой точке u2;
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3◦. любая прямая p, параллельная оси Oy и проходящая через лю-

бую точку u ∈ Q, пересекает отрезок Q̃ в некоторой точке ũ и наоборот,

любая прямая p, параллельная оси Oy и проходящая через любую точ-

ку ũ ∈ Q̃, пересекает отрезок Q в некоторой точке u ; в частности, это

означает, что
∣∣∣Q̃∣∣∣ &

k0

H .

Отрезки Q и Q̃ могут быть представлены следующим образом:

Q = {u = a1 + t (a2 − a1) : t ∈ σ ⊂ [0, 1]} ,

Q̃ =
{
ũ = a1 + t̃ (a3 − a1) : t̃ ∈ σ̃ ⊂ [0, 1]

}
,

где |σ| & 1, |σ̃| & 1.

Нам будет достаточно рассмотреть одну прямую из указанной полосы.

Возьмем некоторое значение t ∈ σ и соответствующую точку ut = a1 +

t (a2 − a1) . Проведем через точку ut прямую p, параллельную оси y.

Эта прямая пересекает отрезок Q̃ в некоторой точке ũt = a1 + t̃ (a3 − a1)

при соответствующем t̃. Таким образом, мы получаем точки ut , ũt и

функцию ψ : σ → σ̃ такую, что t̃ = ψ(t) .

Рассмотрим все треугольники составного конечного элемента ∆, имею-

щие общие точки с прямой p (без ограничений общности можем считать,

что p имеет пустое пересечение с множеством всех вершин треугольников,

составляющих триангуляцию элемента ∆; также можем считать, что чис-

ло таких треугольников равно k ), и занумеруем их следующим образом:

T1 – треугольник, у которого одна из сторон, пересекаемая прямой p, сов-

падает с [a1, a2]; T2 – треугольник, соседний с T1; . . . , Tk – треугольник,

соседний с Tk−1.

Обозначим стороны этих треугольников следующим образом: [c0
1, c

0
2] –

сторона треугольника T1, совпадающая с [a1, a2]; [c1
1, c

1
2] – общая сторона

треугольников T1 и T2; . . . ; [ck−1
1 , ck−1

2 ] – общая сторона треугольников

Tk−1 и Tk; [ck1, c
k
2] – сторона треугольника Tk, совпадающая с [a1, a3]. В
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силу условий 1◦ – 3◦ можем утверждать, что для любого j = 1, . . . , k

имеет место неравенство ∣∣∣cj2 − cj1∣∣∣ &
k0

H. (2.4.7)

Пусть далее uj – точки пересечения прямой p и отрезков [cj1, c
j
2] ( j =

0, . . . , k ). В частности, u0 = ut, uk = ũt.

Пусть точки cji имеют координаты (xji , y
j
i ), и для всех j выполняются

неравенства xj1 < xj2. Обозначим через τj единичные векторы, направлен-

ные от cj1 к cj2. Очевидно, что cj−1
1 = cj1 или cj−1

2 = cj2 (в дальнейшем

это не будет иметь значения), τ0 = τ12, τk = τ13.

Через αj ( j = 1, . . . , k ) обозначим углы между векторами τj−1 и τj с

учетом направления этих векторов: если в результате приведения к обще-

му началу кратчайший поворот от вектора τj−1 к вектору τj происходит

против часовой стрелки, то αj > 0, иначе αj < 0. Отметим, что

k∑
j=1

αj = α. (2.4.8)

Рассмотрим функции ωij,n+1−k из (2.4.1).

Лемма 2.4.1. Пусть t̃ = ψ(t) и выполнено условие a < b/(2n). Поло-

жим

W2(t) =
(n+ 1)d13 ω

(n)
13,n+1

(
t̃
)

cosα

(n+ 1)!
−
nd12 ω

(n−1)
12,n (t)

n!
− |uk − u0|

tgα
.

Тогда имеет место неравенство

|W2(t)|&H. (2.4.9)

Доказательство. Так как прямая p, проходящая через точки u0 и

uk, параллельна оси y, |uk − a1| = d13t̃ и |u0 − a1| = d12t, то

d13t̃ cosα = d12t,
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откуда следует, что

t̃ =
d12

d13

t

cosα
=

b+ a

(b2 + h2)1/2

(b2 + h2)1/2

b
t =

b+ a

b
t.

Заметим, что
|uk − u0|

tgα
= |u0 − a1| = (b+ a)t.

Тогда с учетом формулы (2.4.4) и того, что d12 = b + a, d13 cosα =(
b2 + h2

)1/2
cosα = b, получаем:

W2(t) = (n+ 1)b

(
t̃− 1

2

)
− n(b+ a)

(
t− 1

2

)
− (b+ a)t =

= (n+ 1)b

(
b+ a

b
t− 1

2

)
− n(b+ a)

(
t− 1

2

)
− (b+ a)t = −b

2
+
na

2
.

Таким образом,

|W2(t)| ≥
b

2
− nb

4n
≥ b

4
& H.

Лемма 2.4.1 доказана. �

Лемма 2.4.2. Пусть t̃ = ψ(t) и выполнено условие a ≥ b/(2n). Поло-

жим

W1(t) =
d13 ω

(n)
13,n+1

(
t̃
)

cosα

(n+ 1)!
−
d12 ω

(n)
12,n+1 ( t )

(n+ 1)!
.

Тогда имеет место неравенство

|W1(t)| &
n
H. (2.4.10)

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.4.1:

W1(t) = b

(
t̃− 1

2

)
−(b+a)

(
t− 1

2

)
= b

(
b+ a

b
t− 1

2

)
−(b+a)

(
t− 1

2

)
=
a

2
,

откуда следует оценка |W1(t)| ≥ b/(4n) &
n
H. Лемма 2.4.2 доказана. �

Лемма 2.4.3. Пусть τ = (cosϕ, sinϕ). Тогда для любой дифференцируе-

мой функции g имеет место равенство
∂g

∂x
=
∂g

∂τ

1

cosϕ
− ∂g

∂y
tgϕ. (2.4.11)
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Доказательство следует из того, что ∂g/∂τ = (∂g/∂x) cosϕ +

(∂g/∂y) sinϕ. Лемма 2.4.3 доказана. �

Введем обозначение

γj =

j∑
s=1

αs, (2.4.12)

где j = 1, . . . , k. Положим γ0 = 0. Отметим, что γj является также

углом между векторами τ0 = τ12 и τj (можно доказать индукцией по j ).

Тогда с учетом неравенства (2.4.7) можем утверждать, что cos γj & 1 для

любого j = 1, . . . , k (при достаточно малом α ).

Лемма 2.4.4. Имеет место равенство

k−1∑
s=0

sinαk−s
cos γk−s cos γk−s−1

= tgα. (2.4.13)

Доказательство. Рассмотрим сумму последних двух слагаемых

sinα2

cos γ2 cos γ1
+

sinα1

cos γ1
=

sinα2 + sinα1 cos(α1 + α2)

cos(α1 + α2) cosα1
=

=
sinα2 + (− sinα2 + sin(2α1 + α2)) /2

cos(α1 + α2) cosα1
=

sinα2 + sin(2α1 + α2)

2 cos(α1 + α2) cosα1
=

=
2 sin(α1 + α2) cosα1

2 cos(α1 + α2) cosα1
=

sin(α1 + α2)

cos(α1 + α2)
. (2.4.14)

Тогда, полагая α∗ = α1 +α2 и используя (2.4.14), можем сумму последних

трех слагаемых представить в виде

sinα3

cos γ3 cos γ2
+

sinα2

cos γ2 cos γ1
+

sinα1

cos γ1
=

=
sinα3

cos γ3 cos γ2
+

sin(α1 + α2)

cos(α1 + α2)
=

sinα3

cos(α∗ + α3) cosα∗
+

sinα∗

cosα∗
=

=
sin(α∗ + α3)

cos(α∗ + α3)
=

sin(α1 + α2 + α3)

cos(α1 + α2 + α3)
.

Действуя далее по индукции, получаем (2.4.13). Лемма 2.4.4 доказана. �
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Лемма 2.4.5. Для любой функции g, определенной на треугольнике ∆,

чисел i = 1, . . . , k и s = n− 1, n имеет место представление

∂sg

∂τ si
=

∂sg

∂τ si−1

coss γi
coss γi−1

+
∂sg

∂τ s−1
i−1 ∂y

s coss−1 γi sinαi
coss γi−1

+
s∑
j=2

Ci,j
∂sg

∂τ s−ji−1 ∂y
j

sinj αi,

(2.4.15)

где |Ci,j| .
n

1 (считаем, что все производные существуют).

Доказательство. Так как τi = (cos γi, sin γi) (см. (2.4.12)), то, прини-

мая во внимание (2.4.11), получаем

∂sg

∂τ si
=

(
∂

∂x
cos γi +

∂

∂y
sin γi

)s
g =

=

((
∂

∂τi−1

1

cos γi−1
− ∂

∂y

sin γi−1

cos γi−1

)
cos γi +

∂

∂y
sin γi

)s
g =

=

(
∂

∂τi−1

cos γi
cos γi−1

+
∂

∂y

(
sin γi −

cos γi
cos γi−1

sin γi−1

))s
g.

Поскольку

sin γi −
cos γi

cos γi−1
sin γi−1 = sin(γi−1 + αi)−

cos(γi−1 + αi)

cos γi−1
sin γi−1 =

= sin γi−1 cosαi + cos γi−1 sinαi −
cos γi−1 cosαi

cos γi−1
sin γi−1 +

+
sin γi−1 sinαi

cos γi−1
sin γi−1 =

= cos γi−1 sinαi + tg γi−1 sin γi−1 sinαi =

= sinαi

(
cos γi−1 +

sin2 γi−1

cos γi−1

)
=

sinαi
cos γi−1

,

то
∂sg

∂τ si
=

(
∂

∂τi−1

cos γi
cos γi−1

+
∂

∂y

sinαi
cos γi−1

)s
g.

Раскрывая скобки, получим (2.4.15). Лемма 2.4.5 доказана. �

Пусть hi – высота треугольника Ti, опущенная на сторону [cs1, c
s
2] ( s =

i−1 или s = i ). Так как µ(Ti) < µ(∆) (где под µ подразумеваем площадь
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соответствующего треугольника) и |cs2 − cs1| &
k0

H, можем утверждать, что

hi .
k0

h. В частности, это означает, что

|sinαi| .
k0

sinα, i = 1, . . . , k. (2.4.16)

Лемма 2.4.6. Имеет место разложение

∂nek(uk)

∂τnk
=
∂ne1(u0)

∂xn
cosn α +

∂ne1(u0)

∂xn−1∂y
n cosn α tgα +

+
k∑
r=1

n∑
j=2

Dr,j
∂ner(ur)

∂τn−jr−1 ∂y
j

sinj−1 αr sinα + δ2M |uk − u0| cosn α, (2.4.17)

где величины Dr,j удовлетворяют неравенству |Dr,j| .
n

1.

Доказательство. Полагая g = ek, i = k, s = n в (2.4.15), получим

равенство

∂nek(uk)

∂τnk
=
∂nek(uk)

∂τnk−1

cosn γk
cosn γk−1

+ n
∂nek(uk)

∂τn−1
k−1 ∂y

cosn−1 γk sinαk
cosn γk−1

+

+
n∑
j=2

Dk,j
∂nek(uk)

∂τn−jk−1 ∂y
j

sinj αk.

Разложим ∂nek(uk)/∂τ
n
k и ∂nek(uk)/

(
∂τn−1

k−1 ∂y
)
по формуле конечных при-

ращений Лагранжа в точке uk−1 (напомним, что прямая p, проходящая

через точки uk и uk−1, параллельна оси y ). Тогда

∂nek(uk)

∂τnk
=
∂nek(uk−1)

∂τnk−1

cosn γk
cosn γk−1

+ n
∂nek(uk−1)

∂τn−1
k−1 ∂y

cosn−1 γk sinαk
cosn γk−1

+

+
n∑
j=2

Dk,j
∂nek(uk)

∂τn−jk−1 ∂y
j

sinj αk +
∂n+1f ∗

∂τnk−1∂y
|uk − uk−1|

cosn γk
cosn γk−1

+

+ n
∂n+1f ∗

∂τn−1
k−1 ∂y

2
|uk − uk−1|

cosn−1 γk sinαk
cosn γk−1

.
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Так как f ∗ имеет вид (2.4.6), последнее слагаемое равно нулю. Кроме того,

поскольку τk−1 = (cos γk−1, sin γk−1), из (2.4.6) следует равенство

∂n+1f ∗

∂τnk−1∂y
= δ2M cosn γk−1.

Учитывая гладкость функции e(x, y) на треугольнике ∆, получаем

∂nek(uk)

∂τnk
=
∂nek−1(uk−1)

∂τnk−1

cosn γk
cosn γk−1

+ n
∂nek−1(uk−1)

∂τn−1
k−1 ∂y

cosn−1 γk sinαk
cosn γk−1

+

+
n∑
j=2

Dk,j
∂nek(uk)

∂τn−jk−1 ∂y
j

sinj αk + δ2M |uk − uk−1| cosn γk.

Применим (2.4.15) к случаям g = ek−1, i = k−1, s = n и g = ∂ek/∂y,

i = k − 1, s = n− 1, принимая во внимание (2.4.16):

∂nek(uk)

∂τnk
=
∂nek−1(uk−1)

∂τnk−2

cosn γk
cosn γk−2

+

+
∂nek−1(uk−1)

∂τn−1
k−2 ∂y

n cosn γk
cosn−1 γk−2

(
sinαk−1

cos γk−1 cos γk−2
+

sinαk
cos γk cos γk−1

)
+

+
k∑

r=k−1

n∑
j=2

Dr,j
∂ner(ur)

∂τn−jr−1 ∂y
j

sinj−1 αr sinα + δ2M |uk − uk−1| cosn γk.

Как и ранее, разложим ∂nek−1(uk−1)/∂τ
n
k−2 и ∂nek−1(uk−1)/

(
∂τn−1

k−2 ∂y
)

по формуле конечных приращений Лагранжа в точке uk−2 и исполь-

зуем гладкость функции e(x, y), а также то, что ∂n+1f ∗/
(
∂τnk−2∂y

)
=

δ2M cosn γk−2. Получаем

∂nek(uk)

∂τnk
=
∂nek−2(uk−2)

∂τnk−2

cosn γk
cosn γk−2

+

+
∂nek−2(uk−2)

∂τn−1
k−2 ∂y

n cosn γk
cosn−1 γk−2

(
sinαk−1

cos γk−1 cos γk−2
+

sinαk
cos γk cos γk−1

)
+

+
k∑

r=k−1

n∑
j=2

Dr,j
∂ner(ur)

∂τn−jr−1 ∂y
j

sinj−1 αr sinα +
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+ δ2M (|uk − uk−1|+ |uk−1 − uk−2|) cosn γk.

Продолжая этот процесс, приходим к равенству

∂nek(uk)

∂τnk
=
∂ne1(u0)

∂τn0

cosn γk
cosn γ0

+

+
∂ne1(u0)

∂τn−1
0 ∂y

n cosn γk
cosn−1 γ0

k−1∑
s=0

sinαk−s
cos γk−s cos γk−s−1

+

+
k∑
r=1

n∑
j=2

Dr,j
∂ner(ur)

∂τn−jr−1 ∂y
j

sinj−1 αr sinα + δ2M cosn γk

k∑
i=1

|ui − ui−1| .

Учитывая (2.4.13) и то, что
∑k

i=1 |ui − ui−1| = |uk − u0| , ∂/∂τ0 = ∂/∂x,

γk = α, γ0 = 0, приходим к (2.4.17). Лемма 2.4.6 доказана. �

Лемма 2.4.7. Найдутся r ∈ {1, . . . , k} и j ∈ {2, . . . , n}, такие что∣∣∣∣∣ ∂ner(ur)∂τn−jr−1 ∂y
j

∣∣∣∣∣ &n MH∣∣sinj−1 αr
∣∣ . (2.4.18)

Доказательство. Принимая во внимание (2.4.1), вид функции f ∗ и

то, что τk = ς13 = (cosα, sinα) , получим равенства

∂nek(uk)

∂τnk
=

1

(n+ 1)!

∂n+1f ∗

∂τn+1
k

d13ω
(n)
13,n+1

(
t̃
)

=

=
1

(n+ 1)!

(
δ1M cosn+1 α + δ2(n+ 1)M cosn α sinα

)
d13ω

(n)
13,n+1

(
t̃
)

;

∂ne1(u0)

∂xn
=

1

(n+ 1)!

∂n+1f ∗

∂xn+1
d12ω

(n)
12,n+1(t) =

1

(n+ 1)!
δ1Md12ω12,n+1(t);

∂ne1(u0)

∂xn−1∂y
=

1

n!

∂n+1f ∗

∂xn∂y
d12ω

(n−1)
12,n =

1

n!
δ2Md12ω

(n−1)
12,n .

Тогда (2.4.17) можно преобразовать к виду

k∑
r=1

n∑
j=2

Dr,j
∂ner(ur)

∂τn−jr−1 ∂y
j

sinj−1 αr sinα =
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= δ1M cosn α

(
d13 ω

(n)
13,n+1

(
t̃
)

cosα

(n+ 1)!
−
d12 ω

(n)
12,n+1 ( t )

(n+ 1)!

)
+

+ δ2M cosn−1 α sinα

(
(n+ 1)d13 ω

(n)
13,n+1

(
t̃
)

cosα

(n+ 1)!
−

−
nd12 ω

(n−1)
12,n (t)

n!
− |uk − u0|

tgα

)
=

= δ1MW1(t) cosn α + δ2MW2(t) cosn−1 α sinα, (2.4.19)

где W1(t) и W2(t) определены в леммах 2.4.2 и 2.4.1 соответственно.

Выбирая величины δ1 и δ2 таким образом, чтобы оба слагаемых в пра-

вой части равенства (2.4.19) имели одинаковые знаки, и применяя (2.4.9)

и (2.4.10) получим∣∣∣∣∣
k∑
r=1

n∑
j=2

Dr,j
∂ner(ur)

∂τn−jr−1 ∂y
j

sinj−1 αr sinα

∣∣∣∣∣ &n H sinα,

откуда следует (2.4.18). Лемма 2.4.7 доказана. �

Завершим доказательство теоремы 2.4.1. Пусть r и j таковы, что вы-

полняется (2.4.18). Рассмотрим треугольник Tr. Пусть q0 – центр масс

треугольника Tr. Так как j ≥ 2, и f ∗ имеет вид (2.4.6), то величина в

левой части (2.4.18) является постоянной на Tr, и тогда∣∣∣∣∣ ∂ner(q0)

∂τn−jr−1 ∂y
j

∣∣∣∣∣ &n MH∣∣sinj−1 αr
∣∣ .

Отметим также, что функция er = (f ∗ − ST )
∣∣∣
Tr
, рассматриваемая на Tr,

является многочленом.

Пусть прямая p1 параллельна вектору τr−1 и проходит через точку

q0. Рассмотрим отрезок Q1 = p1 ∩ Tr. Так как p1 параллельна стороне

[cr−1
1 , cr−1

2 ] треугольника Tr, проходит через центр масс этого треугольни-

ка, и имеет место (2.4.7), выполняется неравенство |Q1| &
k0

H. Применяя
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(n − j) раз неравенство Маркова [11, §3.5], на отрезке Q1, приходим к

существованию точек qj, qj+1, . . . , qn−1 ∈ Q1 для которых имеют место

неравенства ∣∣∣∣∣∂n−ser(qn−s)∂τn−j−sr−1 ∂yj

∣∣∣∣∣ &n,k0

MHs+1∣∣sinj−1 αr
∣∣ . (2.4.20)

s = 1, . . . , n− j.

Рассмотрим (2.4.20) при s = n − j. Пусть прямая p2 проходит че-

рез точку qj параллельно оси y. Введем в рассмотрение отрезок Q2 =

p2 ∩ Tr. Учитывая расположение точки qj ( qj ∈ Q1, где Q1 – отре-

зок, проходящий через центр тяжести треугольника Tr параллельно сто-

роне [cr−1
1 , cr−1

2 ], для которой имеет место (2.4.7)), можем утверждать, что

|Q2| &
k0

hr,

где hr – наименьшая из высот треугольника Tr (принимая во внимание

определение знака & и (2.4.7), можно считать, что hr – высота, опущенная

на [cr−1
1 , cr−1

2 ] ). Применяя (j−2) раз неравенство Маркова на отрезке Q2,

приходим к существованию точек q2, q3, . . . , qj−1 ∈ Q2 для которых имеют

место неравенства ∣∣∣∣∂ser(qs)∂ys

∣∣∣∣ &
n,k0

MHn+1−s∣∣sins−1 αr
∣∣ , (2.4.21)

s = 2, . . . , j.

Объединяя (2.4.20), (2.4.21) и (2.4.16), получаем (2.4.5). Теорема 2.4.1

доказана. �

Замечание 2.4.1. Условие (2.4.4) в формулировке теоремы можно заме-

нить на более наглядное условие (2.4.2) или более общие условия (2.4.9)

и (2.4.10).

Доказательство. Выше было показано, что (2.4.4) является следстви-

ем (2.4.2). С другой стороны, условие (2.4.4) использовалось только для

доказательства (2.4.9) и (2.4.10). Замечание 2.4.1 доказано. �
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Глава 3. Об оценках погрешности аппроксимации

производных в случае интерполяции

Лагранжа на d -симплексах

Пусть d ≥ 2, т. е. ∆ ⊂ Rd — d -симплекс с вершинами a1, . . . , ad+1;

n ∈ N; f ∈ W n+1M(∆). Напомним, что H = H(∆) — диаметр ∆;

λ = (λ1, λ1, . . . , λd+1) – барицентрические координаты точки симплекса

относительно вершин a1, . . . , ad+1 ; τij — единичные векторы, направлен-

ные от ai к aj ; Как и в главе 1, будем обозначать через I множество

мультииндексов

I = {i = (i1, . . . , id+1)| i ∈ Zd+1
+ , |i| = i1 + i2 + . . .+ id+1 = n}

и через P d
n = P d

n [f ] — многочлен степени не выше n по совокупности

переменных, интерполирующий функцию f в узлах равномерной сетки

на ∆, т. e. в узлах с барицентрическими координатами(
i1
n
,
i2
n
, . . . ,

id+1

n

)
, i = (i1, . . . , id+1) ∈ I. (3.0.1)

Множество узлов интерполяции (3.0.1) обозначим J .

Пусть Ud = {es}ds=1 – множество единичных линейно независимых век-

торов; ξ – произвольный единичный вектор из Rd; UN = {es}Ns=1 –

множество единичных векторов, параллельных ребрам d -симплекса ∆ .

Пусть θs – угол между ξ и прямой с направляющим вектором es (т. е.

0 ≤ θs ≤ π/2 ). Напомним, что характеристика симплекса, введенная

П.Жамэ [57], имеет вид

θ = θ(∆) = min
Ud⊂UN

max
ξ∈Rd

min
es∈Ud
{θs}. (3.0.2)

При этом, согласно [57], имеет место оценка

Ed
n,s = Ed

n,s(∆) = Es(∆, P
d
n ) .

n,d

M
Hn+1−s

(cos θ)s
, s = 0, . . . , n. (3.0.3)
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Далее нам будет нужна также характеристика,

θR = θR(∆) = max
ξ∈Rd

min
es∈UN

{θs}, (3.0.4)

введенная А.Рэндом [67]. Отметим, что

θR ≤ θ. (3.0.5)

§ 3.1. Новая геометрическая характеристика симплекса

и ее сравнение с характеристикой П. Жамэ

Пусть вершины симплекса ∆ занумерованы произвольным образом.

Возьмем al+1 ( 2 ≤ l ≤ d ) и рассмотрим углы βl+1,s = βl+1,s(∆) между

прямыми, параллельными ребрам al+1as ( s = 1, . . . , l ) и (l − 1) -мерной

плоскостью, натянутой на точки a1, a2, . . . , al . Обозначим

sin βl+1 = sin βl+1(∆) = max
s=1,...,l

sin βl+1,s. (3.1.1)

Положим

sin Θ = sin Θ(∆) = min
l=2,...,d

sin βl+1. (3.1.2)

Рассмотрим произвольное ориентированное дерево T с вершинами

a1, . . . , ar ( r ≤ d+ 1 ), образующими геометрически независимую систему

точек в Rd (т. е. множество векторов {−−→a1as : s = 1, . . . , r} линейно неза-

висимо – см., например, § 2 гл. XIV в [1]). Договоримся через eij обозначать

ориентированное ребро (дугу) дерева, т. е. ребро с началом в вершине ai

и концом в вершине aj . Будем отождествлять дуги eij и векторы −−→aiaj ,
в связи с чем дуги eij будем также называть векторами. Также догово-

римся о следующих обозначениях: V (T ) — множество вершин дерева T ;

U(T ) — множество дуг дерева T ; hs(T ) — расстояние от точки as до

(r − 2) -мерной плоскости, натянутой на точки V (T ) \ {as} .
Для симплекса ∆ с вершинами a1, a2, . . . , ad+1 построим последова-

тельность ориентированных деревьев {Tk}d+1
k=1 = {Tk(∆)}d+1

k=1 с корнем a1
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следующим образом. Будем считать, что T1 — дерево из одной вершины

a1 ; T2 — дерево с вершинами a1 , a2 и дугой e12 . Для l = 2, . . . , d дей-

ствуем следующим образом. Пусть построено дерево Tl с вершинами a1,

a2, . . . , al ( l ≤ d ). Возьмем вершину al+1 и рассмотрим определенные

выше величины sin βl+1 и sin βl+1,s . Положим

p = min {s : sin βl+1 = sin βl+1,s, s = 1, . . . , l} . (3.1.3)

Тогда дерево Tl+1 получаем, добавляя к Tl вершину al+1 и дугу ep,l+1 .

Договоримся использовать запись ap = F (al+1) , означающую, что ap яв-

ляется отцом al+1 .

Теорема 3.1.1. Для любого d -симплекса ∆ справедливо отношение

cos θ .
d

sin Θ .
d

d
√

cos θ.

Доказательство. Докажем, что sin Θ .
d

d
√

cos θ . Не ограничивая общ-

ности будем считать, что cos θ ≤ 1/
√
d , так как в противном случае

cos θ &
d

1 и доказываемое неравенство очевидно справедливо. Рассмотрим

дерево Td+1 и множество его дуг U(Td+1) . Положим

β = max
ξ∈Rd, ‖ξ‖=1

min
τ∈U(Td+1)

{θτ}, (3.1.4)

где θτ – угол между вектором ξ и прямой с направляющим вектором τ .

В силу (3.0.2) имеет место неравенство θ ≤ β, т. е.

cos β ≤ cos θ.

Множество дуг дерева Td+1 имеет вид U(Td+1) =
{
esi+1,i+1

}d
i=1

, где si+1 —

такие числа из множества {1, . . . , d} , что si+1 < i+1 . Нормируем систему

векторов
{
esi+1,i+1

}d
i=1

, получим {bi}di=1 , где bi = esi+1,i+1/|esi+1,i+1|, i =

1, . . . , d . Применим к системе векторов {bi}di=1 процесс ортогонализации
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Грама-Шмидта, нормируем полученные векторы и получим соответственно

ортонормированную систему векторов c1, . . . , cd , т. е.

c1 = b1, ci =

(
bi −

i−1∑
j=1

(bi, cj)cj

)/∣∣∣∣∣bi −
i−1∑
j=1

(bi, cj)cj

∣∣∣∣∣ , i = 2, . . . , d,

где через (·, ·) обозначено скалярное произведение.

Рассмотрим (3.1.2) и возьмем наименьшее r ∈ {2, . . . , d} такое, что

sin Θ = sin βr+1 . Тогда для всех i = 1, . . . , d выполняется

sin Θ = sin βr+1 =
hr+1(Tr+1)∣∣esr+1,r+1

∣∣ =
∣∣cos

(
̂esr+1,r+1, cr

)∣∣ = |(br, cr)| ≤ |(bi, ci)| .

(3.1.5)

Пусть ξ0 ∈ Rd – единичный вектор, на котором реализуется максимум

в (3.1.4). Тогда

|(bi, ξ0)| =
∣∣∣cos

(
b̂i, ξ0

)∣∣∣ =
∣∣∣cos

(
̂esi+1,i+1, ξ0

)∣∣∣ ≤ cos β ≤ cos θ (3.1.6)

для всех i = 1, . . . , d . Разложим вектор ξ0 по ортонормированному базису

{cs}ds=1 , получим

ξ0 =
d∑
s=1

αscs.

Отметим, что α2
1 + · · ·+α2

d = 1 . Для произвольного κ возьмем скалярное

произведение

(bκ, ξ0) =

(
bκ,

d∑
s=1

αscs

)
=

(
bκ,

κ∑
s=1

αscs

)
. (3.1.7)

Если κ = 1, то (b1, ξ0) = α1 (b1, c1) = α1, откуда с учетом (3.1.6) следует

|α1| = |(b1, ξ0)| ≤ cos θ .

При κ = 2 получаем

|(b2, ξ0)| = |α1 (b2, c1) + α2 (b2, c2)| ≤ cos θ.

Если |α2| ≥ (cos θ)1−1/d/
√
d , то

|(b2, c2)| ≤
cos θ + |α1 (b2, c1)|

|α2|
.
d

cos θ + |α1|
(cos θ)1−1/d

.
d

cos θ

(cos θ)1−1/d
= (cos θ)1/d.
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Если |α2| < (cos θ)1−1/d/
√
d , то продолжаем процесс.

Берем κ = 3 и из (3.1.7) получаем оценку

|(b3, ξ0)| = |α1 (b3, c1) + α2 (b3, c2) + α3 (b3, c3)| ≤ cos θ.

Если |α3| ≥ (cos θ)1−2/d/
√
d , то

|(b3, c3)| ≤
cos θ + |α1 (b3, c1)|+ |α2 (b3, c2)|

|α3|
.
d

cos θ + |α1|+ |α2|
(cos θ)1−2/d

.
d

.
d

(cos θ)1−1/d

(cos θ)1−2/d
= (cos θ)1/d.

Если |α3| < (cos θ)1−2/d/
√
d , то рассматриваем κ = 4 . Продолжая та-

ким образом процесс, найдем κ ∈ {1, . . . , d} для которого выполняется

|(bκ, cκ)| .
d

(cos θ)1/d

(это следует из того, что в силу равенства α2
1 + · · · + α2

d = 1 найдет-

ся κ ∈ {1, . . . , d} такое, что |ακ| ≥ 1/
√
d ≥ (cos θ)1−(κ−1)/d/

√
d ). Таким

образом, для доказательства неравенства sin Θ .
d

d
√

cos θ остается приме-

нить (3.1.5).

Докажем неравенство cos θ .
d

sin Θ . Рассмотрим дерево Td+1 . Пусть

s0 — такой индекс ( 3 ≤ s0 ≤ d + 1 ), что sin βs0
= sin Θ ≤ sin βi

для всех i = 3, . . . , d + 1 . Пусть ap0
= F (as0

) — отец as0
. Удалим из

Td+1 дугу ep0,s0
, получим два ориентированных дерева: T0 = T(a1) —

дерево с корнем a1 , T1 = T(as0
) — дерево с корнем as0

. Обозначим

Π̃0 = Π̃
(
ap0
, U(T0)∪U(T1)

)
, Π̃1 = Π̃

(
as0
, U(T0)∪U(T1)

)
гиперплоскости,

натянутые на дуги деревьев T0 и T1 и точки ap0
, as0

соответственно.

Пусть h — расстояние между Π̃0 и Π̃1 ; ξ — нормаль к Π̃0 и Π̃1 ; hs0
—

расстояние от точки as0
до плоскости Π̃(a1, U(Ts0−1)) , натянутой на точку

a1 и дуги дерева Ts0−1 (т. е. до плоскости размерности s0 − 2 , натянутой

на точки a1, a2, . . . , as0−1 ). Тогда hs0
≥ h . Заметим, что с учетом (3.0.5)
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будет

cos θ ≤ cos θR ≤ max
i,j∈{1,...,d+1},i 6=j

∣∣∣cos(τ̂ij, ξ)
∣∣∣ .

Докажем, что для всех i, j ∈ {1, . . . , d+1} , i 6= j , имеет место неравенство∣∣∣cos(τ̂ij, ξ)
∣∣∣ . sin βs0

=
hs0

|as0
ap0
|

= sin Θ. (3.1.8)

Если ai, aj ∈ T0 или ai, aj ∈ T1 , то ai, aj ∈ Π̃0 или ai, aj ∈ Π̃1 , т. е.

τij ⊥ ξ и cos(τ̂ij, ξ) = 0 . Остается рассмотреть ситуацию, когда ai и aj

принадлежат разным деревьям T0 и T1 . В этом случае∣∣∣cos(τ̂ij, ξ)
∣∣∣ =

h

|aiaj|
≤ hs0

|aiaj|
.

Тогда для доказательства (3.1.8) надо установить справедливость неравен-

ства

|aiaj| &
d

|as0
ap0
| (3.1.9)

для тех пар вершин ai и aj , которые принадлежат разным плоскостям

Π̃0 и Π̃1 .

Рассмотрим последовательность деревьев Ts0
, Ts0+1, . . . , Td+1 . В дереве

Ts0
вершина as0

принадлежит Π̃1 ; вершины al , l = 1, . . . , s0 − 1 , при-

надлежат Π̃0 ; при этом |as0
ap0
| ≤ |as0

al| для любого l = 1, . . . , s0− 1 , так

как ap0
= F (as0

) и дерево Ts0
построено в соответствии с (3.1.3).

Далее действуем по индукции. Пусть имеется дерево Tk , k = s0, . . . , d

и выполнены соотношения

a1, . . . , as0−1, ap1
, . . . , apr ∈ T0,

as0
, as1

, . . . , ast ∈ T1,

{1, . . . , s0 − 1, p1, . . . , pr, s0, . . . , st} = {1, . . . , k}.

Пусть для любых i = 1, . . . , s0 − 1, p1, . . . , pr и j = s0, . . . , st выполняет-

ся (3.1.9). Рассмотрим ak+1 и дерево Tk+1 и докажем неравенство (3.1.9)
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для тех пар вершин ai и aj , принадлежащих разным плоскостям Π̃0 и

Π̃1 , которые появились с добавлением вершины ak+1 . Для этого надо рас-

смотреть два случая.

Если F (ak+1) = aµ , где µ ∈ {1, . . . , s0 − 1, p1, . . . , pr} , то F (ak+1) ∈
T0 и ak+1 ∈ T0 , и для доказательства (3.1.9) надо оценить величи-

ны |ak+1asi| при i = 0, . . . , t . Так как F (ak+1) = aµ и, следовательно,

|ak+1aµ| ≤ |ak+1asi| для любого i = 0, . . . , t , то в треугольнике с верши-

нами ak+1, asi, aµ сторона ak+1asi является средней или наибольшей сто-

роной треугольника. Тогда с учетом предположения индукции получаем

оценку

|ak+1asi| & |asiaµ| &
d

|as0
ap0
|.

Если F (ak+1) = asν , где ν ∈ {0, . . . , t} , т. е. F (ak+1) ∈ T1 и

ak+1 ∈ T1 , то для доказательства (3.1.9) надо оценить величины |ak+1al|
при l ∈ {1, . . . , s0 − 1, p1, . . . , pr} . Так как F (ak+1) = asν и, следователь-

но, |ak+1asν | ≤ |ak+1al| для любого l ∈ {1, . . . , s0 − 1, p1, . . . , pr} , то в

треугольнике с вершинами ak+1, asν , al сторона ak+1al является средней

или наибольшей стороной треугольника. Тогда с учетом предположения

индукции получаем оценку

|ak+1al| & |alasν | &
d

|as0
ap0
|.

Теорема 3.1.1 доказана. �

Замечание 3.1.2. При d = 3 для величины ϑ , определенной в (2.1.33),

также справедливо соотношение

cos θ . sinϑ .
3
√

cos θ.

Доказательство. Пусть ∆ — тетраэдр с вершинами a1, a2, a3, a4 , ко-

торые занумерованы таким образом, что если Ti — грань тетраэдра на-

против вершины ai и αi, βi, γi — соответственно наименьший, средний и
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наибольший углы грани Ti ( i = 1, 2, 3, 4 ), то

sin β4 ≥ sin βi

для всех i = 1, 2, 3, 4 . Тогда, поскольку sinϑ ≤ sinϑ4 . sin β4 и sin Θ =

min{sin β4, sinϑ4} , то, применяя теорему 3.1.1, получаем соотношения

sinϑ . sin Θ .
3
√

cos θ.

Выбирая i ∈ {1, 2, 3, 4} такое, что sinϑ = sinϑi , из определения (3.0.4)

и свойства (3.0.5) получаем оценку

cos θ ≤ cos θR ≤ sinϑi = sinϑ.

Замечание 3.1.2 доказано. �

§ 3.2. Оценки снизу погрешности аппроксимации производных

Пусть {∆i}∞i=1 — последовательность d –симплексов с вершинами

a
(i)
1 , . . . , a

(i)
d+1 , у которой cos θi → 0 (или, что то же самое, sin Θi → 0 )

при i→∞ , где θi = θ (∆i) , Θi = Θ (∆i) . Пусть a
(i)
1 и a

(i)
2 выбраны та-

ким образом, что
∣∣∣a(i)

1 a
(i)
2

∣∣∣ �
d
Hi = H(∆i) . Нумерацию остальных вершин

считаем произвольной.

Для каждого симплекса ∆i построим последовательность ориентиро-

ванных деревьев {T (i)
s }d+1

s=1 = {Ts(∆i)}d+1
s=1 с корнями a

(i)
1 в соответствии с

алгоритмом, описанным в предыдущем параграфе. Кроме того, введем в

рассмотрение деревья T (i)
s,1 и T (i)

s,2 , полученные из T
(i)
s удалением ребра,

соединяющего вершины a
(i)
1 и a

(i)
2 , c корнями a

(i)
1 и a

(i)
2 соответственно

( s = 2, . . . , d+ 1 ).

Последовательность {∆i}∞i=1 состоит из конечного числа подпоследо-

вательностей {∆is}∞s=1 , каждая из которых такова, что для некоторого

k ∈ {2, . . . , d} имеют место соотношения

sin βl(∆is) &
d

1 при 3 ≤ l ≤ k, (3.2.1)

172



sin βk+1(∆is)→ 0 при s→∞. (3.2.2)

Если V — геометрически независимая система (r + 1) точек в Rd

( r ≤ d ), T — ориентированное дерево со множеством вершин V , то че-

рез P(V ) = P(T ) будем обозначать плоскость размерности r , натянутую

на эти точки. Через ρ(v1, v2) обозначим расстояние между v1 и v2 , где

под vi ( i = 1, 2 ) можем понимать точку, прямую или плоскость некото-

рой размерности; через α(v1, v2) — угол между v1 и v2 , где vi ( i = 1, 2 )

может быть вектором, прямой или плоскостью некоторой размерности ( v1

или v2 также могут быть точками, в этом случае по определению полагаем

α(v1, v2) = π/2 ).

Теорема 3.2.1. Пусть в последовательности {∆i}∞i=1 имеется подпо-

следовательность {∆is}∞s=1 такая, что для некоторого k выполняются

соотношения (3.2.1)–(3.2.2); lis — прямая, проходящая через вершины

a
(is)
k+1 и F (a

(is)
k+1) ; пусть число j ∈ {1, 2} таково, что a

(is)
k+1 ∈ T

(is)
k+1,j . Если

ρ
(
a

(is)
k+1, F (a

(is)
k+1)

)
His

→ 0 при s→∞ (3.2.3)

и
sin βk+1(∆is)

sinα
(
lis,P(T (is)

k,j )
) → 0 при s→∞, (3.2.4)

то найдется последовательность положительных вещественных чисел

{wis}∞s=1 такая, что wis → 0 при s→∞ , и для каждого ν = 1, . . . , n и

каждого is имеют место оценки

Ed
n,ν(∆is) &

d,n

M
Hn+1−ν
is

wis
. (3.2.5)

Доказательство. Для доказательства оценок (3.2.5) построим после-

довательность функций fis такую, что при каждом ν = 1, . . . , n для неко-

торых векторов ξ
(is)
1 , . . . , ξ

(is)
ν будут иметь место неравенства∥∥∥Dν

ξ
(is)
1 ...ξ

(is)
ν

(fis − P d
n [fis])

∥∥∥
∆is

&
d,n

M
Hn+1−ν
is

wis
.
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Чтобы упростить обозначения, будем считать, что подпоследователь-

ность {∆is}∞s=1 совпадает с исходной последовательностью {∆i}∞i=1 , т. е.

is = s для всех s ∈ N .

При d = 2 для равнобедренного тупоугольного треугольника теорема

доказана в [18], для произвольного треугольника — в § 2.1 (в этом случае

k = 2 ; P(T (is)
k,j ) является точкой и α

(
lis,P(T (is)

k,j )
)

= π/2 ), поэтому далее

считаем, что d ≥ 3 и k ≥ 3 . Для удобства обозначений договоримся не

писать индексы i и считать, что ∆ = ∆i . Также, если обсуждается неко-

торая геометрическая характеристика χ(i) = χ(∆i) или φi = φ(∆i) сим-

плекса ∆i , то индекс i писать не будем. При этом под записью χ→ A при

cos θ → 0 или φ→ A при cos θ → 0 (где A ∈ R или A =∞ ) будем по-

нимать, что некоторая последовательность величин {χ(i)}∞i=1 = {χ(∆i)}∞i=1

или {φi}∞i=1 = {φ(∆i)}∞i=1 обладает свойством χ(i) → A или φi → A при

i → ∞ , если последовательность {∆i}∞i=1 такова, что cos θi → 0 при

i→∞ . Если χ/φ→ 0 при cos θ → 0 , то будем писать χ� φ .

Через ∆[j] = ∆i[j] обозначим (j − 1) -симплексы с вершинами a1 =

a
(i)
1 , . . . , aj = a

(i)
j ( 2 ≤ j ≤ d+1 ). Так как для любой непрерывной функции

g , определенной на ∆ , справедливо неравенство

max
u∈∆
|g(u)| ≥ max

u∈∆[k+1]
|g(u)|,

для доказательства оценки (3.2.5) достаточно рассмотреть функцию f ,

заданную на ∆[k+ 1] и многочлен P k
n = P k

n [f ] степени не выше n по со-

вокупности переменных, определенный на ∆[k+1] и интерполирующий f

в тех узлах (3.0.1), которые принадлежат ∆[k + 1] , и оценить снизу вели-

чину ‖Dν
ξ1...ξν

(f − P k
n [f ])‖∆[k+1] . Действительно, если функцию f = f(u) ,

где u ∈ ∆[k+ 1] , рассматривать как функцию f , определенную на ∆ , то

разность f − P d
n , где P d

n — многочлен степени n , определенный на ∆ и

интерполирующий функцию f в узлах (3.0.1), на симплексе ∆[k+ 1] сов-

падает с f − P k
n . Таким образом, мы можем ограничиться рассмотрением
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k -симплекса ∆[k + 1] ⊂ Rk . Обозначим

e(u) = e[f ](u) = f(u)− P k
n [f ](u),

где u ∈ ∆[k + 1] .

Пусть Gk — гиперплоскость в Rk , натянутая на точки a1, . . . , ak ; ζk –

единичная нормаль к Gk . Положим hk = ρ(ak+1, Gk) . Пусть c – проекция

точки ak+1 на Gk ; τcj – единичные векторы, направленные от c к aj ,

j = 1, . . . , k .

Не ограничивая общности, для определенности можем считать, что

ak+1 ∈ Tk+1,2 . Так как дерево Tk+1 строится с учетом условия (3.1.3),

то в этом случае |a1ak+1| & H/(2k−1) , т. е. |a1ak+1| � |a1c| � H (дей-

ствительно, |a1c| � |a1ak+1| , так как из того, что sin βk+1(∆)→ 0 следует

sinα(−−−−→a1ak+1, Gk)→ 0 ).

Лемма 3.2.1. Пусть f — многочлен степени n + 1 такой, что

∂f/∂ζk ≡ 0 и P k
n [f ](u) = 0 при всех u ∈ ∆[k] . Тогда имеет место

равенство
ν∑
j=1

Cj
ν

∂νe(a1)

∂τ ν−jc1 ∂ζjk
cosν−j βk+1,1 sinj βk+1,1 = µ[f ], (3.2.6)

где

µ[f ] = cosν βk+1,1

(
cosn+1−ν βk+1,1

(n+ 1)!

∂n+1f

∂τn+1
c1

ω
(ν)
n+1 (|a1ak+1|)−

∂νe(a1)

∂τ νc1

)

и ωn+1(x) =
n∏
i=0

(
x− i

n
|a1ak+1|

)
.

Доказательство. Отметим, что поскольку P k
n [f ](u) = 0 при всех u ∈

∆[k] , то e[f ](u) = f(u) при всех u ∈ ∆[k] .

Так как f — многочлен степени n+1 и сужение P k
n на прямую, прохо-

дящую через точки a1 и ak+1 , является многочленом одной переменной,

175



интерполирующим сужение функции f на эту прямую в равномерных уз-

лах отрезка a1ak+1 , то

∂νe(a1)

∂τ νk+1,1

=
1

(n+ 1)!

∂n+1f

∂τn+1
k+1,1

ω
(ν)
n+1 (|a1ak+1|) .

С другой стороны, если βk+1,1 — угол между векторами τk+1,1 и τc1 (или,

что то же самое, βk+1,1 — угол между прямой, параллельной вектору

τk+1,1 , и гиперплоскостью Gk ), то

∂νe(a1)

∂τ νk+1,1

=
∂νe(a1)

∂τ νc1
cosν βk+1,1 +

ν∑
j=1

Cj
ν

∂νe(a1)

∂τ ν−jc1 ∂ζjk
cosν−j βk+1,1 sinj βk+1,1.

Тогда
ν∑
j=1

Cj
ν

∂νe(a1)

∂τ ν−jc1 ∂ζjk
cosν−j βk+1,1 sinj βk+1,1 = µ[f ],

где

µ[f ] =
1

(n+ 1)!

∂n+1f

∂τn+1
k+1,1

ω
(ν)
n+1 (|a1ak+1|)−

∂νe(a1)

∂τ νc1
cosν βk+1,1.

Так как ∂f/∂ζk ≡ 0 , то

µ[f ] =
ω

(ν)
n+1 (|a1ak+1|)

(n+ 1)!

∂n+1f

∂τn+1
c1

cosn+1 βk+1,1 −
∂νe(a1)

∂τ νc1
cosν βk+1,1 =

= cosν βk+1,1

(
cosn+1−ν βk+1,1

(n+ 1)!

∂n+1f

∂τn+1
c1

ω
(ν)
n+1 (|a1ak1|)−

∂νe(a1)

∂τnc1

)
.

Лемма 3.2.1 доказана. �

Возьмем точки из множества (3.0.1), принадлежащие ребру a1a2 , и обо-

значим их

uj =
j

n
a1 +

n− j
n

a2, j = 0, . . . , n.

Построим гиперплоскости Πj , каждая из которых натянута на векторы

U(Tk,1) ∪ U(Tk,2) ∪ {ζk} и соответственно точку uj , j = 0, . . . , n . Пусть

lj = 0 , j = 0, . . . , n , — такие уравнения гиперплоскостей Πj в некоторой
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системе координат, что |∇lj| = 1 (символом ∇ обозначаем градиент).

Положим

f ∗ = δM
n∏
j=0

lj, (3.2.7)

где δ – константа, такая, что |δ| &
n

1 и выполняется условие f ∗ ∈

W n+1M(∆) . Обозначим через L0 и Ln плоскости размерности k − 2 ,

натянутые на векторы U(Tk,1) ∪ U(Tk,2) и точки a1 = u0 и a2 = un соот-

ветственно. Пусть

e∗ = e[f ∗].

Лемма 3.2.2. Если b ∈ J ∩∆[k] , то f ∗(b) = 0 .

Доказательство. Так как b ∈ J ∩∆[k] , то

b =
j1

n
a1 +

j2

n
a2 + · · ·+ jk

n
ak,

где js ≥ 0, j1 + j2 + · · ·+ jk = n . Определим два множества индексов I1

и I2 следующим образом:

I1 = {s : as ∈ Tk,1} , I2 = {s : as ∈ Tk,2} .

Положим r1 =
∑
s∈I1

js , r2 =
∑
s∈I2

js . Отметим, что r1 + r2 = n . Тогда

b =
∑
s∈I1

jsas
n

+
∑
s∈I2

jsas
n

=
r1

n

∑
s∈I1

jsas
r1

+
r2

n

∑
s∈I2

jsas
r2

=
r1

n
t1 +

r2

n
t2,

где t1 ∈ P(Tk,1) ⊂ Π0, t2 ∈ P(Tk,2) ⊂ Πn . Таким образом, b ∈ Πr2
, т. е.

lr2
(b) = 0 и, следовательно, f ∗(b) = 0 . Лемма 3.2.2 доказана. �

Отметим, что из леммы 3.2.2 следует, что P k
n [f ∗](u) = 0 и e∗(u) = f ∗(u)

при всех u ∈ ∆[k] .

Лемма 3.2.3. Справедливо соотношение ρ(Π0,Πn) = ρ(L0, Ln) �
d
H.
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Доказательство. Так как ρ(Π0,Πn) = ρ(L0, Ln) = ρ(a2, L0) , то до-

статочно оценить ρ(a2, L0) . Так как H — диаметр ∆ и |a1a2| �
d
H , то

ρ(a2, L0) .
d

H . Покажем, что ρ(a2, L0) &
d

H .

Пусть Ls —объем симплекса ∆[s+ 1] с вершинами a1, . . . , as+1 в Rs ,

s = 1, . . . , k−1 . Используем следующую формулу для вычисления объема

симплекса [3, п.9.12.4.4]:

Ls =
1

s
ρ(as+1, Gs)Ls−1,

где Gs – гиперплоскость в Rs , натянутая на вершины a1, . . . , as .

Так как sin βl &
d

1 при всех l = 3, . . . , k , то

Lk−1 &
d

∏
eij∈U(Tk)

|eij|.

С другой стороны, если L̃k−1 — объем (k − 1) -симплекса в Rk−1 , об-

разованного векторами из U(Tk) , приведенными к общему началу, то

L̃k−1 = Lk−1 . Пусть U = U(Tk) \ {e12} . Тогда

Lk−1 = L̃k−1 .
d

ρ(a2, L0)
∏
eij∈U

|eij|,

откуда следует, что

ρ(a2, L0) &
d

 ∏
eij∈U(Tk)

|eij|

∏
eij∈U

|eij|

−1

�
d
|a1a2| �

d
H.

Лемма 3.2.3 доказана. �

Отметим, что так как ak+1 ∈ Tk+1,2 , то условие (3.2.3) означает спра-

ведливость неравенств

ρ(c,Π0) &
d

H, (3.2.8)

l0(c)l0(a2) > 0 (3.2.9)

(последнее неравенство означает, что точки c и a2 лежат в одном из двух

полупространств, на которые Rk делится гиперплоскостью Π0 ).
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Лемма 3.2.4. Вектор τc1 не коллинеарен гиперплоскости Π0 .

Доказательство. Так как ρ(c,Π0) = ρ(c, L0) �
d
H и a1 ∈ Π0 , то

действительно вектор τc1 не коллинеарен гиперплоскости Π0 . Лемма 3.2.4

доказана. �

Обозначим через l1c прямую, проходящую через точки a1 и c ; под r1q

договоримся понимать расстояние от a1 до точки q пересечения прямой

l1c с гиперплоскостью Πn (также точку q можем рассматривать как точ-

ку пересечения прямой l1c с плоскостью Ln размерности k − 2 ). Будем

считать, что q не является одной из вершин дерева Tk,2 . Действительно,

мы имеем такую возможность, так как если q ∈ V (Tk,2) , то мы можем рас-

смотреть треугольник с вершинами a1, ak+1,q . Обозначим через β∗ угол

этого треугольника при вершине q . Тогда sin β∗ ≤ sin βk , так как c ле-

жит на отрезке с концами a1 и q . Таким образом, для доказательства

теоремы мы можем перейти к рассмотрению данного треугольника, а слу-

чай d = 2 рассмотрен в § 2.1.

Лемма 3.2.5. Если Tk,1 состоит из одной вершины, то теорема 3.2.1

справедлива.

Доказательство. Отметим, что так как мы считаем ak+1 ∈ Tk+1,2 , то

условие леммы означает также, что и Tk+1,1 состоит из одной вершины.

Используем лемму 3.2.1. Так как P k
n [f ∗]

∣∣
∆[k]
≡ 0 и f ∗ имеет вид (3.2.7), то

e∗|l1c является остатком одномерной интерполяционной формулы Лагран-

жа с равномерными узлами, расстояние между которыми равно r1q/n .

Таким образом, если точка u лежит на отрезке с концами a1 и q , то

e∗(u) =
1

(n+ 1)!

∂n+1f ∗

∂τn+1
c0

ω̃n+1(ξ),

где ξ — расстояние от u до q (вектор τc1 направлен от q к a1 в си-

лу (3.2.9)) и

ω̃n+1(ξ) =
n∏
j=0

(
ξ − j

n
r1q

)
,
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откуда получаем

∂νe∗(a1)

∂τ νc1
=

1

(n+ 1)!

∂n+1f ∗

∂τn+1
c1

ω̃
(ν)
n+1 (r1q) ,

и тогда величина µ из (3.2.6) имеет вид

µ[f ∗] =
1

(n+ 1)!

∂n+1f ∗

∂τn+1
c1

cosν βk+1,1 ×

×
(
ω

(ν)
n+1 (|a1ak+1|) cosn+1−ν βk+1,1 − ω̃(ν)

n+1 (r1q)
)

=

=
ν!

(n+ 1)!

∂n+1f ∗

∂τn+1
c1

cosν βk+1,1 ×

×
∑

j1,...,jn+1−ν∈{1,...,n}
jl 6=jm ⇔ l 6=m

j1 . . . jn+1−ν

nn+1−ν

(
|a1ak+1|n+1−ν cosn+1−ν βk+1,1 − rn+1−ν

1q

)
�
d,n

�
d,n

∂n+1f ∗

∂τn+1
c1

(
|a1c|n+1−ν − rn+1−ν

1q

)
cosν βk+1,1. (3.2.10)

По условию теоремы cos θ → 0 (или, что то же самое, sin Θ→ 0 ), поэтому

cosν βk+1,1 & 1 . Учитывая, что

|a1c|n+1−ν − rn+1−ν
1q = (|a1c| − r1q)

n−ν∑
j=0

|a1c|ν−jrj1q,

получаем

|µ[f ∗]| &
d,n

∣∣∣∣∂n+1f ∗

∂τn+1
c1

∣∣∣∣ ∣∣∣|a1c|n+1−ν − rn+1−ν
1q

∣∣∣ &
d,n

∣∣∣∣∂n+1f ∗

∂τn+1
c1

∣∣∣∣σcqHn−ν, (3.2.11)

где σcq — расстояние от c до q и σcq = ||a1c| − r1q| в силу (3.2.9).

Пусть ζ — единичный нормальный вектор к гиперплоскостям Πi в Rk ,

i = 0, . . . , n ; γ — угол между τc1 и ζ . Заметим, что (3.2.8) дает оценку

| cos γ| = ρ(c,Π0)

ρ(c, a1)
&
d

1; (3.2.12)

функция f ∗ имеет вид (3.2.7) и |∇li| = 1 для всех i = 0, . . . , n . Следова-

тельно, ∣∣∣∣∂n+1f ∗

∂τn+1
c1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂n+1f ∗

∂ζn+1
cosn+1 γ

∣∣∣∣ &
d,n

∣∣∣∣∂n+1f ∗

∂ζn+1

∣∣∣∣ &
n
M. (3.2.13)
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Положим

r = ρ(ak+1, F (ak+1)).

Так как Tk,1 состоит из одной вершины, то Ln = P(Tk,2) , и с учетом (3.2.4)

будет

ρ(ak+1, c)

ρ(ak+1, Ln)
=

ρ(ak+1, c)

ρ(ak+1, F (ak+1))
· ρ(ak+1, F (ak+1))

ρ(ak+1, Ln)
=

sin βk+1(∆)

sinα (l,P(Tk,2))
→ 0

при cos θ → 0 . Ввиду того, что sin βk+1(∆)→ 0 , т. е.

(ρ(c, Ln))
2 = (ρ(ak+1, Ln))

2 − (ρ(ak+1, c))2 =

= (ρ(ak+1, Ln))
2

(
1− (ρ(ak+1, c))2

(ρ(ak+1, Ln))2

)
� (ρ(ak+1, Ln))

2,

получаем соотношение

σcq = ρ(c,q) ≥ ρ(c, Ln) � ρ(ak+1, Ln) � ρ(ak+1, F (ak+1)) sinα(l, Ln) =

= r sinα(l,P(Tk,2),

и для f ∗ из (3.2.7) при некотором s ∈ {1, . . . , ν} с учетом (3.2.6), (3.2.11),

(3.2.13) мы получаем оценку∣∣∣∣ ∂νe∗(a1)

∂τ ν−sc1 ∂ζsk

∣∣∣∣ &
d,n

M
r sinα(l,P(Tk,2))Hn−ν

sins βk+1,1
= MrHn−νH

s

hsk
sinα(l,P(Tk,2)) &

d,n

&
d,n

MHn+1−ν sinα(l,P(Tk,2)
sin βk+1(∆) sins−1 βk+1,1

, (3.2.14)

т. е. получаем (3.2.5) при

wis =
sin βk+1(∆is)

sinα
(
lis,P(T (is)

k,2 )
) . (3.2.15)

Лемма 3.2.5 доказана. �

Перейдем к рассмотрению ситуации, когда в дереве Tk,1 содержится

более одной вершины.
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Лемма 3.2.6. Если в дереве Tk,1 содержится более одной вершины и

σcq &
d

r sinα(l,P(Tk,2)) , то теорема 3.2.1 справедлива.

Доказательство. В рассматриваемом случае, как и в лемме 3.2.5, оста-

ется справедливой оценка (3.2.11), и тогда из (3.2.6) следует, что найдется

s ∈ {1, . . . , ν} такое, что∣∣∣∣ ∂ne∗(a1)

∂τn−sc1 ∂νsk

∣∣∣∣ &
d,n

M
r sinα(l,P(Tk,2))Hn−ν

sins βk+1,1
&
d,n

&
d,n

MHn+1−ν sinα(l,P(Tk,2))
sin βk+1(∆) sins−1 βk+1,1

, (3.2.16)

т. е. имеет место (3.2.5) при wis вида (3.2.15). Лемма 3.2.6 доказана. �

Остается рассмотреть случай, когда

σcq
r sinα(l,P(Tk,2))

→ 0 при cos θ → 0. (3.2.17)

Рассмотрим множество векторов {b1, . . . , bk−1} = U(Tk) . Будем счи-

тать, что нумерация этих векторов такова, что для некоторого j0 ∈ N вы-

полнены соотношения U(Tk,2) = {b1, . . . , bj0} , U(Tk,1) = {bj0+1, . . . , bk−2} ,
bk−1 = e12 . Применим к {b1, . . . , bk−1} процесс ортогонализации Грама-

Шмидта, нормируем полученные векторы и получим ортонормированный

базис {η1, . . . , ηk−1} в Rk−1 ; добавив вектор ηk = ζk , получим ортонорми-

рованный базис в Rk . Обозначим через αj[τ ] , j = 1, . . . , k , координаты

произвольного вектора τ в введенном базисе, т. е.

τ =
k∑
j=1

αj[τ ]ηj.

Положим a = F (ak+1) . Рассмотрим вектор −→aq = −→ac + −→cq . В силу

(3.2.17) имеет место соотношение

|cq| = σcq � r sinα(l,P(Tk,2))o(1),
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где o(1) → 0 при cos θ → 0 . Отсюда, в частности, следует, что |−→aq| �
|−→ac| = r cos βk+1(∆) � r. Пусть c0 — проекция точки c на P(Tk,2) . Тогда

ρ(c,P(Tk,2)) = ρ(c, c0) ≥ ρ(ak+1, c0)− ρ(ak+1, c) &

& ρ(ak+1,P(Tk,2))− r sin βk+1[∆] =

= r sinα(l,P(Tk,2))− r sin βk+1(∆) & r sinα(l,P(Tk,2)),

что с учетом свойства a ∈ Tk,2 и того, что {η1, . . . , ηj0} получено в резуль-

тате ортогонализации множества векторов {b1, . . . , bj0} = U(Tk,2), означа-

ет
k∑

j=j0+1

(
αj[
−→ac]
)2
& (r sinα(l,P(Tk,2)))2.

Так как a ∈ Gk и c ∈ Gk , то αk[
−→ac] = 0 . Так как a ∈ Tk,2 ⊂ Ln и

ρ(c, Ln) ≤ σcq � r sinα(l,P(Tk,2))o(1), то αk−1[
−→ac] � r sinα(l,P(Tk,2))o(1).

Таким образом, найдется j∗ ∈ {j0 + 1, . . . , k − 2} такое, что αj∗[
−→ac] �

d

r sinα(l,P(Tk,2)) , откуда следует

αj∗[
−→aq] �

d
r sinα(l,P(Tk,2)). (3.2.18)

Пусть положительное действительное число χ таково, что

χ � r. (3.2.19)

Введем в рассмотрение вектор

w = −→aq + χτ1q,

где τ1q – единичный вектор, направленный от a1 к q ( τ1q = −τc1 ).
Построим гиперплоскость Π∗n в Rk , натянутую на множество векторов

U ∗ = {η1, . . . , ηk−2, w, ζk} \ {ηj∗} и точку a2 . Далее для удобства обо-

значений и без ограничений общности будем считать, что j∗ = jk−2 и
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U ∗ = {η1, . . . , ηk−3, w, ζk} . Пусть l∗n = 0 — такое уравнение гиперплоско-

сти Π∗n , что |∇l∗n| = 1 . Положим

f ∗∗ = δM

(
n−1∏
j=0

lj

)
l∗n, (3.2.20)

где lj , j = 0, . . . , n− 1 , — те же функции, что и в (3.2.7); δ — константа,

такая, что |δ| &
n

1 и выполняется условие f ∗∗ ∈ W n+1M(∆) . Пусть

e∗∗ = e[f ∗∗].

Лемма 3.2.7. Если b ∈ J ∩∆[k] , то f ∗∗(b) = 0 .

Доказательство. Из доказательства леммы 3.2.2 следует, что точка b

может быть представлена в виде

b =
∑
s∈I1

jsas
n

+
∑
s∈I2

jsas
n

=
r1

n

∑
s∈I1

jsas
r1

+
r2

n

∑
s∈I2

jsas
r2

=
r1

n
t1 +

r2

n
t2,

где r1, r2 ∈ {0, . . . , n} , r1 + r2 = n , t1 ∈ P(Tk,1), t2 ∈ P(Tk,2) . Таким
образом, если r2 6= n , то b ∈ Πr2

, т. е. lr2
(b) = 0 и, следовательно,

f ∗(b) = 0 . Если r2 = n , то b ∈ P(Tk,2) , и тогда, поскольку Π∗n натянута

на множество векторов U ∗ , и η1, . . . , ηj0 ∈ U ∗ , то b ∈ Π∗n , откуда следует

l∗n(b) = 0 и f ∗∗(b) = 0 . Лемма 3.2.7 доказана. �

Отметим, что из леммы 3.2.7 следует, что P k
n [f ∗∗](u) = 0 и e∗∗(u) =

f ∗∗(u) при всех u ∈ ∆[k] .

Лемма 3.2.8. Имеет место неравенство
∣∣∣∣ ∂l∗n∂τc1

∣∣∣∣ &
d

sinα(l,P(Tk,2)).

Доказательство. Пусть

v = w ∧ η1 ∧ · · · ∧ ηk−3 ∧ ζk,

т. е. v — векторное произведение векторов w, η1, . . . , ηk−3, ζk в Rk (см.,

например, [3, п. 8.11.8]). Тогда v является нормальным вектором для

Π∗n и

± ∂l
∗
n

∂τc1
= ±(∇l∗n, τc1) =

(v, τc1)

|v|
=

(w ∧ η1 ∧ · · · ∧ ηk−3 ∧ ζk, τc1)
|v|

=
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=
1

|v|
(−→aq ∧ η1 ∧ · · · ∧ ηk−3 ∧ ζk, τc1

)
+

χ

|v|
(τ1q ∧ η1 ∧ · · · ∧ ηk−3 ∧ ζk, τc1) =

=
1

|v|
(−→aq ∧ η1 ∧ · · · ∧ ηk−3 ∧ ζk, τc1

)
.

Положим

v0 = −→aq ∧ η1 ∧ · · · ∧ ηk−3 ∧ ζk. (3.2.21)

Тогда

± ∂l
∗
n

∂τc1
= ±(v0, τc1)

|v|
=
|v0| · |τc1| · cosα(v0, τc1)

|v|
=
|v0| · cosα(v0, τc1)

|v|
.

Так как v0 определяется равенством (3.2.21), то v0 является нормалью к

гиперплоскости Πn в Rk (так как αj∗[
−→aq] = αk−2[

−→aq] 6= 0 в силу (3.2.18)).

В соответствии с (3.2.8) имеет место неравенство ρ(c,Π0) &
d

H , откуда

следует оценка

|cosα(v0, τc1)| = |sinα(τc1,Πn)| = |sinα(τc1,Π0)| =
ρ(c,Π0)

|a0c|
&
d

1,

и тогда ∣∣∣∣ ∂l∗n∂τc1

∣∣∣∣ &
d

|v0|
|v|

.

Пользуясь сведениями из [3, п. 8.11.8, п. 8.11.5] и тем, что a ∈ Ln и q ∈ Ln ,
т. е. ζk ⊥ −→aq , оценим |v0| следующим образом:

|v0|2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|−→aq|2 (−→aq, η1) (−→aq, η2) . . . (−→aq, ηk−3) (−→aq, ζk)
(η1,
−→aq) (η1, η1) (η1, η2) . . . (η1, ηk−3) (η1, ζk)

(η2,
−→aq) (η2, η1) (η2, η2) . . . (η2, ηk−3) (η2, ζk)
... ... ... ... ... ...

(ηk−3,
−→aq) (ηk−3, η1) (ηk−3, η2) . . . (ηk−3, ηk−3) (ηk−3, ζk)

(ζk,
−→aq) (ζk, η1) (ζk, η2) . . . (ζk, ηk−3) (ζk, ζk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|−→aq|2 α1[
−→aq] α2[

−→aq] . . . αk−3[
−→aq] 0

α1[
−→aq] 1 0 . . . 0 0

α2[
−→aq] 0 1 . . . 0 0
... ... ... ... ... ...

αk−3[
−→aq] 0 0 . . . 1 0

0 0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Раскладывая полученный определитель по первой строке и принимая во

внимание то, что αk−1[
−→aq] = αk[

−→aq] = 0 , получим

|v0|2 = |−→aq|2−
k−3∑
j=1

(
αj[
−→aq]
)2

=
(
αk−2[

−→aq]
)2

=
(
αj∗[
−→aq]
)2
&
d

(r sinα(l,P(Tk,2))2 .

Аналогично получаем

|v|2 = |−→aq + χτ1q|2 −
k−3∑
j=1

(−→aq + χτ1q, ηi
)2 ≤ |−→aq + χτ1q|2,

откуда следует

|v| ≤ |−→aq|+ |χ| . r.

Таким образом,∣∣∣∣ ∂l∗n∂τc1

∣∣∣∣ &
d

r sinα(l,P(Tk,2))
r

= sinα(l,P(Tk,2)).

Лемма 3.2.8 доказана. �

Лемма 3.2.9. Если в дереве Tk,1 содержится более одной вершины и вы-

полнено соотношение (3.2.17), то теорема 3.2.1 справедлива.

Доказательство. Пусть p∗ =
n−1∏
j=0

lj . Тогда f ∗∗ = δMp∗l∗n и

∂n+1f ∗∗

∂τn+1
c1

= δM(n+ 1)
∂np∗

∂τnc1

∂l∗n
∂τc1

.

Аналогично (3.2.13) будет ∣∣∣∣∂np∗∂τnc1

∣∣∣∣ &
d,n

∣∣∣∣∂np∗∂ζn

∣∣∣∣ &
d,n

1,
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и в результате мы получаем оценку∣∣∣∣∂n+1f ∗∗

∂τn+1
c1

∣∣∣∣ &
d,n

M sinα(l,P(Tk,2)). (3.2.22)

Так как P k
n [f ∗∗]

∣∣
∆[k]
≡ 0 и f ∗∗ имеет вид (3.2.20), то e∗∗|l1c являет-

ся остатком одномерной интерполяционной формулы Лагранжа с узлами

ū0, . . . , ūn , определяемыми следующим образом:

ūn−j = a1 +
j

n
r1q τ1q, j = 0, . . . , n− 1,

ū0 = a1 + (r1q + χ)τ1q

(напомним, что r1q = ρ(a1,q) ). Действительно, узел ū0 является точкой

пересечения прямой l1c и гиперплоскости Π∗n : так как точка a2 и дуги

U(Tk,2) лежат в Π∗n , то a ∈ Π∗n , и, прикладывая вектор w = −→aq + χτ1q к

точке a , мы оказываемся в точке прямой l1c , оставаясь в Π∗n .

Функция f ∗∗ удовлетворяет условиям леммы 3.2.1, и поэтому для нее

имеет место (3.2.6). При этом

∂νe∗∗(a1)

∂τ νc1
=

1

(n+ 1)!

∂n+1f ∗∗

∂τn+1
c1

ω̄
(ν)
n+1 (r1q + χ) ,

где ω̄n+1(x) = x
n∏
j=1

(
x− j

n
r1q − χ

)
. Сравнивая µ[f ∗∗] с µ[f ∗] из (3.2.10),

отметим, что

ω
(ν)
n+1 (|a1ak+1|) cosn+1−ν βk+1,1 − ω̄(ν)

n+1(r1q + χ) =

= ω
(ν)
n+1 (|a1ak+1|) cosn+1−ν βk+1,1 − ω̃(ν)

n+1(r1q)− C1χr
n−ν
1q ,

где C1 — некоторое положительное число. Тогда при некоторых положи-

тельных C2, C3 аналогично (3.2.10)–(3.2.11) получаем оценку следующего

вида:
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|µ[f ∗∗]| =
∣∣∣∣ 1

(n+ 1)!

∂n+1f ∗∗

∂τn+1
c1

cosν βk+1,1

(
ω

(ν)
n+1 (|a1ak+1|) cosn+1−ν βk+1,1 −

− ω̄(ν)
n+1 (r1q + χ)

)∣∣∣ &
d,n

&
d,n

∣∣∣∣∂n+1f ∗∗

∂τn+1
c1

∣∣∣∣ (C1χr
n−ν
1q −

∣∣∣ω(ν)
n+1 (|a1ak+1|) cosn+1−ν βk+1,1 − ω̃(ν)

n+1(r1q)
∣∣∣) &

d,n

&
d,n

∣∣∣∣∂n+1f ∗∗

∂τn+1
c1

∣∣∣∣ (C2χH
n−ν − C3σcqH

n−ν) &
d,n

&
d,n

M
(
C2χH

n−ν − C3σcqH
n−ν) sinα(l,P(Tk,2)).

Принимая во внимание соотношение (3.2.17) и подбирая величину χ та-

ким образом, чтобы выполнялись (3.2.19) и неравенство C2χ− C3σcq & r ,

приходим к неравенству

|µ[f ∗∗]| &
d,n

MrHn−ν sinα(l,P(Tk,2)).

Таким образом, для f ∗∗ при некотором s ∈ {1, . . . , ν} с учетом (3.2.6)

аналогично (3.2.14) мы получаем оценку∣∣∣∣∂νe∗∗(a1)

∂τ ν−sc1 ∂ζsk

∣∣∣∣ &
d,n

MHn+1−ν sinα(l,P(Tk,2))
sin βk+1(∆) sins−1 βk+1,1

,

т. е. получаем (3.2.5) при wis вида (3.2.15). Лемма 3.2.9 доказана. �

Полученные леммы 3.2.5, 3.2.6, 3.2.9 означают, что теорема 3.2.1 дока-

зана. �

Сформулируем и докажем несколько утверждений в обозначениях, вве-

денных выше. А именно, пусть ∆ — d -симплекс с вершинами a1, . . . , ad+1 ,

занумерованных таким образом, что |a1a2| �
d
H, и пусть cos θ → 0 . Пусть

для некоторого k ∈ {2, . . . , d} выполняются соотношения

sin βl(∆) &
d

1 при 3 ≤ l ≤ k, (3.2.23)
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sin βk+1(∆)→ 0 при cos θ → 0. (3.2.24)

В соответствии с алгоритмами, изложенными в параграфах 3.1 и 3.2, по-

строим деревья T1, . . . , Td+1 , и Ts,1 , Ts,2 для s = 2, . . . , d+1 . Как и ранее,

через c будем обозначать проекцию точки ak+1 на P(Tk) . Без ограниче-

ний общности везде ниже считаем, что F (ak+1) ∈ Tk,2 .

Замечание 3.2.3. Если при F (ak+1) ∈ Tk,2 условие (3.2.3) не выполнено,

но имеют место соотношения (3.2.8) и (3.2.9), и выполнено (3.2.4), то

имеет место оценка (3.2.5) теоремы 3.2.1.

Доказательство. На самом деле при доказательстве теоремы мы поль-

зовались не условием (3.2.3), а соотношениями (3.2.8) и (3.2.9), которые

являются следствием (3.2.3). Замечание 3.2.3 доказано. �

Замечание 3.2.4. Если при F (ak+1) ∈ Tk,2 условие (3.2.3) не выполнено,

но имеют место соотношения

ρ(c,Πn) = ρ(c, Ln) �
d
H, (3.2.25)

ln(c)ln(a1) > 0

и существует вершина as∗ ∈ Tk,1 такая, что

sin βk+1(∆)

sinα (l∗,P(Tk,1))
→ 0 при cos θ → 0, (3.2.26)

где l∗ — прямая, проходящая через ak+1 и as∗ , то справедлива оцен-

ка (3.2.5) теоремы 3.2.1.

Доказательство. Отметим, что (3.2.25) выполнено в том случае, если

ρ(ak+1, F (ak+1)) �
d
H . Удалим ребро, соединяющее ak+1 и F (ak+1) из Tk,2

и положим F (ak+1) = as∗ , добавив ребро es∗,k+1 и вершину ak+1 к Tk .

Получим новые деревья Tk+1 , Tk,1 , Tk,2 . Далее поменяем ролями верши-

ны a1 и a2 , деревья Tk,1 и Tk,2 и повторим доказательство теоремы 3.2.1.

Замечание 3.2.4 доказано. �
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Следствие 3.2.1. Пусть вершины d -cимплекса ∆ занумерованы

таким образом, что если |as1
aj| �

d
H для любого j = 1, . . . , s1 − 1 и

|as2
aj| � H для некоторого j ∈ {1, . . . , s2 − 1} , то s1 < s2 ; k — такое,

что выполнены (3.2.23) и (3.2.24). Пусть выполнено одно из следующих

условий:

1) ρ(ak+1, F (ak+1)) �
d
H ;

2) ρ(ak+1, F (ak+1)) � H и
sin βk+1(∆)

sinα (l,P(Tk,2))
→ 0 при cos θ → 0, где

l — прямая, проходящая через ak+1 и F (ak+1) .

Тогда найдется положительная функция w(cos θ) такая, что

w(cos θ)→ 0 при cos θ → 0 , и

Ed
n,ν(∆) &

d,n

M
Hn+1−ν

w(cos θ)
, ν = 1, . . . , n. (3.2.27)

Доказательство. Если выполнено условие 2), то (3.2.27) справедливо

в силу теоремы 3.2.1. Таким образом, нам надо рассмотреть только случай,

когда выполнено условие 1).

С учетом выбранного способа нумерации вершин выполнение условия 1)

означает, что для любого s = 3, . . . , k+ 1 и любого j = 1, . . . , s− 1 имеет

место соотношение |asaj| �
d
|asa1| �

d
H . Построим дерево Tk+1 способом,

отличным от алгоритма, описанного в параграфе 3.1, а именно, следующим

образом: для любого j = 2, . . . , k полагаем F (aj) = a1 , т. е. дерево Tk

состоит из вершин a1, . . . , ak и ориентированных ребер e1j , j = 1, . . . , k .

При этом для любого s = 3, . . . , k будет sin βs1 � sin βs . Таким образом,

дерево Tk,2 состоит из одной вершины, а дерево Tk,1 имеет k− 1 вершин.

Случай 1. Если sinα(τ1,k+1,P(Tk,1)) &
d

1 , то, так как sin βk+1(∆) → 0

при cos θ → 0 и

sin βk+1 �
d

sin βk+1,1 =
ρ(ak+1,P(Tk))

ρ(ak+1,P(Tk,1))
· ρ(ak+1,P(Tk,1))

|a1ak+1|
=

=
ρ(ak+1,P(Tk))

ρ(ak+1,P(Tk,1))
· sinα(τ1,k+1,P(Tk,1)) &

d

ρ(ak+1,P(Tk))

ρ(ak+1,P(Tk,1))
,
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то

ρ(c, L0) = ρ(c,P(Tk,1)) �
d
ρ(ak+1,P(Tk,1)) =

= |a1ak+1| sinα(τ1,k+1,P(Tk,1)) &
d

|a1ak+1| �
d
H.

Таким образом, выполнено условие (3.2.8). Если также выполнено (3.2.9),

положим F (ak+1) = a2 . Так как Tk,2 состоит из одной вершины, то

α (l,P(Tk,2)) = π/2 ( l — прямая, проходящая через ak+1 и a2 ) и вы-

полнено (3.2.4). На основании замечания 3.2.1 можем утверждать, что в

данном случае (3.2.27) доказано.

Если (3.2.9) не выполнено, то ln(c)ln(a1) > 0 и, следовательно,

справедливо также (3.2.25). Тогда положим F (ak+1) = a1 . Так как

sinα(τ1,k+1,P(Tk,1)) &
d

1 , то имеет место (3.2.26) при s∗ = 0 . Таким об-

разом, (3.2.27) справедливо на основании замечания 3.2.2.

Случай 2. Если sinα(τ1,k+1,P(Tk,1))→ 0 при cos θ → 0 , то переходим к

рассмотрению симплекса с вершинами a1, a3, a4, . . . , ak+1 . Далее действуем

по индукции, переходя к рассмотрению симплексов меньших размерностей,

пока не окажемся в условиях случая 1.

Также исходная последовательность симплексов {∆i} может состо-

ять из подпоследовательностей, удовлетворяющих условиям случаев 1

или 2. Тогда каждую такую подпоследовательность рассматриваем отдель-

но. Следствие 3.2.1 доказано. �

Для произвольного симплекса ∆̆ через diam
(

∆̆
)

обозначим диаметр

этого симплекса.

Следствие 3.2.2. Если для любого m -симплекса ∆̆ (m < d ) с

вершинами b1, . . . , bm+1 ∈ {a1, . . . , ad+1} , удовлетворяющего условию

diam
(

∆̆
)
/H → 0 при cos θ → 0 , выполнено условие

sin Θ
(

∆̆
)
&
d

1
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то найдется положительная функция w(cos θ) такая, что w(cos θ)→ 0

при cos θ → 0 , и для всех ν = 1, . . . , n справедливы оценки (3.2.27).

Доказательство. Пусть вершины симплекса ∆ занумерованы так, как

это описано в формулировке следствия 3.2.1, и k — такое, что выполне-

ны (3.2.23) и (3.2.24). Если ρ(ak+1, F (ak+1)) �
d
H , то (3.2.27) справедливо

согласно следствию 3.2.1. Пусть ρ(ak+1, F (ak+1)) � H . Рассмотрим k -

симплекс ∆[k+1] с вершинами a1, . . . , ak+1 . Выделим симплекс ∆̆ с наи-

большим количеством вершин такой, что ak+1 ∈ ∆̆ и diam
(

∆̆
)
� H .

Перенумеруем следующим образом вершины симплекса ∆[k + 1] , обо-

значив их a∗1, . . . , a
∗
k+1 . В ∆[k + 1] выберем такие две вершины aj1 и

aj2 , что aj2 ∈ ∆̆ , j2 6= k + 1 , |aj1aj2| �
d
H . Положим a∗1 = aj1 ,

a∗2 = aj2 , a∗k+1 = ak+1 . Оставшиеся снова нумеруем таким образом, что

если |a∗s1
a∗j | �

d
H для любого j = 1, . . . , s1 − 1 и |a∗s2

a∗j | � H для неко-

торого j ∈ {1, . . . , s2 − 1} , то s1 < s2 . Симплекс ∆[k + 1] , у которого

вершины перенумерованы указанным способом, обозначим ∆∗[k + 1] . По-

строим ориентированное дерево Tk+1 с вершинами a∗1, . . . , a
∗
k+1 по преж-

ним правилам. Заменим в Tk+1 все дуги eij такие, что |eij| � H , на дуги

e1j . Полученное ориентированное дерево обозначим T ∗k+1 .

Если для ∆∗[k + 1] выполнены соотношения

sin βl(∆
∗[k + 1]) &

d

1 при 3 ≤ l ≤ k,

sin βk+1(∆
∗[k + 1])→ 0 при cos θ → 0,

то выполнено условие 2) следствия 3.2.1 и (3.2.27) доказано.

Eсли существует i < k такое, что

sin βl(∆
∗[k + 1]) &

d

1 при 3 ≤ l ≤ i,

sin βi+1(∆
∗[k + 1])→ 0 при cos θ → 0,

192



то переходим к рассмотрению i -симплекса ∆∗[i + 1] с вершинами

a∗1, . . . , a
∗
i+1 и по индукции проводим то же доказательство для ∆∗[i + 1] .

Следствие 3.2.2 доказано. �

Следствие 3.2.3. Если d = 3 , и ∆ содержит не менее 4 ребер, дли-

ны которых rj , 1 ≤ j ≤ k ( k ≥ 4 ), удовлетворяют соотношениям

rj � H, то существует положительная функция w(cos θ) такая, что

w(cos θ)→ 0 при cos θ → 0 , и

E3
n,ν &

n
M

Hn+1−ν

w(cos θ)
, ν = 1, . . . , n. (3.2.28)

Доказательство. Занумеруем вершины таким образом, что |a1a2| �
H . Если ∆ содержит не менее 5 ребер, длины которых rj удовлетво-

ряют соотношениям rj � H, то в качестве a3 выберем такую вершину,

что ρ(a3, F (a3)) � H . Иначе вершины, отличные от a1 и a2 , нумеруем

произвольно. Без ограничений общности можем считать, что F (a4) = a2 .

Пусть |a2a4| � H . Тогда выполнено условие (3.2.3). Если F (a3) =

a1 , то T3,2 является точкой, т. е. α (l,P(T3,2)) = π/2 , где l — прямая,

проходящая через a2 и a4 , и выполнено условие (3.2.4). Таким образом,

в силу теоремы 3.2.1 имеет место (3.2.28). Если F (a3) = a2 , то |a3a2| � H ,

так как ∆ содержит не менее 4 ребер, длины которых rj удовлетворяют

соотношениям rj � H. Если при этом выполнено условие (3.2.4), то снова

достаточно применить теорему 3.2.1. Если условие (3.2.4) не выполнено, то

переходим к рассмотрению треугольника с вершинами a2, a3, a4 . В этом

треугольнике |a3a2| � H и sinα(τ23, τ24) → 0 при cos θ → 0 . Как уже

говорилось выше, такой случай является доказанным (см. § 2.1).

Если |a2a4| � H , то |ajal| � H для всех j, l ∈ {1, 2, 3, 4} , j 6= l ,

и выполнено условие 1) следствия 3.2.1. Таким образом, следствие 3.2.3

доказано. �
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§ 3.3. Линейная интерполяция на тетраэдре

Сведения данного параграфа вряд ли могут быть названы полностью

оригинальными. Близкие оценки можно получить, например, детально

прочитав и доработав главу 2 из [31]. Результаты параграфа приводятся

как пример, показывающий, что в некоторых случаях оценки (3.0.3) из [57]

могут быть уточнены.

Пусть далее d = 3 и ∆ — тетраэдр с вершинами a1, a2, a3, a4 ; H —

диаметр ∆ . Мы будем рассматривать тетраэдр, имеющий ровно три реб-

ра, длины которых существенно меньше диаметра тетраэдра (в противном

случае у нас имеются оценки снизу из следствия 3.2.3 теоремы 3.2.1, пока-

зывающие, что в определенном смысле оценки П.Жамэ являются неулуч-

шаемыми). Обозначим через Tj , j = 1, 2, 3, 4 , треугольники, являющиеся

гранями тетраэдра напротив вершин aj ; через γj — наибольшие углы тре-

угольников Tj , через βj — средние углы треугольников Tj , через rj —

диаметры треугольников Tj ( j = 1, 2, 3, 4 ). Напомним, что для любого j

имеет место соотношение sin βj � sin γj . Пусть ϑij — величина угла меж-

ду ребром aiaj и гранью Ti ; ϑi ( i = 1, 2, 3, 4 ) и ϑ — такие величины,

что

sinϑi = max
1≤j≤4
j 6=i

sinϑij;

sinϑ = min
1≤i≤4

sinϑi

(напомним, что эти величины введены в п. 2.2.3).

Без ограничений общности можем считать, что r2 � r3 � r4 � H (по-

скольку как минимум три грани тетраэдра имеют диаметр порядка H ) и

sin γ4 & max{sin γ2, sin γ3} (из трех граней можем выбрать грань с наи-

большим синусом наибольшего угла соответствующего треугольника). То-

гда sinϑ . sinϑ4 . sin γ4 (последнее неравенство верно вследствие того,

что любое ребро a4ai тетраэдра является ребром одного из треугольников

T2 или T3 , и тогда sinϑ4 . sin γ2 . sin γ4 или sinϑ4 . sin γ3 . sin γ4 ).
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В соответствии с нашим интересом будем считать, что r1/H → 0 при

sinϑ→ 0 , т. е. r1 � H .

Пусть f ∈ W 2M(∆) ; P 3
1 [f ] — линейная функция, определенная на ∆

и такая, что

P 3
1 [f ](aj) = f(aj), j = 1, 2, 3, 4;

e = f − P 3
1 [f ].

Введем прямоугольный базис b1, b2, b3 следующим образом. Пусть, на-

пример, sinϑ4 = sinϑ42 (так как r1 � H , то либо sinϑ4 = sinϑ42 , либо

sinϑ4 = sinϑ43 , т. е. указанный выбор не влияет на общность результа-

тов). В соответствии с нашим условием |a2a3| . r1 . Тогда пусть вектор

b1 коллинеарен отрезку a2a3 , вектор b2 лежит в плоскости треугольника

T4 и ортогонален вектору b1 , вектор b3 ортогонален плоскости треуголь-

ника T4 . Соответственно через (x1, x2, x3) будем обозначать координаты

произвольной точки u ∈ ∆ в некоторой системе координат с выбранным

базисом. Как и ранее, через τij , будем обозначать единичные векторы, на-

правленные от ai к aj ; через α(v1, v2) — угол между v1 и v2 , где vi

( i = 1, 2 ) может быть вектором, прямой или плоскостью. Пусть ϕ14 —

двугранный угол между плоскостями граней T1 и T4 .

Лемма 3.3.1. Имеют место следующие неравенства:∣∣∣∣∂e(a2)

∂x1

∣∣∣∣ .M |a2a3| .Mr1, (3.3.1)∣∣∣∣∂e(a2)

∂x2

∣∣∣∣ . MH

sin γ4
. (3.3.2)

Доказательство. Оценки (3.3.1) следуют из оценок для одномерной

интерполяции (достаточно рассмотреть отрезок a2a3 ). Применение оценок

одномерной интерполяции к ребру a2a1 дает неравенство∣∣∣∣∂e(a2)

∂τ21

∣∣∣∣ .MH. (3.3.3)

195



С другой стороны,

∂e(a2)

∂τ21
= ±∂e(a2)

∂x1
cosα(τ21, τ23)±

∂e(a2)

∂x2
sinα(τ21, τ23). (3.3.4)

Объединяя (3.3.3) и (3.3.4) и принимая во внимание отношение

sinα(τ21, τ23) � sin γ4 , получаем (3.3.2). Лемма 3.3.1 доказана. �

Лемма 3.3.2. Справедливо неравенство∣∣∣∣∂e(a2)

∂x3

∣∣∣∣ . M

sinϕ14

(
r1

sin γ1
+

H

sin γ4

)
. (3.3.5)

Доказательство. Рассматривая сужение e на отрезок a2a4 , получим

оценку ∣∣∣∣∂e(a2)

∂τ24

∣∣∣∣ .M |a2a4|. (3.3.6)

С другой стороны,

∂e(a2)

∂τ24
= ±∂e(a2)

∂τ̃24
cosϑ4 ±

∂e(a2)

∂x3
sinϑ4,

где τ̃24 — единичный вектор, коллинеарный проекции вектора τ24 на плос-

кость грани T4 . Пусть β′ — угол между τ̃24 и τ23 . Тогда

∂e(a2)

∂τ24
= ±∂e(a2)

∂x1
cosϑ4 cos β′ ± ∂e(a2)

∂x2
cosϑ4 sin β′ ± ∂e(a2)

∂x3
sinϑ4.

Полученное равенство вместе с (3.3.1), (3.3.2), (3.3.6) дает оценку∣∣∣∣∂e(a2)

∂x3

∣∣∣∣ .M
|a2a4|
sinϑ4

+M
|a2a3| cosϑ4 cos β′

sinϑ4
+M

H cosϑ4 sin β′

sin γ4 sinϑ4
.

Примем во внимание соотношения sinϑ4 � sin γ1 sinϕ14 и sin β′/ sin γ1 .

1 , получим∣∣∣∣∂e(a2)

∂x3

∣∣∣∣ . M

sinϕ14

(
|a2a4|
sin β1

+
|a2a3| cosϑ4 cos β′

sin γ1
+
H cosϑ4 sin β′

sin γ1 sin γ4

)
.

.
M

sinϕ14

(
r1

sin γ1
+

H

sin γ4

)
.

Лемма 3.3.2 доказана. �
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Теорема 3.3.1. Справедлива следующая оценка сверху:

E2
1,1 = E2

1,1(∆) .
M

sinϕ14

(
r1

sin γ1
+

H

sin γ4

)
. (3.3.7)

Доказательство. Используем одномерную формулу Тейлора для

функции ∂e/∂ξ на отрезке, соединяющем точки u и a2 . Если ξ = bi ,

i = 1, 2, 3 , то, так как |a2u| . H и f ∈ W 2M(∆) , для доказатель-

ства (3.3.7) остается применить одну из оценок (3.3.1), (3.3.2), (3.3.5). Так

как для произвольного ξ справедливо свойство |∂e/∂ξ| ≤ |∇e| , то теоре-

ма 3.3.1 доказана. �

Замечание 3.3.5. Если sin β4 & 1 и sinϕ14 & 1 , то имеет место оценка

E2
1,1(∆) .M

(
r1

sin γ1
+H

)
= MH

(
r1

H

1

sin γ1
+ 1

)
.

Таким образом, если sin γ1 → 0 , то sinϑ4 → 0 и соответственно

cos θ → 0 , т. е. величина в знаменателе правой части оценки (3.0.3) стре-

мится к нулю. Если при этом r1/H � sin γ1 , то

E2
1,1(∆) .MH,

т. е. оценка (3.3.7) является более точной, чем (3.0.3).
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Заключение

В диссертационной работе получены следующие основные результаты.

Для интерполяционного процесса Лагранжа исходной функции по рав-

номерным узлам d -симплекса многочленами степени не выше n по сово-

купности переменных найден точный порядок роста констант Лебега Ldn

по n при фиксированном d . Получена поточечная оценка снизу для верх-

него предела последовательности функций Лебега для указанного интер-

поляционного процесса.

Предложен ряд способов интерполяции функции f ∈ W n+1M(∆) при

d = 2, 3 , позволяющих получать непрерывные или гладкие сплайны на

триангулированной области. Для построенных таким образом простых (не

составных) конечных элементов получены оценки аппроксимации величин

Ed
n,s , являющиеся более точными, чем оценки в случаях известных ранее

способов интерполяции. Аналогичная задача оценки величины Edn,s решена

для составного элемента типа Сие-Клафа-Точера при d = 2 с выбором

дополнительной точки в центре вписанной окружности треугольника.

Показано, что требование гладкости результирующей кусочно-

полиномиальной функции на триангулированой области не позволяет

полностью исключить ”условие наименьшего угла” треугольников из

требований к триангуляции, если необходимо аппроксимировать производ-

ные порядка два и выше на множестве функций W n+1M . Рассмотрены

простые и составные конечные элементы.

Введена новая характеристика d -симплекса, позволяющая контролиро-

вать качество триангуляции и являющаяся более простой для вычисления

и использования на практике, чем классическая характеристика П. Жамэ.

С помощью этой характеристики доказано, что в случае интерполяции

Лагранжа по равномерным узлам d -симплекса оценки П.Жамэ являются

близкими к оптимальным и должны приниматься во внимание при иссле-
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довании и использовании величины Ed
n,s .

Полученные результаты могут использоваться при решении краевых

задач методом конечных элементов, позволяя, в частности, накладывать

меньшие ограничения на триангуляцию исходной области.
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[77] Ženǐsek A. Interpolation polynomials on the triangle // Numer. Math.,

1970, V. 15. P. 283–296.
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[82] Ženǐsek A. The convergence of finite element method for boundary value

problems of a system of elliptic equations (in Czech) // Apl. Mat. 1969.

V. 14. P. 355–377.

[83] Байдакова Н. В. Об одном способе эрмитовой интерполяции много-

членами третьей степени на треугольнике // Труды ИММ УрО РАН.

2005. Т. 11, №2. C. 47–52

208



[84] Байдакова Н. В. О порядке констант Лебега интерполяционного

процесса алгебраическими многочленами по равномерным узлам сим-

плекса // Матем. заметки. 2005. Т. 77, № 6. C. 814–831. (Перевод на

англ.: Baidakova N. V. On the order of the Lebesgue constants for

interpolation by algebraic polynomials from values at uniform nodes of a

simplex // Mathematical Notes. 2005 V. 77, Iss. 5-6. P. 751–766.)

[85] Байдакова Н. В. O некоторых интерполяционных многочленах тре-

тьей степени на трехмерном симплексе // Труды ИММ УрО РАН.

2008. Т. 14, № 3. С. 43–57. (Перевод на англ.: Baidakova N. V.

On some interpolation third-degree polynomials on a three-dimensional

simplex // Proc. Steklov Inst. Math. V. 264, Suppl. 1. 2009. P. S44–S59.)

[86] Байдакова Н. В. Влияние гладкости на погрешность аппроксима-

ции производных при локальной интерполяции на триангуляциях //

Труды ИММ УрО РАН. 2011. Т. 17, №3. С. 83–97. (Перевод на англ.:

Baidakova N. V. Influence of smoothness on the error of approximation

of derivatives under local interpolation on triangulations // Proc. Steklov

Inst. Math. V. 277, Suppl. 1. 2012. P. S33–S47.)

[87] Байдакова Н. В. Оценка снизу функции Лебега интерполяционно-

го процесса алгебраическими многочленами по равномерным узлам

симплекса // Матем. заметки. 2012. Т. 92, № 1. C. 19–26. (Перевод на

англ.: Baidakova N. V. Lower bound for the Lebesgue function of an

interpolation process with algebraic polynomials on equidistant nodes of

a simplex // Mathematical Notes. 2012. V. 92, Iss. 1-2. P. 16–22.)

[88] Байдакова Н. В. Оценки сверху величины погрешности аппрокси-

мации производных в конечном элементе Сие-Клафа-Точера // Тру-

ды ИММ УрО РАН. 2012. Т. 18, № 4. С. 80–89.

209



[89] Байдакова Н. В. Новые оценки величин погрешности аппроксима-

ции производных при интерполяции функции многочленами третьей

степени на треугольнике // Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Мате-

матика. Механика. Информатика. 2013. Т. 13, №1(2). С. 15–19.

[90] Байдакова Н. В. Оценки снизу погрешности аппроксимации про-

изводных для составных конечных элементов со свойством гладко-

сти // Труды ИММ УрО РАН. 2014. Т. 20, № 1. С. 32–42. (Перевод на

англ.: Baidakova N. V. Lower estimates for the error of approximation

of derivatives for composite finite elements with smoothness property //

Proc. Steklov Inst. Math. V. 288, Suppl. 1. 2015. P. S29–S39.)

[91] Байдакова Н. В. Треугольный конечный элемент с новыми аппрок-

симативными свойствами // Труды ИММ УрО РАН. 2015. Т. 21, № 4.

С. 67–77. (Перевод на англ.: Baidakova N. V. A triangular finite

element with new approximation properties // Proc. Steklov Inst. Math.

V. 296, Suppl. 1. 2017. P. S74–S84.)

[92] Байдакова Н. В. Алгоритм построения эрмитовых конечных эле-

ментов третьей степени // Сиб. электрон. матем. изв. 2016. Т. 13.

С. 799–814.

[93] Байдакова Н. В. Об оценках П. Жамэ для коненых элементов с

интерполяцией в равномерных узлах симплекса // Математические

труды. 2017. Т. 20, № 1. С. 43–74.

210


