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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Èíòåðåñ ê ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì ñ äèñêðåòíûì
àðãóìåíòîì ñòèìóëèðóåòñÿ âîïðîñàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâîçíàíèÿ è ïðîáëåìàìè òåîðåòè÷åñêîãî
îáîñíîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Ôóíäàìåíòàëüíûå îñíîâû òåîðèè
ýòèõ óðàâíåíèé èçëîæåíû â ìîíîãðàôèÿõ À.Î. Ãåëüôîíäà, À. Õàëàíàÿ
è Ä. Âåêñëåðà, Ä.È. Ìàðòûíþêà, È.Â. Ãàéøóíà, À.Ì. Ñàìàðñêîãî.
Èññëåäîâàíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ äèñêðåòíûì àðãóìåíòîì
ïðîäîëæàþòñÿ è â íàøè äíè. Ðàçâèòèå òåîðèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
ñ íåïðåðûâíûì àðãóìåíòîì ñòèìóëèðóåòñÿ ïîòðåáíîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðîáëåìàìè, ñâÿçàííûìè ñ íàõîæäåíèåì ðåøåíèé
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå âîçíèêàþò â õîäå èçó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Èññëåäîâàíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé óñòàíîâèëè
èõ òåñíóþ ñâÿçü ñ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè. Îñíîâíûå
ïîëîæåíèÿ òåîðèè ýòèõ óðàâíåíèé èçëîæåíû â ìîíîãðàôèÿõ Í.Â. Àçáåëåâà,
Â.Ï. Ìàêñèìîâà è Ë.Ô. Ðàõìàòóëëèíîé, Ð. Áåëëìàíà è Ê.Ë. Êóêà,
Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî è Â.Ð. Íîñîâà, Í.Í. Êðàñîâñêîãî, À.Ä. Ìûøêèñà,
Äæ. Õåéëà, Ë.Ý. Ýëüñãîëüöà è Ñ.Á. Íîðêèíà, Ñ.Í. Øèìàíîâà.
Ïîýòîìó òåðìèíîëîãèÿ è ìåòîäîëîãèÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñëåäíèõ óðàâ-
íåíèé áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Íàèáîëåå
èçó÷åííûì îáúåêòîì ÿâëÿþòñÿ ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè
îòêëîíåíèÿìè àðãóìåíòîâ. Èì ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.Á. Àíòîíåâè÷à,
Ì.Ã. Áëèçîðóêîâà, Ì.Ì. Êèïíèñà, Â.Ã. Êóðáàòîâà, À.À. Ìèðîëþáîâà,
Ã.Ï. Ïåëþõà, Å.Þ. Ðîìàíåíêî, Ì.À. Ñîëäàòîâà, À.Í. Øàðêîâñêîãî,
J.M. Ferreira è äðóãèõ àâòîðîâ. Äëÿ äàííîãî êëàññà ñèñòåì ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ðàçíîé ñòåïåíè ãëàäêîñòè, íàéäåíû
ïðåäñòàâëåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû è
ðàçðàáîòàíû ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ñ
ïåðåìåííûìè îòêëîíåíèÿìè àðãóìåíòîâ íàçûâàþò òàêæå ôóíêöèîíàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè. Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé äëÿ íèõ
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé. Îíà èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ Ë.Ï. Êó÷êî,
Â.Â. Ìèòþøåâà, Ã.Ï. Ïåëþõà, M. Kuczma è äðóãèõ. Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ
ñ ðàñïðåäåëåííûìè îòêëîíåíèÿìè àðãóìåíòîâ èçó÷åíû ïëîõî. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ìû íàçûâàåì èõ ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûìè ïî àíàëîãèè ñ
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Òàêèå îáúåêòû
ïðèâëåêàëè âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé â õîäå èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Âîëüòåððû è
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè íåéòðàëüíîãî òèïà.
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Â ðàáîòàõ J. Hale è D. Henry óñòàíîâëåíà ñâÿçü ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ
ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ òåîðèåé ñèëüíî íåïðåðûâíûõ
ïîëóãðóïï è äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå äåëàòü çàêëþ÷åíèå îá
óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå àíàëèçà ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

Öåëü ðàáîòû. Ïðåäëîæèòü ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ
ëèíåéíîé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ñòàöèîíàðíîì
è íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àÿõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàòü ïðè
èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû îñíîâàíû
íà ðåçóëüòàòàõ òàêèõ íàïðàâëåíèé íàóêè, êàê òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ è
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç
è òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. Ïðè íàõîæäåíèè àíàëèòè÷åñêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò î âèäå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî
îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïðè èññëåäîâàíèè
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ýâîëþöèîííîãî
îïåðàòîðà è îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè,
ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è Êîøè
äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå óñòàíàâëèâàòü
óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè íåïðåðûâíûõ
ðåøåíèé íà÷àëüíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ
ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé;

2) ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíûõ
è íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé;

3) ðàçðàáîòàíû ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé, îï-
ðåäåëÿþùèõ àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé;

4) â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ââåäåíû ïîíÿòèÿ
ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðà, îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè è äîêàçàíû îáùèå
óòâåðæäåíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñèñòåì;

5) íàéäåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ
ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñèñòåì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
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äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, â òîì
÷èñëå íà óñòîé÷èâîñòü, è äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå â êà÷åñòâå ëåêöèé ñïåöèàëüíîãî êóðñà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáñóæäàëèñü è
äîêëàäûâàëèñü íà 4-é ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ è
ñòóäåíòîâ "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé íàóêè"(Ñàìàðà, 2003);
Âîðîíåæñêîé âåñåííåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ�
XIII"(2002), "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XIV"(2003), "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òå-
íèÿ � XV"(2004); XXVI êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìàòåìàòèêî�
ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (Ìîñêâà, 2004);
Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè "Àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç íåóñòîé÷èâûõ
çàäà÷"(Åêàòåðèíáóðã, 2004); ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè
ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÓðÃÓ èì. À.Ì. Ãîðüêîãî
(Åêàòåðèíáóðã, 1998-2004).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû â
ðàáîòàõ [1]�[9].

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ
ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 92 íàèìåíîâàíèÿ,
îáùèé îáúåì � 112 ñòðàíèö ïå÷àòíîãî òåêñòà.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ñäåëàí êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè,
îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü èññëåäóåìîé ïðîáëåìû è èçëîæåíû îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñòàöèîíàðíûõ
ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

x (t) =

∫ 0

−r

dϑη (ϑ) x (t + ϑ) + h (t) , (1)

ãäå x : R → Rn, h ∈ C (R,Rn), ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ η èìååò îãðàíè÷åííóþ
âàðèàöèþ íà [−r, 0], η (0) = η (−0) = 0.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå îïèñàíû îñíîâíûå èäåè è ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå
ïðè ïîñòðîåíèè îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â ñòàöèîíàðíîì âàðèàíòå. Ïðè
ðåàëèçàöèè èõ â íåñòàöèîíàðíîì âàðèàíòå â ãëàâå 2 òåõíè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ
óñëîæíÿþòñÿ è ñóòü ýòèõ èäåé è ìåòîäîâ ñòàíîâèòñÿ ìåíåå ïðîçðà÷íîé.
Ñòàöèîíàðíîñòü ïîçâîëÿåò òàêæå îïèñàòü äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà
ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.
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Â ïàðàãðàôå 1.1 äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1). Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
òðàäèöèîíåí äëÿ ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì. Îí èñïîëüçóåò ïðèíöèï ñæàòûõ
îòîáðàæåíèé è âîëüòåððîâîñòü ïî À.Í. Òèõîíîâó îïåðàòîðà, îïðåäåëÿþùåãî
ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû (1). Íàëè÷èå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ òðåáóåò
ñïåöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.

Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü áîëüøóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèé
ïðè h ∈ Cm ([0, +∞) ,Rn), ϕ ∈ Cm ([−r, 0] ,Rn), åñëè íàëîæèòü ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

ϕ(k) (0) =

∫ 0

−r

dϑη (ϑ) ϕ(k) (ϑ) + h(k) (0) , 0 ≤ k ≤ m. (2)

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü h è ϕ � m-ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (2), ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ η

èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà [−r, 0] è η (0) = η (−0) = 0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå m-ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (1).

Â ïàðàãðàôå 1.2 ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé ñòàöèîíàðíûõ
ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Ïðè íàõîæäåíèè ýòîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ âèä ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Â ïàðàãðàôå 1.3 ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé S è
T , îïðåäåëÿþùèõ ïðåäñòàâëåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ
óðàâíåíèé. Ïðè íàõîæäåíèè ôóíêöèé S è T , ïóòåì ïîäñòàíîâêè
ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå (1), â õîäå âû÷èñëåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ
èíòåãðàëû Ëåáåãà-Ñòèëòüåñà, ÷òî çíà÷èòåëüíî îñëîæíÿåò òåõíè÷åñêóþ
ñòîðîíó ïðîáëåìû. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðè íàõîæäåíèè S è T

èñïîëüçîâàòü ñèñòåìû ñ ãëàäêèìè h è ðåøåíèÿ ñ ãëàäêèìè ϕ. Ýòî ïîçâîëÿåò
ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ, èñïîëüçóÿ èíòåãðàëû Ðèìàíà-Ñòèëòüåñà.

Â ãëàâå 2 èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû íåñòàöèîíàðíûõ ôóíê-
öèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

x (t) =

∫ 0

−r

dϑη (t, ϑ) x (t + ϑ) + h (t) , (3)

ãäå x : R → Rn; h ∈ C (R,Rn); ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ η (t, ·) ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì t ∈ R èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà îòðåçêå [−r, 0],
η (t, 0) = 0.

Äëÿ óêàçàííîé ñèñòåìû èçó÷àåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à Êîøè â ïðîñòðàíñòâå
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 ∈ R è íà÷àëüíàÿ

6



ôóíêöèÿ ϕ ∈ C ([t0 − r, t0] ,Rn). Ôóíêöèÿ x ∈ C ([t0 − r, +∞) ,Rn) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì íà÷àëüíîé çàäà÷è Êîøè, åñëè äëÿ íåå ðàâåíñòâî (3) âûïîëíÿåòñÿ
òîæäåñòâåííî íà ïîëóîñè (t0, +∞) è x (t) = ϕ (t) ïðè t ∈ [t0 − r, t0].

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è Êîøè
íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ

ϕ (t0) =

∫ 0

−r

dϑη (t0, ϑ) ϕ (t0 + ϑ) + h (t0) . (4)

Óñëîâèå (4) ïðè çàäàííîé ôóíêöèè h íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð
íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ.

Â ïàðàãðàôå 2.1 äîêàçàíà òåîðåìà îá óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü h ∈ C ([t0, +∞) ,Rn), ϕ ∈ C ([t0 − r, t0] ,Rn) ,
âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ (4) è

1) ôóíêöèÿ var
z∈[−r,0]

η (t, z) îãðàíè÷åíà íà ëþáîì îòðåçêå ÷èñëîâîé îñè,
2) îòîáðàæåíèå t → η (t,−r) íåïðåðûâíî íà ÷èñëîâîé îñè,
3) äëÿ ëþáîãî τ ∈ R îòîáðàæåíèå t → ∫ τ

t−r η (t, s− t) ds íåïðåðûâíî íà
ëþáîì îòðåçêå ÷èñëîâîé îñè,

4) var
z∈[−∆,0]

η (t, z) → 0 ïðè ∆ → 0 ðàâíîìåðíî ïî t íà ëþáîì êîíå÷íîì
îòðåçêå ÷èñëîâîé îñè.

Òîãäà íà÷àëüíàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3) èìååò åäèíñòâåííîå
íåïðåðûâíîå ðåøåíèå.

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, â êîòîðûõ ïîêàçàíà ñóùåñòâåííîñòü òðåáîâàíèé
òåîðåìû 2.1 îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè η îò t.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé
çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû íåñòàöèîíàðíûõ ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé (3).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. Òîãäà
íåïðåðûâíîå ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è Êîøè ñèñòåìû (3) äîïóñêàåò
ïðåäñòàâëåíèå

x (t) =

∫ t0

t0−r

dT (t, s, t0) ϕ̃ (s) +

∫ t

t0

dS (t, s) h̃ (s) + (V (t, t0) + In) ϕ (t0) , (5)

ãäå t ≥ t0, ϕ̃ (s) = ϕ (s) − ϕ (t0), s ∈ [t0 − r, t0]; h̃ (t) = h (t) − h (t0),
t ≥ t0; T (t, t0 − r, t0) = 0 ïðè t ≥ t0; T (t0, s, t0) = 0 ïðè s ∈
[t0 − r, t0]; S (t, s) = 0 ïðè t ≤ s; ïðè ëþáîì τ > t0 âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà sup

t∈[t0,τ)
var

t0−r≤s≤t0
T (t, s, t0) < ∞, sup

t∈[t0,τ ]
var

t0≤s≤t
S (t, s) < ∞, ïðè ëþáîì
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τ > t0 è ëþáîì 0 ≤ r′ < r ôóíêöèè
∫ τ

t0
S (t, s) ds è

∫ t0−r′

t0−r T (t, s, t0) ds
íåïðåðûâíû ïî t íà ïîëóèíòåðâàëå [t0,∞); V (t0, t0) = 0 è ôóíêöèÿ V (t, t0)
íåïðåðûâíà ïî t íà ïîëóîñè [t0,∞).

Â ïàðàãðàôå 2.3 ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé S, T è
V . Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 2.1 ôóíêöèÿ S ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ

S (t, τ) =
∂

∂τ

∫ 0

−r

dϑη (t, ϑ)

∫ τ

t

S (t + ϑ, s) ds− In, t > τ,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì S (t, τ) = 0 ïðè t ≤ τ .
Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè S è V :

V (t, t0) = −S (t, t0) η (t0,−r)−
∫ t

t0

dS (t, s) η (s,−r) , t > t0,

è ìåæäó ôóíêöèÿìè S è T :

T (t, s, t0) =
∂

∂s

∫ s+r

t0

dS (t, ξ)

∫ s−ξ

−r

[η (ξ, ϑ)− η (ξ,−r)] dϑ+

+S (t, t0) (η (t0, s− t0)− η (t0,−r)) , t > t0, s ∈ [t0 − r, t0] .

Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè T èç ïðåäñòàâëåíèÿ (5):

T (t, τ, t0) =
d

dτ

∫ 0

−r

dϑη (t, ϑ)

∫ τ

t0−r

T (t + ϑ, s, t0) ds+

+ [η (t0,−r)− η (t0, τ − t0)] , τ ∈ [−r, 0] , t ≥ t0 + r,

T (t, τ, t0) =
d

dτ

∫ 0

−r

dϑη (t, ϑ)

∫ τ

−r

T (t + ϑ, s, t0) ds + η (t,−r)− η (t, τ) ,

τ ∈ (−r, t− r) , t ∈ (t0, t0 + r) ,

T (t, τ, t0) =
d

dτ

∫ 0

−r

dϑη (t, ϑ)

∫ τ

−r

T (t + ϑ, s, t0) ds + η (t, τ − r)− η (t, τ) ,

τ ∈ (t− r, 0) , t ∈ (t0, t0 + r) .

Èçìåíåíèå ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëàõ
äëÿ íàõîæäåíèÿ S è T îáîñíîâàíî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1) η � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà ϑ;
2) η � ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà ϑ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê

ðàçðûâà;
3) η ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé è ñòóïåí÷àòîé

ôóíêöèé.

8



Óñëîâèÿ êîððåêòíîé ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ôóíê-
öèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü èçó÷àþòñÿ â
ïàðàãðàôå 2.4.

Â ïàðàãðàôå 2.5 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ñèñòåìîé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé çàïàçäûâàþùåãî è íåéòðàëüíîãî òèïîâ.

Óòâåðæäåíèå 2.10. Ïóñòü ïî÷òè ïðè âñåõ s, t ∈ R ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîäíàÿ dη (t, s− t)

dt
( dη (t, s− t)

dt
=

∂η (t, z)

∂t
|z=s−t −∂η (t, z)

∂z
|z=s−t),

èçìåðèìàÿ è ëîêàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ â
îáëàñòè R × R, à òàêæå ñóùåñòâóåò ìàòðèöà (In + η (t,−r))−1. Òîãäà
ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è Êîøè x (t, t0, ϕ), t ≥ t0 − r, ñèñòåìû (3) ïðè
h = 0 ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé ϕ, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ (4), ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà [t0 − r, +∞) è óäîâëåòâîðÿåò ïðè t > t0 ñèñòåìå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà

ẋ (t) =
∂η (t,−r)

∂t
(In + η (t,−r))−1

∫ t

t−r

(In + η (t, s− t)) ẋ (s) ds−

−
∫ t

t−r

dη (t, s− t)

dt
ẋ (s) ds +

∫ t

t−r

dη (t, s− t) ẋ (s) .

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Â ïàðàãðàôå 3.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ
ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (1) ïðè h = 0. Îíà
ïîðîæäàåò ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ {T (t) , t ≥ 0}.
Îïðåäåëåí èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð äàííîé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ è
åãî ñïåêòð.

Òåîðåìà1. Åñëè ôóíêöèÿ η íå èìååò ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè, òî äëÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1) ïðè h = 0 ïî îò-
íîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì èç C̃ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëî δ > 0, äëÿ êîòîðîãî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
det

(∫ 0
−r dη (ϑ) eλϑ − In

)
= 0 ëåæàëè â îáëàñòè {λ : Re λ ≤ −δ, λ ∈ C}.

Ôóíêöèÿ η íå èìååò ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè, åñëè
∫ 0
−r dη (ϑ) ϕ (ϑ) =

−
∞∑

k=1

Akϕ (−rk) +
∫ 0
−r A (ϑ) ϕ (ϑ) dϑ, ãäå 0 < rk ≤ r,

∞∑

k=1

Ak < ∞ è A �

èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿ íà [−r, 0].
1Henry D. Linear autonomous neutral functional di�erential equations // J. Di�. Eq. 1974. V.15. N 1.

P.106�128.
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Â ýòîé òåîðåìå íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ η. Åñëè
îòêàçàòüñÿ îò ýòèõ îãðàíè÷åíèé, òî ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó
äëÿ âîçìóùåíèé íà÷àëüíûõ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà D

(A2
)
.

Äëÿ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ïðèâåäåííûõ â êîíöå
ïàðàãðàôà, íàéäåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ïîñòðîåíèè îáëàñòåé
óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ä-ðàçáèåíèÿ, à ïðè êîìïüþòåðíîé
ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà � ïàêåò Maple.

Ïàðàãðàô 3.2 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè íåñòàöèîíàðíûõ
ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (3) ïðè h = 0.

Â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ðåøåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî îòðåçîê
xt (ϑ, t0, ϕt0) = x (t + ϑ, t0, ϕt0), ϑ ∈ [−r, 0], t ≥ t0. Ýòîò ýëåìåíò xt ∈
C̃t ([−r, 0] ,Rn) =

{
xt : xt ∈ C ([−r, 0] ,Rn) , xt (0) =

∫ 0
−r dϑη (t, ϑ) xt (ϑ)

}
.

Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáðàç ýëåìåíòà ϕt0 ïðè íåêîòîðîì
îòîáðàæåíèè:

xt (ϑ, t0, ϕt0) = (T (t, t0) ϕt0) (ϑ) , ϑ ∈ [−r, 0] , t ≥ t0,

ãäå T (t, t0) : C̃t0 ([−r, 0] ,Rn) → C̃t ([−r, 0] ,Rn).
Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. Äëÿ óñ-

òîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3) ïðè h = 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
sup
t>t0

‖T (t, t0)‖ < ∞.

Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3) ïðè h = 0 íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû lim

t→∞
‖T (t, t0)‖ = 0.

Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (3) ïðè h = 0 íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà K è α, òàêèå
÷òî ‖T (t, t0)‖ ≤ Ke−α(t−t0), t ≥ t0.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1 è ñóùåñòâóåò
òàêîå t1 > t0, ÷òî sup

t≥t1

var
ϑ∈[−r,0]

η (t, ϑ) < 1. Òîãäà ñèñòåìà (3) ïðè h = 0

ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà.
Â ïàðàãðàôå 3.3 èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ

íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, êîãäà η
� ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ñ ïåðèîäîì ω ≥ r.
Ýâîëþöèîííûå îïåðàòîðû òàêèõ ñèñòåì îáëàäàþò ñâîéñòâîì:

T (t + nω, t0) = T (t, t0)Tn (t0 + ω, t0) , t ≥ t0,

ãäå n � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îïåðàòîð ìîíîäðîìèè U (t0) =
T (t0 + ω, t0) : C̃t0 ([−r, 0] ,Rn) → C̃t0 ([−r, 0] ,Rn) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.
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Ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà U (t0) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(U (t0) ϕt0) (ϑ) =

∫ 0

−r

dT (t0 + ω + ϑ, t0 + ξ, t0) ϕt0 (ξ) +

+ (V (t0 + ω + ϑ, t0)− T (t0 + ω + ϑ, t0, t0) + In) ϕt0 (0) , −r ≤ ϑ ≤ 0.

Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. Ïåðèîäè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (3) ïðè h = 0 ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà, åñëè ðàäèóñ ñïåêòðà
îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè ìåíüøå åäèíèöû.

Èññëåäîâàíû íåêîòîðûå êëàññû ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ñèñòåìû
x (t) = B (t) x (t− τ) ,

ãäå x ∈ Rn, B � ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè, det B (t) 6= 0, t ∈ R, τ = ω

m, ãäå
m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàéäåíû ñïåêòðàëüíîå è ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâà
îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè. Óêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ
x (t) = b (t) x (h (t)) ,

ãäå b � ω�ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé, b (t) 6= 0,
h (t) = t − τ (t), t ∈ R, τ � íåïðåðûâíàÿ ω�ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,
0 < τ (t) < ω è èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ τ̇ (t) < 1 ïðè 0 < t < ω,
τ (0) = ω, τ̇ (+0) < 0, τ̇ (−0) > 0, ïîñòðîåí îïåðàòîð ìîíîäðîìèè, à äëÿ
íåãî � ñïåêòðàëüíîå è ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâà. Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû |b (0)| < 1.

Ðàññìîòðåíà ñèñòåìà
x (t) = B (t) x (h (t)) , (6)

x ∈ Rn, B � íåïðåðûâíàÿ ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ, det B (t) 6= 0
ïðè t ∈ [0, ω], h (t) = t− τ (t), τ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ñ ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé, 0 < τ (t) ≤ ω, τ̇ (t) < 1.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà t0 óêàçàíî ïðåäñòàâëåíèå
îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè

(Uϕ) (ϑ) = D (ϑ) ϕ (u (ϑ)) , ϑ ∈ [h (t0) , t0] ,

ãäå
D (ϑ) =

{
B (ϑ) . . . B

(
h(m−2) (ϑ)

)
, ϑ ∈ [h (t0) , ϑ0) ,

B (ϑ) . . . B
(
h(m−1) (ϑ)

)
, ϑ ∈ [ϑ0, t0] ,
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u (ϑ) =

{
h(m−1) (ω + ϑ) , ϑ ∈ [h (t0) , ϑ0) ,

h(m) (ω + ϑ) , ϑ ∈ [ϑ0, t0] ,

è ϑ0 = h(−m+1) (t0) − ω, m � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, h(k) (k � öåëîå
÷èñëî) � k-ÿ èòåðàöèÿ ôóíêöèè h. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî t0, ÷òî u(2) (ϑ0) = ϑ0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû
Q (ϑ0) = D (ϑ0) D (u (ϑ0)) èìåþò ðàçëè÷íûå ìîäóëè. Çàíóìåðóåì èõ â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëåé, òî åñòü |ρ1| < ... < |ρn|. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè
ðàáîòû2 äîêàçàíî óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ïóñòü B � íåïðåðûâíàÿ ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàò-
ðè÷íàÿ ôóíêöèÿ, det B (t) 6= 0 ïðè t ∈ [0, ω], h (t) = t − τ (t), τ � àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíàÿ ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííîé
ïðîèçâîäíîé, 0 < τ (t) ≤ ω, τ̇ (t) < 1, u(2) (ϑ0) = ϑ0, ϑ0 = h(−m+1) (t0) − ω.
Òîãäà çíà÷åíèÿ ρ ∈ C: |ρk| < |ρ| < |ρk+1|, 1 ≤ k < n, |ρ| < |ρ1|, |ρ| > |ρn|
ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè òî÷êàìè îïåðàòîðà U . Çíà÷åíèÿ ρ ∈ C: |ρ| = |ρk|,
ρ 6= ρk, 1 ≤ k ≤ n, ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè îñòàòî÷íîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà U .

Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (6) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû |ρn| < 1.

Â ïàðàãðàôå 3.4 èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîèçâîäñòâà òîâàðîâ, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå3.
Ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

m (t) =
∫ t

a(t) α (τ, t) y (τ) m (τ) dτ,

p (t) =
∫ t

a(t) m (τ) dτ, t > t0.
(7)

Çíà÷åíèå m (t) îïðåäåëÿåò â ìîìåíò âðåìåíè t ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
êîëè÷åñòâà íîâûõ ïðîäóêòîâ; a (t) � íåêèé âðåìåííîé ïîðîã: âñå ïðîäóêòû,
ñîçäàííûå ðàíåå ýòîãî ïîðîãà, â ìîìåíò t íå èñïîëüçóþòñÿ, à ñîçäàííûå ïîñëå
ýòîãî ñðîêà, èñïîëüçóþòñÿ íà 100%; y (t) � ðàñïðåäåëèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ;
p (t) � êîëè÷åñòâî ôóíêöèîíèðóþùèõ ïðîäóêòîâ â ìîìåíò âðåìåíè t.
Êîýôôèöèåíò α (τ, t) õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ñîçäàíèÿ íîâûõ ïðîäóêòîâ â
ìîìåíò t â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó ýòèõ ïðîäóêòîâ äëÿ ìîìåíòà τ . Â ñèñòåìå (7)
y, p, α � çàäàííûå íåïðåðûâíûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè â îáëàñòÿõ R è
R× R ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû (7) ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé m è a, îïðåäåëåííûõ íà ïîëóèíòåðâàëå [t0 − r, +∞), r > 0, è
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (7) ïðè t > t0. Íà íà÷àëüíîì ìíîæåñòâå [t0 − r, t0]

2Äîëãèé Þ.Ô. Ñâîéñòâà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì íåéòðàëüíîãî òèïà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. 1988. N 9. Ñ.23�30.

3Ãëóøêîâ Â.Ì., Èâàíîâ Â.Â., ßíåíêî Â.Ì. Ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèâàþùèõñÿ ñèñòåì. Ì.: Íàóêà, 1983.
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ôóíêöèè m è a çàäàþòñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèÿ m (t) > 0, r ≥ t − a (t) > 0
ïðè t ∈ [t0 − r, +∞).

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå m0 (t) , a0 (t), t ∈
[t0 − r, +∞) ñèñòåìû (7). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî inf

t≥t0−r
m0 (t) > 0, a0 (t) = t −

τ0 (t), ãäå inf
t≥t0−r

τ0 (t) > 0, sup
t≥t0−r

τ0 (t) ≤ r. Ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè ýòîãî
ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âîçìóùåííîãî
äâèæåíèÿ

m (t) =

∫ t

a0(t)
[α (τ, t) y (τ)− α (a0 (t) , t) y (a0 (t))] m (τ) dτ, (8)

a (t) =
1

m0 (a0 (t))

∫ t

a0(t)
m (τ) dτ. (9)

Ñèñòåìà (8), (9) ìîæåò áûòü îïèñàíà â ôîðìå (3) ïðè h = 0, åñëè ïîëîæèòü
x = (m, a)>, η11 (t, τ) =

∫ τ+t

t [α (s, t) y (s)− α (a0 (t) , t) y (a0 (t))] ds, −τ0 (t) ≤
τ ≤ 0, η11 (t, τ) = η11 (t,−τ0 (t)), −r ≤ τ < −τ0 (t), η12 (t, τ) = 0, −r ≤ τ ≤ 0,
η22 (t, τ) = 1

m0(a0(t))
τ , −τ0 (t) ≤ τ ≤ 0, η22 (t, τ) = η22 (t,−τ0 (t)), −r ≤ τ <

−τ0 (t), η21 (t, τ) = 0, −r ≤ τ ≤ 0.
Çäåñü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è Êîøè. Óðàâíåíèå (8) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
íåçàâèñèìî îò óðàâíåíèÿ (9). Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8), (9) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

|a (t)| ≤ r

inf
t≥t0−r

m0 (t)
sup

t≥t0−r
|m (t)| , t > t0.

Òîãäà èç óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé èëè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé-
÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (8) ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì èç ïðîñòðàíñòâà
C̃ ([−r, 0] ,R) ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (8), (9) ïî
îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì èç ïðîñòðàíñòâà C̃

(
[−r, 0] ,R2

)
. Ïîýòîìó â

äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (8).
Óòâåðæäåíèå 3.4. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå

m0 (t) , a0 (t) , t ∈ [t0 − r, +∞) , inf
t≥t0−r

m0 (t) > 0, inf
t≥t0−r

τ0 (t) > 0,

sup
t≥t0−r

τ0 (t) ≤ r.

Òîãäà óðàâíåíèå (8) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê
âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà C̃ ([−r, 0] ,R), åñëè
ñóùåñòâóåò T > t0, äëÿ êîòîðîãî

sup
t≥T

∫ t

t−τ0(t)
[α (s, t) y (s)− α (t− τ0 (t) , t) y (t− τ0 (t))] ds < 1.
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Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ìîäåëü, êîãäà y (t) = y0 = const,
p (t) = p0 = const, α (τ, t) = α (τ − t), −∞ < τ ≤ t < +∞, α(s) = α0 − α1s,
s ≤ 0, α0, α1 > 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè
èìååò âèä

µ

λ2

(
e−λr − 1

)
+

µr

λ
+ 1 = 0, λ 6= 0, µ = α1y0.

Íàéäåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ïðè ïîñòðîåíèè êîòîðûõ èñïîëüçîâàëñÿ
ìåòîä Ä-ðàçáèåíèÿ, à ïðè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà � ïàêåò
Maple.

Ðàññìîòðåíà ïåðèîäè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîãäà α (τ, t) = µ = const > 0,
p (t) = p0 = const > 0, t ∈ R, y � íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ
r−ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî íå ðàâíàÿ ïîñòîÿííîé. Ñèñòåìà
óðàâíåíèé (7) èìååò ðåøåíèå m0 (t) =

p0

r
, a0 (t) = t− r, t ∈ R.

Ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: íåíóëåâîå ÷èñëî ρ ∈ C ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè óðàâíåíèÿ (8) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ÷èñëî z = ρ−1 6= 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì êðàåâîé çàäà÷è

J
dx

dϑ
= (H1 (ϑ, µ) + zH2) x, x (−r) = zx (0) , (10)

ãäå x = (x1, x2)
>,

J =

(
0 −1
1 0

)
, H1 (ϑ, µ) =

( −1 0
0 −µdy (ϑ) /dϑ

)
, H2 =

(
1 0
0 0

)
.

Ïóñòü Φ (ϑ, z, µ), ϑ ∈ [−r, 0], � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (10),
Φ (−r, z, µ) = I2, z ∈ C, µ > 0, I2 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå êðàåâîé çàäà÷è (10) èìååò âèä

D (z, µ) = z2 − 2zA (z, µ) + 1 = 0, (11)
ãäå A (z, µ) = (ϕ11 (0, z, µ) + ϕ22 (0, z, µ)) /2, Φ (ϑ, z, µ) = ‖ϕij (ϑ, z, µ)‖2

1,
ϑ ∈ [−r, 0], z ∈ C, µ > 0. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ, ïðè êîòîðûõ êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (11) ïåðåñåêàþò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü,
îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ

A (−1, µ) = −1, µ > 0. (12)
Òåîðåìà 3.13. Ïóñòü íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü µ = µ∗

óðàâíåíèÿ (12) ïðîñòîé. Òîãäà ïðè 0 < µ < µ∗ óðàâíåíèå (8) ýêñïî-
íåíöèàëüíî óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì èç ïðîñòðàíñòâà
C̃ [−r, 0], à ïðè µ > µ∗ íåóñòîé÷èâî.

14



ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

1. Êóêóøêèíà Å.Â. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ôóíê-
öèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé // Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè êðàåâûõ
çàäà÷. Ìàòåðèàëû ÂÂÌØ "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XIII". Âîðîíåæ. 2002.
Ñ.90.

2. Äîëãèé Þ.Ô., Êóêóøêèíà Å.Â. Ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíûõ
ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé // Èçâ. Óðàëüñê. óí-òà. 2002. N 22.
Âûï.4. Ñ.62�80.

3. Äîëãèé Þ.Ô., Êóêóøêèíà Å.Â. Îáùèé âèä ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.
2003. N 7. Ñ.27�34.

4. Êóêóøêèíà Å.Â. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ëèíåéíîé
ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé // Ñîâðåìåííûå ìåòîäû
òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷. Ìàòåðèàëû ÂÂÌØ "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XIV".
Âîðîíåæ. 2003. Ñ.71�72.

5. Êóêóøêèíà Å.Â., Äîëãèé Þ.Ô. Ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé íåñòàöèî-
íàðíûõ ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé // Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû
ñîâðåì. íàóêè. Åñòåñòâ. íàóêè. Ìàòåìàòèêà. Òðóäû 4-é ìåæäóíàðîäíîé
êîíô. ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñòóäåíòîâ. Ñàìàðà. 2003. Ñ.46�48.

6. Êóêóøêèíà Å.Â. Îáùèé âèä ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû ôóíê-
öèîíàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû
óïðàâëåíèÿ. 2004. N 2. Ñ.1�34.

7. Êóêóøêèíà Å.Â. Î ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëü-
íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé // XXVI Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìàò.-ìåõ.
ô-òà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Òåç. äîêë. Ìîñêâà. 2004. Ñ.68.

8. Êóêóøêèíà Å.Â. Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé // Àëãîðèòìè÷åñêèé àíàëèç íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷.
Òåç. äîêë. Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè. Åêàòåðèíáóðã. 2004. Ñ.182�183.

9. Êóêóøêèíà Å.Â. Îá óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì ôóíêöèî-
íàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé // Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè êðàåâûõ
çàäà÷. Ìàòåðèàëû ÂÂÌØ "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ � XV". Âîðîíåæ. 2004.
Ñ.126.

15



Ïîäïèñàíî â ïå÷àòü 16.11.04. Ôîðìàò 60×80 1/16.
Áóìàãà òèïîãðàôñêàÿ. Óñë. ïå÷. ë. 1.

Òèðàæ 100 ýêç. Çàêàç N _19_. Ïå÷àòü îôñåòíàÿ.
Åêàòåðèíáóðã, óë. Ìàìèíà-Ñèáèðÿêà, 137,

êîïèöåíòð "Êîïèðóñ"


