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А С И М П Т О Т И К И  Х А Р А К Т Е Р И С Т И Ч Е С К И Х  П О К А ЗА Т Е Л Е Й  
Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н О -Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  УРАВНЕНИЙ *

1. Введение

При построении асимптотических разложений для решений линейной си
стемы функционально-дифференциальных уравнений используются асимп
тотики характеристических показателей [1-4]. При описании системы ф унк
ционально-дифференциальных уравнений в функциональном пространстве 
состояний [5] знание характеристических показателей требуется при постро
ении ее канонического разложения [1, 4]. Последнее разложение используется 
в теории оптимальной стабилизации систем функционально-дифференциаль
ных уравнений [6] для нахождения условий стабилизируемости системы и по
строения оптимального стабилизирующего управления [7-10]. Приведенные 
в данной работе асимптотики характеристических показателей могут быть 
использованы для оценки точности приближенных стабилизирующих управ
лений, которые строятся для конечномерных подсистем канонических разло
жений системы функционально-дифференциальных уравнений.

2. Постановка задачи

Рассматривается линейная система функционально-дифференциальных 
уравнений

^  = Д  m  X (* + <>) + / “_ i m  W  d- ^ 1 , (2.1)

где х : Ж -A Rn ; матричные функции щ , тд имеют ограниченные вариации на 
[—го ,0] и [—7*1, 0] соответственно, 0 <  го <  +оо, 0 <  тд <  +оо, До (0) =  0 ,
m (о) =  r/ı ( - 0) =  о.

Характеристическими показателями указанной системы будем называть 
корни характеристического уравнения

D (А) =  det ( \1 п  — (  d$r]o (d) exp (АД) — А
\  J - г о
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где А Е С, 1п -  единичная матрица порядка п. Требуется найти асимптоти
ческие формулы для больших по модулю корней этого уравнения.

Решение указанной задачи получено для отдельных характеристических 
уравнений с функциями В ,  описываемыми квазиполиномами [2 , 3, 11-16]. 
Квазиполиномами задаются характеристические уравнения для функциональ
но-дифференциальных уравнений (2 .1) с дискретными мерами Стилтьеса щ  
и тц, которые имеют конечное число точек разрыва. Наиболее изучен слу
чай, когда квазиполиномы имеют соизмеримые показатели экспонент. В об
щей постановке задачи о нахождении асимптотик больших по модулю корней 
характеристических уравнений, представленной в данной работе, функции 
В  являю тся целыми. При изучении проблемы асимптотического поведения 
нулей целых функций мы будем опираться на специальные свойства их ана
литического определения.

3. Целые функции экспоненциального типа

Целая функция является функцией экспоненциального типа, если ее по
рядок р меньше или равен единице, в последнем случае тип функции а  
должен быть конечен [17, с. 152]. При изучении корней характеристическо
го уравнения функции В  будем ставить в соответствие функцию В ,  полагая 
В(Х)  =  ехр(пгА) В  (А), А Е С, г — тах(го ,7ц). Нули этих функций, очевидно, 
совпадают.

Теорема 3.1. Пусть матричные функции щ ,г ]1 имеют ограниченные вари
ации на [—го ,0] и [—7*1, 0] соответственно, щ  (0) =  0 , гц (0) =  гц (—0) =  0 , 
а также

при к —» +оо. Тогда характеристическое уравнение (2.2) порождается целой 
функцией В  экспоненциального типа.

Доказательство. Рассмотрим матрицу-функцию А , определенную форму
лой

А(А) =  Аехр(Аг)/п -  д$щ (й) ехр(А($ +  г)) -  А ф?тд ($) ехр(А($ +  г)),

где А Е С. Ее элементы являю тся целыми функциями. Поэтому она допускает 
представление

о
(3.1)

к= 0
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коэффициенты которого определяются формулами Ао = щ  (—го),

А к =  ^  ^  ( r ^ I n  ~  к _ 1  J  d#rio ($) ('ß + r )k -  J  d$r]i ( i ? )  ( i?  +  r )fc_1 , ,

к >  1. При выполнении условий теоремы имеют место асимптотические ф ор
мулы

r k- 1
4̂/с =  ^  1)! ^ + °°-

Тогда для целой функции D  справедливо представление
+оо

Д А ) =  de tA {\)  = ^ 2  аТ ,  А е С,
к = 0

коэффициенты которого определяются асимптотическими формулами

(пг)к~п
ак ~  Ti °(^-))? ^ + °°-[к — п)\

Используя известные формулы [18, с. 12], находим порядок роста и тип ф унк
ции D. Имеем

0 =  i.lim Г7Т"/~^7 =  1: c7 =  e _ 1 , lim ( k $ / \ ä T ) = n r .
к —Щоо i n  11 j  Clfc I к —̂--l-oo V /

Значит, целая функция D  является функцией экспоненциального типа.

Можно показать, что условие (3.1) выполняется для абсолютно непре
рывных ядер Стилтьеса с ограниченными в существенном производными, 
а такж е для дискретных ядер с конечным числом точек разрыва.

Если функция D  имеет бесконечное число нулей Ai, А2, . . . ,  то [17, с. 17] 
к

lim s u p < пге. Следовательно, имеет место асимптотическая формула
/с—Щоо \Лк\

А“ 1 =  0 (]У -1 ), N  -> +оо.

4. Асимптотики характеристических показателей уравнений  
с сосредоточенны ми запаздываниями

Д ля систем уравнений (2.1) с дискретными ядрами Стилтьеса, имеющих 
конечное число точек разрыва, функция О имеет вид

п т

а ^ Х к ехр(—тД ), А Е С,
к = о  .7=0
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где dkj (к — 0 , n, j  =  0 , m) -  вещественные коэффициенты, апо =  1; 0 =  то < 
<  t i  тт . Асимптотики нулей различных классов квазиполиномов опи
саны в работах [2, 3, 11-16]. В настоящей работе предлагается общая методика 
нахождения таких асимптотик.

Д ля нахождения больших по модулю корней характеристического урав
нения преобразуем его к виду

п гп

Y J Y  ak j^ k~n ехр((тто -  T j )  А) = 0 , Л е с .  (4.1)
к=0 j =0

Рассмотрим уравнение

гп

А(е) =  Y anj£Tm~Ti =  0, e G С. (4.2)
i=o

Все корни этого уравнения леж ат в ограниченной области комплексной плос
кости.

Введем замены

z — А- 1 , г =  ехр(А), z, А д  G С, (4.3)

и вспомогательное уравнение

п т

D (z ,e )  = Y / ' Y akj zn~k£Tm~Tj =  G ^  (4‘4)
к=0 j —0

Д ля существования больших по модулю корней уравнения (4.1) необходимо, 
чтобы уравнение (4.2) имело корень. Через £q обозначим произвольный ко
рень этого уравнения. При выполнении условия с?А (во) /dé  /  0 этот корень 
будем называть простым. Вопросы существования и вычисления больших по 
модулю корней характеристического уравнения тесно связаны с вопросами 
разрешимости уравнения (4.4) в области комплексных чисел в малой окрест
ности точки (0 , во).

Т е о р е м а  4 .1 . Каждому простому корню £q /  0 уравнения (4.2) отвечает 
счетная последовательность корней уравнения (4.1), описываемая асимпто
тической формулой

^ N1 =  х(1/(2тгА^г))? N  —» +оо.

Здесь х  ~ некоторая аналитическая функция в малой окрестности точки
V =  0, х(0) =  о, i =  л/М .
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Доказательство. В малой окрестности точки (0,£о) функция D  является 
аналитической и удовлетворяет условиям теоремы о существовании неяв
ной функции [19, с. 27]. Тогда в некоторой окрестности этой точки уравне
ние (4.4) имеет единственное решение £ =  (p(z), удовлетворяющее условию 
(/9(0) =  £о- При этом функция (р является аналитической в некоторой окрест
ности точки z — 0. У читывая замены (4.3), получим счетное число уравнений 
zln(ip(z))  +  2irNiz — 1, где N  — 0, ±1, ± 2 , . . . .  Нас интересуют решения этих 
уравнений при больших значениях N .  Введем малый параметр д  =  (27г АТ) -1 
и рассмотрим вспомогательное уравнение

g (z ,g )  — z  +  gz\n(ip(z)) — д — 0. (4.5)

В малой окрестности точки (0,0) функция д удовлетворяет условиям теоремы 
о существовании неявной функции [19, с. 27]. Тогда в некоторой окрестности 
точки д — 0 последнее уравнение имеет единственное решение z =  х(аО> 
удовлетворяющее условию х(0) =  0. При этом функция х  является аналити
ческой в некоторой окрестности точки д — 0. У читывая проведенные замены, 
заканчиваем доказательство теоремы.

При использовании приближенных асимптотических формул для корней 
характеристического уравнения можно функцию х  заменить конечным от
резком степенного ряда в ее разложении в окрестности точки д — 0. Д ля 
нахождения коэффициентов этого разложения достаточно ограничиться вы
числением коэффициентов конечного отрезка степенного ряда функции (р в ее 
разложении в окрестности точки z = 0.

Пример 4.1. Дано скалярное дифференциальное уравнение с запаздывани
ем нейтрального типа

—- ----Ь ------ +  bx(t — 1) =  0 , а /  0 , b /  0 .
СII ill

Характеристическое уравнение имеет вид Л +  (аА +  b) ехр(—А) =  0. Нахо
дим функцию £ =  (p(z) =  —а — bz и составляем уравнение (4.5)

g ( z 7 д) — z  +  g z  ln (—а — bz) — // =  0 .

Решение последнего уравнения определяем в форме асимптотического раз
ложения

z =  х(аО =  I1 +  z 2f^  +  z 3g 3 +  2цц4 +  0 ( ц 5).

Находим

Z2 — — In (—а), =  — 6/ а  +  1п2(—а), Z4 =  3 (b/а)  1п(—а) +  52/ (2 а 2) — 1п3(—а)
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и асимптотику корней характеристического уравнения

АД =  (27г]Уг)-1 +гг2(27г]Уг)-2 +  23(27т]Уг)_3 +  гг4(27г]Уг)-4 +  0 (]У -5 ), N  ^  оо.

Теорема 4.2. Пусть апт —  О, апт- \ /  О, ап- \ т  /  0. Тогда существует  
счетная последовательность корней уравнения (4.1), описываемая асимп
тотической формулой

АД =  — ^  ((2тт]Уг)-1, (2тгКг)~< 7 1 (2тгМг)~,7т- 1, - ( 2 тгМ {)~1 1п(2тгЛД) ,

при N ^ + 0 0 . Здесь £ -  некоторая голоморфная функция в малой окрест
ности точки  (щьМъ • • • ,Тт) =  (0 , 0 , . . . , 0), £(0 , 0 , . . .  , 0) =  тт -  тш_ 1 и
° к  — {Тт —1 Тт —1—к ) / ( Тт Тт—1); к  — 1, ТП — 1.

Доказательство. Произведем замены

г =  (5^)1̂ Тт_Тт_1\  г^ — г (Ук̂ к — 1. т  — 1, (4.6)

и вспомогательное уравнение (4.4) преобразуем к виду

п—1 п
а  ( г , г 1 , . . . , г т-1 ,е )  =  +  е У ^ а / ^ - !  +

к=0 й=0
п т —2

+  £ QJkj%п кZ m - ı - j £ (Trn~1~j = 0 ,  £, щ , . . . ,  z тn- 1, в Е С. (4.7)
/с=0 ,7=0

В малой окрестности точки (0 , 0 , . . .  , 0 ,?о), ?о =  — ап-1т1апт-1 Ф 0 , функция 
I)  является голоморфной и удовлетворяет условиям теоремы о существова
нии неявной функции [19, с. 27]. Тогда в некоторой окрестности этой точки 
уравнение (4.7) имеет единственное решение е — щ , . . . ,  £ш_ 1), удовлетво
ряющее условию ^(0 , 0 , . . . ,  0) =  во. При этом функция ф является голоморф
ной в некоторой окрестности точки (г, щ , . . . ,  Д т - 1) =  ( 0 , 0 , . . . ,  0). Учитывая 
замены (4.6), получим счетное число уравнений

г \п (г )  + . . .  , г ш_ 1)) +  2тгАТ£ = тт -  тш_ ь

где N  =  0 , ± 1 , ± 2 , . . . .  Введем малый параметр /а =  (27гТУг)-1 и положим 
2 =  цр. Рассмотрим вспомогательное уравнение

^ (р ,Ц о ,М ъ - . . ,М т)  = р (  1 +  ц0 1п (р) + ц ш) +

+ рцъ\п(ф  (цър, цхр*1, . . . ,  Цгп-хр*™-1)) -  (тт - Т т - г )  =  0. (4.8)
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Здесь /llq =  д, /ifr =  f f k, к — 1, т  — 1, /ат =  д  1п(д). В малой окрестности точки 
(ро? 0 ,0  . . . ,  0), ро =  тт —Тт-1, функция G является голоморфной и удовлетво
ряет условиям теоремы о существовании неявной функции [19, с. 27]. Тогда 
в некоторой окрестности точки (р, мо? Мъ • • • ? Mm) =  (ро? 0 , 0 , . . . ,  0) последнее 
уравнение имеет единственное решение р =  £(ро?Мъ • • • ?Мш) 5 удовлетворяю
щее условию £ ( 0 ,0 . . .  ,0) =  ро- При этом функция £ является голоморфной 
в некоторой окрестности точки (щц p i , . . . ,  ц т) — (0, 0 , . . . ,  0). У читывая про
веденные замены, заканчиваем доказательство теоремы.

При использовании приближенных асимптотических формул для корней 
характеристического уравнения голоморфные функции можно заменять ко
нечными отрезками степенных рядов.

Пример 4.2. Дано скалярное дифференциальное уравнение с запаздывани
ем

d ^  ^  +  b2x{t  -  1) =  0, Ъ \ф  0, Ь2 ф о.

Характеристическое уравнение имеет вид Л2 +  <22 +  (Ь]_ А +  62) ехр(—А) =  0. 
Используя замены (4.6), преобразуем его к виду (1 +  a2Z2)e +  Ъ\ +  62 ̂  =  0. 
Находим функцию е — 'ip(z) — — (b\-\-b2z) /  {l-\-a2Z2) — —b\ — b2Z-\-bia2Z2-\-0(z3) 
и составляем уравнение (4.8)

G (p ,p 0, Ml) =  р(1 +  ц 0 1п(р) + щ )  +  дор1п(^(рор)) - 1  =  0 .

Решение последнего уравнения ищем в форме асимптотического разложения

Р — £(мо? Mi) =  1 +  Р10М0 +  Р01М1 +  Р20М0 +  Р11М0М1 +  Р02М1 +  О  ^(мо +  Mi)  ̂ •

Находим рю  =  - l n ( - b i ) , p 0i =  -1 ,р 2 о  =  - 62/61 +  2 1 n (-b i), p n  =  l + l n ( - b i ) ,
Р02 =  1 и асимптотику корней характеристического уравнения

А^1 =  (27гТУг)-1 +  рю(27гЛ^г)-2 — ро1(27гАг)- 2 1п(27гАг) +  p2o(27rNi)~3 — 

- p 11(27TNi)-3 \n(27TNi)+p()2(27TNi)-3 \n2(2 7 T N i)+ o (N -3 \n2(N))  , IV ос.

5. Асимптотики характеристических показателей  
уравнений с распределенны ми запаздываниями

Переходим к рассмотрению общей ситуации, когда меры Стилтьеса не 
являю тся дискретными. Пусть ядро Стилтьеса г) допускает представление
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г] — г]1 + ^ 2, где г}1 имеет конечное число точек разрыва и порождает дискрет
ную меру, г]2 порождает абсолютно непрерывную меру, производная которой 
является функцией с ограниченной вариацией. Тогда

[  ехр(($ +  г)А) =  /  (г?) ехр ( 0  +  г)А) +
3 —г 3 —г

А 1 (ц2(0) ехр(Аг) —г}2(—г)) — А 1 с^ц2^ )  ехр(($ +  г)А).
3 —г

/ "У —1

+  ■
■У —г

Из последней формулы следует, что в области {А : Ие(А) <  с, А Е С}, где с -  
некоторое вещественное число, 

гО
ехр(($ +  г)А) =  Р ( А) +  0 (А -1 ).

I —Г

Здесь матрица-функция Р  задается как линейная комбинация экспонент 
с матричными коэффициентами. Если ядро Стилтьеса т)2 удовлетворяет ука
занным выше условиям для ядра ц, то описаную процедуру можно продол
жить.

Предположим, что ядра г]о̂ г]1 в области {А : Ие(А) <  с, А Е С} при боль
ших по модулю А удовлетворяют условиям, которые гарантируют наличие 
асимптотических представлений:

рО тп~1
/  ехр((Э +  г)А) =  £  Л -Щ °(Л) + 0 (Л— ),

к = 0

„о пг
/  ^ 1Ю е х р ((^  +  г)Л) = У ] Л - Щ 1(Л) +  0 (Л -" г- 1).

к =О

Здесь матрицы-функции к — 0, га — 1; к — 0, га, задаются как линей
ные комбинации экспоненциальных функций с различными показателями, 
имеющие постоянные матричные коэффициенты. При нахождении больших 
по модулю корней характеристическое уравнение в области {А : Ие(А) < 
<  с, А Е С} преобразуется к виду

171 МЕЕ Ь^А к ехр(^-А) +  0(А  т х) =  О, А Е С,
к = 0 ,7=0

где 0 =  /?о <  /?ъ • • •, <  /Зм • При нахождении асимптотик корней последнего 
характеристического уравнения можно использовать методики, предложен
ные для квазиполиномов. Принципиальное отличие этого случая состоит в 
том, что используемые в теоремах 4.1 и 4.2 функции в данной ситуации име
ют конечную гладкость.

57



2006 Известия УрГУ № 46

Пример 5.1. Дано скалярное дифференциальное уравнение с распределен
ным запаздыванием

с ) Г°
у сое (7И?2) X (£ +  $) 6?$.

(И

Характеристическое уравнение имеет вид

А — а j  сое (7П?2) ехр(А$) 6?$ =  0.

В области {Л : 11е(А) <  с, А Е С}, где с -  произвольное вещественное число, 
используя асимптотическую формулу

сое (7и?2) ехр(АД) ей? =  А 1(ехр(А) +  1) — 4л2А 3 +  О (А 4)

и замены (4.3), г =  г г ,  преобразуем характеристическое уравнение к виду
г — а (1 +  £2г) +  4 я2£2а +  О (^3) =  0. Находим функцию е — =  а +
+  (а — 4л2) £2а +  О (^3) и составляем уравнение (4.8)

С (р ,щ ),щ ) = р ( 1  +  2ц0 1п(р) + 2 щ )  + ц 0р1п(^(цор)) - 1  =  0.

Решение последнего уравнения ищем в форме асимптотического разложения:

Р =  €((М),1Л1) =  1 + Р 1 0 Р 0 + Р 0 1 Р 1 + Р 2 0 Р 0 + Р 1 1 Р 0 Р 1 + Р 0 2 Р 1 + О  фо+М1)3/2) •

Находим Рю =  -1 п (а ) , ро\ =  - 2 ,  р 2о =  21п(а) +  1п2(а), р ц  =  4(1 +  1п(а)),
Р02 — 4 и асимптотику корней характеристического уравнения

А^1 =  (27гАЛ)-1 — (1п(а) +21п(2лЛ ^г)) (2лЛ^г)_2+1и(а) (2 +  1п(а)) (2яТУг)-3  — 

-  4 (1 +  1п(а) -  1п(2тгЛД) (2тгЛД“ 3 1п(2тт1Уг) +  о (IV“ 3 1п2(1У)) , IV -> оо.
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