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В в е д е н и е

В работе М. В. Волкова [1] было анонсировано описание многообразий по- 
лугругш с модулярной решеткой подмногообразий. Доказательство этого ре­
зультата «по модулю ниль-случая» опубликовано в работах [2-5], а доказа­
тельство в ниль-случае вместе с рядом более сильных результатов -  в недав­
нем цикле статей [6- 8]. В частности, в [6- 8] показано, что в решетках много­
образий полугрупп модулярность эквивалентна значительно более сильному 
(в абстрактных решетках) тождеству дезарговости.

В данной работе продолжается изучение тождеств и квазитождеств, вле­
кущих модулярность, в решетках многообразий полугрупп. Напомним, что 
многообразие полугрупп называется комбинаторным , если все группы в нем 
тривиальны. В работе получено полное описание комбинаторных многообра­
зий полугрупп, решетка подмногообразий которых принадлежит произволь­
ному наперед заданному квазимногообразию модулярных решеток. Эти ре­
зультаты были анонсированы в [9] и (в более развернутом виде) в [10]. Отме­
тим, что в [11] автором были получены аналогичные результаты о надком- 
мутативных многообразиях полугрупп. Другие квазитождества в решетках 
многообразий полугрупп, в некотором смысле противоположные квазитож ­
дествам, рассмотренным в данной работе и в работе [11], изучались в [12].

Хорошо известно, что класс всех многообразий, и тем более квазимного­
образий, модулярных решеток континуален (см., например, [13,14]). Оказы­
вается, однако, что этот класс можно разбить на конечное число (а именно 
на шесть) подклассов, каждый из которых состоит из квазимногообразий, 
«не различимых» в классе решеток подмногообразий комбинаторных мно­
гообразий полугрупп. Чтобы сформулировать этот ф акт более точно, нам 
понадобится ряд обозначений.

Обозначим решетки, изображенные на рис. 1 и 2, соответственно через М & 
и М /^ . Квазимногообразия, порожденные решетками М & и М /^ , обозначим
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через Mfc и M /^n соответственно. Хорошо известно, что М& в действительно­
сти является многообразием (см., например, [14, теорема 5.1.29]). Через D IS  
будем обозначать многообразие всех дистрибутивных решеток.

Введем следующее отношение // на классе всех нетривиальных квазимно­
гообразий модулярных решеток: если Ьх и 1/2 -  два таких квазимногообра­
зия, то 1/1 /лЬ2, если решетка подмногообразий произвольного комбинатор­
ного многообразия полугрупп лежит в Ьх тогда и только тогда, когда она 
лежит в 1/2- Ясно, что ц -  отношение эквивалентности. Оказывается, что оно 
имеет всего шесть классов, а именно:

(i) {L | М 4;3 С L};

(и) {L | М 3>3, М 4 С L, но М 4)3 £  L};

(iii) {L | М 3,з С L, но М 4 £  L};

(iv) {L | М 4 С L, но М 3)3 £  L};

(v) {L | М 3 С L, но М 4, М 3)3 L};

(vi) {D IS}.

Мы получим этот ф акт как следствие из результатов, дающих описание 
комбинаторных многообразий, решетки подмногообразий которых принадле­
ж ат квазимногообразиям, указанным в каждом из пп. (1)—( у !)  . В действитель­
ности два из шести соответствующих результатов уже известны. Мы имеем 
в виду результаты, относящиеся к квазимногообразиям решеток из пп. (1) и 
(у1). В [8] доказана //-эквивалентность квазимногообразия М 4 з и многообра­
зия всех модулярных решеток (см. предложение 1.2 ниже). С учетом упомя­
нутого в начале статьи результата работы [1] это решает обсуждаемую задачу 
для квазимногообразий из п. (1). Далее, описание комбинаторных многообра­
зий полугрупп с дистрибутивной решеткой подмногообразий непосредственно

Рис. 1. Решетка М Рис. 2. Решетка
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вытекает из описания многообразий нильполугрупп с тем же свойством, по­
лученного в [15] (отметим, что этот ф акт был передоказан более простым 
способом в [16] и существенно усилен в [12]), и предложения 6.1 работы [8] 
(см. предложение 1.1 ниже). Остается рассмотреть квазимногообразия, ука­
занные в пп. (ii)-(v), что и будет сделано в данной работе.

Работа состоит из пяти параграфов. В §1 собрана необходимая предвари­
тельная информация. В частности, в нем воспроизводятся результаты ра­
бот [17-19], на которые опираются все доказательства. К аж ды й из четы­
рех последующих параграфов посвящен одному из д-классов, указанных в 
пп. (ii)-(v).

1. П р е д в а р и т е л ь н ы е  с в е д е н и я

1.1. Конгруэнции на G -множ ествах
Д ля дальнейшего нам понадобится понятие G-множества. Пусть А  -  непу­

стое множество, G -  группа, а р  -  гомоморфизм из G в группу всех переста­
новок множества А. Каждому элементу g Е G поставим в соответствие унар­
ную операцию g* на множестве А, задаваемую правилом д*(а) =  (<р(д))(а) 
для всякого а Е А. Унарная алгебра с носителем А  и множеством операций 
{д* | g Е G} называется G-множ еством. Решетка конгруэнций G-множества 
А  обозначается через Соп(Д).

Напомним, что G-множество А  называется т ранзит ивны м , если для лю­
бых х ,у  Е А  найдется элемент g Е G такой, что у =  д*(х). Транзитивное G- 
подмножество G-множества А  называется орбитой этого G-множества. Мно­
жество всех орбит G-множества А  будем обозначать через Orb(H). Конгруэн­
цию а  на А  будем называть ж адной , если для любых двух различных орбит 
В ,С  Е  Orb(H) из того, что bac для некоторых элементов b Е В  и с Е С , вы­
текает, что х а у  для любых элементов ж, у Е В  U С. G-множество, все конгру­
энции которого являю тся жадными, назовем сегрегированным. Совокупность 
всех жадных конгруэнций G-множества А  будем обозначать через GCon(H). 
Нам понадобится следующий ф акт (см. [19, лемма 1.1 и предложение 1.2]).

Л е м м а  1.1. Если А  -  произвольное G -множ ество, то GCon(H) -  подре- 
шетка решетки Соп(Н); изоморфная подпрямому произведению решеток 
конгруэнций всех орбит G -множ ества А  и решетки эквивалентностей на 
множ естве Orb(H).

1.2. Строение решеток нильмногообразий полугрупп
Напомним, что многообразие полугрупп называется нильмногообразием , 

если оно удовлетворяет тождествам вида х пу =  у х п =  х п для некоторого
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натурального п. Всюду в дальнейшем, когда речь идет о нильмногообрази- 
ях, под словом «полугруппа» понимается полугруппа с сигнатурным нулем. 
Тем не менее все сказанное ниже справедливо и для обычных полугрупповых 
многообразий, поскольку, как показано в работе [20], решетка нильмногообра- 
зий полугрупп с сигнатурным нулем изоморфна решетке нильмногообразий 
в обычной полугрупповой сигнатуре.

Через Е  мы обозначаем абсолютно свободную полугруппу счетного ранга 
над алфавитом {яд, я д ,. . . ,  я;п, . . .} . Символ =  обозначает равенство в Е . Если 
и Е  Е  \  {0}, то £(и) -  длина слова и , с(и) -  множество всех букв, входящих в 
запись и , а п(и) =  \с(и)\.

Пусть V -  нильмногообразие, а т  -  натуральное число. Положим

Рт('12) — {и С Е  | с(и) =  {яд, яд, • • •  ̂х т} и и не равно 0 в V}.

Далее, пусть В Д ф У ) -  произвольное подмножество в Е Ш(У ) со следующим 
свойством: для каждого слова и  Е  Е Ш(У ) существует, и притом только одно, 
слово и* Е ^Ут (\?) такое, что в V выполнено тождество и =  и *. Положим

т Д » )  =  Т т (У ) и  {0 }.

Множество Н Д ф У ) будем называть большой трансверсалью , а множество 
Т Е ^(У ) -  большой 0-трансверсалью.

Через 8Ш будем обозначать группу всех перестановок на множестве 
{ 1 ,2 , . . . ,  т }. Если и Е 7 ,  с(Д  =  {яд, яд, • • •, х т } и о  Е 8Ш, то через сш будем 
обозначать образ слова и при автоморфизме полугруппы Е , индуцированном 
сг, т. е. продолжающем отображение ад I—  ̂ яд<т (мы считаем, что го =  г при 
г > т ) .  Ясно, что если и Е Рт (У) и о Е Бт , то и ои Е Рт (У) и потому мы 
можем рассматривать слово (сги)*.

Зафиксируем произвольную большую трансверсаль 1Ет (У ) в Рт (У) и для 
каждой перестановки о Е Бт зададим унарную операцию о* на множестве 
^т (Ю  следующим правилом:

о*(и) =  (ои)* для всякого слова и Е ^Ут (\>) и сг*(0) =  0.

Легко проверить (см. [18, лемма 1]), что множество УУт(\1) с набором опера­
ций {о * | о Е  8Ш} является 8ш-множеством.

Обозначим через V вполне инвариантную конгруэнцию на Е , отвечаю­
щую многообразию V. Д ля произвольной вполне инвариантной конгруэнции 
а  на Е , содержащей щ обозначим через а т ограничение а  на ^Ут(У). Легко 
понять, что а т -  конгруэнция 8ш-множества (см. [18]). Обозначим
множество всех конгруэнций вида а т через С Д (У ) . К ак проверено в [18], 
множество С Ш(У ) является подрешеткой в решетке С о Д Т К ^ У ) ) .
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К ак обычно, будем обозначать через Н у )  решетку подмногообразий мно­
гообразия V. К ак показано в [18], если У -  нильмногообразие, то решетка 
Ь (у )  антиизоморфна подпрямому произведению решеток вида Ст (У) по всем 
натуральным т .

В случае когда У удовлетворяет некоторому дополнительному ограни­
чению, строение решетки Ст (У) можно уточнить. Чтобы сформулировать 
соответствующий результат, понадобится ряд определений и обозначений.

Пусть т и п  -  натуральные числа и т  ^  п. Многообразие полугрупп У на­
зовем (п,т )-расщ епляем ы м 1 если из выполнимости в У тождества и =  щ где 
п (и ) =  т ,  £(и) =  п  и £(у) > п, вытекает, что в У выполнено тождество и =  0. 
Многообразие, являющееся (п, т)-расщ епляем ы м  для всех п  ^  т ,  назовем т- 
однородным. Многообразие, которое т-однородно для всех натуральных т ,  
будем называть однородным. Наследственно т-однородным  (наследственно 
однородным) будем называть многообразие, все подмногообразия которого т- 
однородны (однородны). Легко понять, что всякое наследственно однородное 
многообразие состоит из нильполугрупп.

Обозначим через ЕП5Ш(У) множество всех слов длины п  из ЕШ(У), а через 
УУп,т(У) ~ множество всех слов длины п  из УУт (У). Положим

\¥ 1 т (У) = \¥ п,т (У )и { 0 } .

Множество УУп т̂ (\?) будем называть трансверсалью , а множество -
0-трансверсалью. Если 1 < т  < п, то W n т̂n(V) будем называть собственной 
трансверсалью , а -  собственной 0-трансверсалью.

Легко проверить, что если многообразие У (п, т)-расщ епляем о (в част­
ности, если оно т-однородно), то является 8ш-подмножеством в

(V), а И ^ У )  -  Э™ -подмножеством в 1Ет (У) (это вытекает, например, 
из [17, доказательство леммы 1.1]). В [18] показано, что если У -  наследствен­
но т-однородное нильмногообразие, то решетка СШ(У) антиизоморфна под­
прямому произведению решеток вида С оп(И ^ ш(У)) по всем п  ^  т . Отсюда, 
в частности, вытекает, что решетка подмногообразий наследственно однород­
ного многообразия полугрупп У антиизоморфна подпрямому произведению 
решеток вида С оп(И ^?т(У)) по всем п и т  таким, что т  ^  п.

Напомним, что многообразие полугрупп называется перестановочным , ес­
ли оно удовлетворяет перестановочному тождеству, т. е. тождеству вида

Х \ Х 2  ' ' ' Х п  —  Х \ 7ТХ 2 тт ' ' ' %П7Г1 (1*1)

где 7г -  перестановка из 8П. Число п  называется длиной тождества (1.1). 
Тождество (1.1) (при фиксированных п и я) будем для краткости обозначать 
через рп [7г]. Если У -  многообразие полугрупп, а п -  натуральное число, то
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через Perm n (V) обозначается множество всех перестановок тг Е Sn таких, что 
в V выполнено тождество рп [тг\. Ясно, что Perm n (V) -  подгруппа в Sn .

К ак обычно, через Sub(G) будем обозначать решетку подгрупп группы 
G. Если ж и у -  элементы решетки L  и х  ^  у, то через [х, у] обозначает­
ся интервал в L с наименьшим элементом х  и наибольшим элементом у. В 
дальнейшем нам пригодится следующий ф акт (см. [16, следствие 1.7]).

Л е м м а  1.2. Пусть V -  нильмногообразие, а п -  натуральное число такое, 
что п ^  2. Если W n n̂ (V) ^  0 ,  то W n n̂ (V) являет ся Бп-множ еством, ре­
шетка конгруэнций которого изоморфна инт ервалу  [Permn (V), S n\ решетки  
Sub(Sn) и антиизоморфна некоторому инт ервалу решетки L(V ).

1.3. Решетка подгрупп группы  S4
Если я  G Sn , то через gr{7r} мы будем обозначать подгруппу в Sn , порож­

денную 7г. Зафиксируем обозначения для ряда подгрупп группы S4:
А 4 -  знакопеременная подгруппа в S4;
Cijk =  gr{(*iO}, где 1 < i , j , k  < 4;
Cijki = gr{(i jk£)},  где 1 ^  < 4;
T  -  единичная группа;
PijM  = gr{(ij){k£)}, где 1 ^  г < j  ^  4, 1 { i , j }  П {k ,£} = 0 ;
Stab4(*) =  {a  G Sra | a(i) =  г}, где 1 ^  ^  4;
Tij = gr{(*i)}, где 1 < i < j  < 4;
V 4 -  четверная группа Клейна.
В дальнейшем нам понадобится информация о решетках вида Sub(Sn) 

при п  ^  4. Очевидно, что если п ^  2, то решетка Sub(Sn) состоит из п  эле­
ментов (в частности, дистрибутивна). Хорошо известно и легко проверяется, 
что Sub(S3) =  М4. Решетка Sub(S4) изображена на рис. 3.

1.4- Следствия некоторых тождеств
Если и, v Е Е , то будем писать и <\ и, если и =  а^(и)Ь для некоторых (воз­

можно, пустых) слов а и b и некоторого эндоморфизма (  на Р . В дальнейшем 
нам часто придется использовать следующие два технических замечания о 
тождествах нильполугрупп. Первое из них вытекает из [21, лемма 1], а вто­
рое -  из [16, лемма 1.3(iii)].

Л е м м а  1.3. Пусть V -  нильмногообразие.

(i) Если  V удовлетворяет тож деству вида Х\Х2 • • • х п =  v, где i(v ) ^  п, 
то V удовлетворяет такж е тож деству Х\Х2 • • • х п — 0.

(п) Если  V перестановочно и удовлетворяет тож деству и =  и такому, 
что £{и) < £(и) и и <\ и, то V удовлетворяет и тож деству и =  0.

10
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Рис. 3. Решетка 8116(84)

В следующей лемме собраны три следствия результатов работы [22]. 

Л е м м а  1.4. Пусть V -  многообразие полугрупп.

(1) Если  V удовлетворяет нет ривиальному тож деству вида р зМ ; то для 
всякого п ^  4 интервал  [Р егтп(У), 8П] решетки  8иЬ(8п) содержит  
^  2 элементов.

(и) Если  V удовлетворяет тож деству вида Р4М ; где п -  одна из пере­
становок (123); (124); (134); (234); (12)(34); (13)(24); (14)(23); то для 
всякого п  ^  5 интервал [Р егтп(У), 8П] решетки  8иЬ(8п) содержит  
^  2 элементов.

(111) Если  V удовлетворяет перестановочному тож деству длины  3 и т ож ­
деству вида Р4М ; где тг -  одна из перестановок (12)(34); (13)(24); 
(14)(23); то Р е г т4(У) =  8иЬ(84).

1.5. Редукция к нильслучаю
Обозначим через С многообразие, заданное тождествами х 2 =  ж3, х у  =  у х , 

через БС -  многообразие всех полурешеток, а через Т  -  тривиальное много­
образие. Следующее утверждение, доказанное в [8, предложение 6.1], сводит 
задачу описания комбинаторных многообразий полугрупп, решетка подмно­
гообразий которых принадлежит произвольному наперед заданному квази­
многообразию модулярных решеток, к рассмотрению нильмногообразий.

11
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П р е д л о ж е н и е  1.1. Пусть  V -  комбинаторное многообразие полугрупп, а 
Ь -  нетривиальное квазимногообразие модулярных решеток. Решетка Ь (у )  
леж ит  в Ь тогда и только тогда, когда выполнено одно из трех условий:

(1) V удовлетворяет одной из следующих систем тождеств:

и Ь {М )  е  Ь ;

(ш) V =  Е \ /  N ,  где Т  -  одно из многообразий Б С и Т , а N  -  нильмногооб- 
разие такое, что Ь{М ) Е Ь.

1.6. Нильслучай: общие замечания
Пусть V -  нильмногообразие. Предположим, что множество Ст {Р) со­

стоит только из жадных конгруэнций 8ш-множества 1^(12), т. е. что Ст {Р) 
является подрешеткой в 0004(1/1/^(12)). В силу леммы 1.1 в этом случае ре­
шетка Ст (12) вкладывается в прямое произведение решеток конгруэнций ор­
бит 8ш-множества ^^^{Р )  и решетки эквивалентностей на множестве всех его 
орбит. Пусть С -  образ решетки Ст (12) при соответствующем изоморфном 
вложении. Проекцию С  на решетку Ец(ОгЬ(П/?̂ (12))) обозначим через Е т ( у ) 1 
а если и  -  орбита 8ш-множества ^Ут{Р), то проекцию С  на решетку конгру­
энций и  обозначим через С^(12). Отметим, что 8ш-множество всегда
содержит орбиту {0}. Мы будем обозначать ее через Щ. Напомним, что слово 
называется линейны м , если всякая буква входит в его запись не более одного 
раза. Если У У ^Р) ^  {0}, то это 8ш-множество обязательно содержит орби­
ту, состоящую только из линейных слов (причем такая орбита единственна). 
Мы будем обозначать эту орбиту через £/]_. Обозначим через Е'т (у)  множе­
ство всех отношений эквивалентности а  из Е т {V) таких, что {Н1} является 
а-классом. Ясно, что Е'т {Р) -  подрешетка в Е т {V). Более того, легко понять, 
что решетка Е т {V) получается из Е'т (Р) внешним присоединением единицы.

Если Ь -  квазимногообразие решеток, то через Е д мы будем обозначать 
квазимногообразие, двойственное к Ь. Из [8, доказательство леммы 6.14] вы­
текает

х у  = (х у )2,
х у  =  х 2у , {ху)2 =  х у 2, х у г £ =  х у х г ! ,  
х у  =  х у 2, {ху)2 =  х 2у , х у г £ =  тщШ ;

(1Ш)
(2Ш )
(Зш)

(и) V =  С V М , где Л4 удовлетворяет тож дествам

х 2у =  х у х  =  у х 2 =  О (1 .2 )

12
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Л е м м а  1.5. Пусть V -  нильмногообразие, а Ь -  квазимногообразие моду­
лярны х решеток , содержащее квазимногообразие М 3. Предполож им , что 
для всякого натурального п выполнено условие

(I) либо УУп п̂ (\?) =  0 , либо решетка конгруэнций $>п-множ ества УУп п̂ (\?) 
леж ит  в Е д,

и для всякого натурального т  > 1 выполнено по крайней мере одно из сле­
дующих двух условий:

(II) многообразие V наследственно т-однородно и для любого натурального 
п > т  либо }¥п т̂ (у)  =  0 ; либо $>т -множ ество Шп т̂ (у) сегрегирова­
но и содержит не более двух орбит , а решетки конгруэнций всех его 
орбит леж ат в Е д;

(ш) решетка Ст (у) состоит только из ж адных конгруэнций  Э^ м н о ­
ж ества и либо УУт (\?) =  0 ; либо решетка Е'т (у) и решетки

для всех орбит и  $ т -множ ества \¥ т (\?) леж ат в Е д .

Тогда Ь(У) Е Ь.

Лемма 1.2 показывает, что (в условиях леммы 1.5) вопрос о том, принад­
лежит ли решетка С оп(И ^5П(У)) квазимногообразию Ь, равносилен вопросу 
о том, принадлежит ли этому квазимногообразию интервал [Р егтп(У), 8П] 
решетки ЗиЬ(8п).

Л е м м а  1.6. Пусть V -  нильмногообразие, а п -  натуральное число.

(1) Если V удовлетворяет нет ривиальному тож деству вида р зМ ; то ин­
тервал [Р егтп(У), 8П] дистрибутивен.

(и) Если  V удовлетворяет либо тож деству вида Р4М ; где п -  одна из 
перестановок (123), (124), (134), (234), (1324), (1234), (1243), либо па­
ре тождеств вида Р4М ; Р4М ; где {7г, сг} -  одна из пар перестановок 
{ (12), (34)}, {(13), (24)}, {(14), (23)}, {(12)(34), (13)(24)}, то интервал 
[Р егтп(У), 8П] принадлеж ит квазимногообразию  М 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что п  ^  3, так как решетка Э и Ь ^ )  дис­
трибутивна.

(1) В условиях этого пункта группа Р егтз(У ) нетривиальна. При п  =  3 
остается учесть, что если Н  -  нетривиальная подгруппа в Эз, то интервал 
[Л, Эз] содержит не более двух элементов. Если же п  > 3, то в силу первого 
утверждения леммы 1.4 интервал [Р егтп(У), 8П] также содержит не более 
двух элементов.
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(11) В условиях этого пункта группа Р е г т ^ У )  содержит одну из групп 
вида Сцк, С цм , Тц  V Тм, У 4. При п  =  4 остается сослаться на рис. 3. Если 
п = 3, то достаточно учесть, что ЗиЬ(8з) =  М 4. Наконец, если п  ^  5, то в 
силу утверждения (и) леммы 1.4 интервал [Р егтп(У), 8П] содержит не более 
двух элементов.

1.7. Комбинаторные многообразия с модулярной решеткой подмногообразий 
Из результатов работы [1] и следствия 6.2 работы [8] вытекает

П р е д л о ж е н и е  1.2. Д л я  комбинаторного многообразия полугрупп  V следу­
ющие условия эквивалентны:

(I) решетка Ь (у )  модулярна;

(II) Е(У) е М 4,3;

(ш) V удовлетворяет либо одной из систем тождеств (1Ш)-(3 Ш); либо 
одной из следующих систем тождеств:

р4[ 7Г] Р 4И
2

Ж У = х у х  =  у х2 =  х гу, (4т )
р ф г] Р 4И ж2у = х у х  =  уж2, Ж3у£ =  жу3£, ж6 =  ж7; (5т )
р 4[ 7Г] Р 4И

2ж^у = 2 2 2 2 2 х у х  =  уж , х  у г  =  х у  г , (6т )
р ф г] Р 4И ж2у = х у х  =  уж2, ж3уг =  х у 2х2, (7т )
р 4[ 7Г] Р 4И

2ж^у = х у х , жу2 =  уж2, (8т )
р ф г] Р 4И ж 2у = у2ж, ж у2 =  уху , (9т )
р 4[ 7Г] Р 4И

2ж У = у х у , жу2 =  уж2, (10т )
у4[тг] Р 4И Ж2У = у 2 ж, ж у2 =  жуж, (11т )
у4[тг] Р 4И

2ж У = жу2, жуж =  ужу, (12"*)
у4[тг] Р 4И Ж2У = у х у  = у х 2, (13т )
у4[тг] Р 4И Ж2У = х у х  = жу2, ж4у =  уж4, (14т )
у4[тг] р 6 а

2ж У = ужу =  жу2, ж4у =  уж4, (15т )
у4[тг] Ра[<?\ Ж2У = у 2ж, х у х  =  ж2уж, ж3у =  уж3, (16т )
у4[тг] р 6 а

2жу = уж2, жуж =  жуж2, ж3у =  уж3, (17т )
у4[тг] Ра[<?\ Ж2У = ж3у, х у х  =  у х у , ж3у =  у х 3, (18т )
у4[тг] р 6 а

2жу = жу3, жуж =  ужу, ж3у =  уж3, (19т )
у4[тг] Ра[<?\ Ж2У = уж2, х у х  = уху , (20т )
у4[тг] р 6 а

2ж У = у х 2, х у х  =  ужу, ж2у;г =  у 2гх , (21т )
Р 4 И РЖА ж2у = у х 2, х у х  = уху , х 2у г  = у гу х , (22т )
у4[тг] Р 4И Ж2У = у х 2, х у х  =  уху , жуж г: =  угу х , (23т )
р 4[ 7Г] Р 4И

2
Ж У = ж Зу, ж у2 =  уж2, ж Зу =  уж3, (24т )

у4[тг] Ра[о]
2

Ж У = у2ж, ж у2 =  жу3, ж Зу =  уж3, (25т )
у4[тг] Р4[<у] ж2у = ж3у, ж у2 =  уж2, х у х г  = у х гх , (26т )
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р4[ж] Р 4Н
2х 1у = 3 2 2Г у ,  жу =  у х  , жуж£ =  ух у г , (27т

р 4[ ж] Ра[<?\ х 2у = 3 2 2г у ,  х у  =  уж , х у гу  =  х гу г , (28т
р 4[ ж] Ра[о]

2
Ж У = 2 2 3у ж, жу =  ху' , х у х г  =  у х гх , (29т

р 4[ж\ Р4[<У] х 2у = 2 2 3у ж, жу =  ху' , х у х г  =  у х у г , (30т
р 4[ ж] Р4[о]

2
X У = 2 2 3у ж, жу =  ху' , х у гу  =  х гу г , (31т

р 4[ж\ Р4[<У] х 2у = 3 2 2ж у, жу =  уж , х у х г  =  х у гх , (32т
р 4[ж\ Р4[о]

2жД = 3 2 2ж у, жу =  уж , х у х г  =  у х гу , (33т
р 4[ж\ Р4[<У] х 2у = 3 2 2ж у, жу =  уж , х у х г  =  £жу£, (34т
р 4[ж\, Р4[о]

2х 1у = 3 2 2ж у, жу =  уж , жуж£ =  у гу х , (35т
р 4[ж\, Ра[о]

2жД = 3 2 2ж у, жу =  уж , х у г х  =  у х гу , (36т
р 4[ж\ , Ра[сг] х 2у = 2 2 3у ж, жу =  жу , х у х г  =  х у гх , (37т
р 4[ж\ , Р 4И

2X Д = 2 2 3у ж, жу =  ху' , х у х г  =  у х гу , (38т
р 4[ж\ , Ра[сг] х 2у = 2 2 3у ж, жу =  ху' , х у х г  =  £жу£, (39т
р 4[ж\ , Р 4И

2жД = 2 2 3у ж, жу =  жу , жуж£ =  у гу х , (40т
р 4[ж\ , Ра[сг] х 2у = 2 2 3у ж, жу =  ху' , х у г х  =  у х гу , (41т
р 4[ж\ , Р 4И

2жД = у2ж, жу2 =  (жу)2; (42т
р 4[ж\ , Ра[сг] х 2у = (жу)2, жу2 =  уж2; (43т
р 4[ж\ , Р 4И

2X Д = у2ж, жу2 =  (жу) 2, жуж;г =  у х гх , (44т
р 4[ж\ , Ра[сг] х 2у = (жу)2, жу2 =  уж2, х у х г  =  у х гх , (45т
р 4[ж\ , Р 4И

2
X У = у2ж, жу2 =  (жу) 2, жу^ж =  у х гу , (46т

р 4[ж\ , Ра[о]
2

X У = (жу)2, жу2 =  уж2, жу^ж =  у х гу , (47т

где

• в системах (4т )-(47т ) а  - тривиальная перестановка*;
• в системах (4ш)_(19т )  ^ - одна из перестановок (123), (124)

(134), (234), (12)(34), (13)(24), (14)(23);
• в системе (20ш) тг -  одна из перестановок (123), (124), (134), 

(234), (12)(34), (13)(24)/
• в системах (21ш)-(23ш), (32ш)-(41ш), (46ш), (47ш) тг =  (14)(23);
• в системах (24ш), (25ш) тг -  одна из перестановок (123), (124),

(134), (234), (12)(34)/
• в системах (26ш)-(31ш), (44ш), (45ш) 7г =  (13)(24)/
• в системах (42ш), (43ш) 7г =  (12)(34).

Д ля доказательства основных результатов данной работы нам потребу­
ется более подробная информация о многообразиях, задаваемых системами 
тождеств (1Ш)-(47Ш).

* Разумеется, в рамках данного предложения тождество Р4 [сг] можно исключить из си­
стем (4т )-(47т ); оно включено в эти системы только для удобства формулирования неко­
торых дальнейших утверждений.
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Из результатов работ [2,4] и их доказательств (см. также [8]) легко выте­
кают следующие два факта:

Л е м м а  1.7. Если многообразие полугрупп удовлетворяет системе т ож ­
деств (4Ш), где п и а имеют смысл, указанный для этой системы в пред­
лож ении  1.2, то V =  /С V Л4, где К -  одно из многообразий С, Б С и Т , а Л4 
удовлетворяет тож дествам  (1.2).

Л е м м а  1.8. Если многообразие полугрупп удовлетворяет одной из систем  
тождеств (5Ш)-(47Ш), то V =  Т  V Л/*, где Т  -  одно из многообразий Б С и 
Т , а N  -  нильмногообразие.

Из леммы 3 работы [3] вытекает

Л е м м а  1.9. Если нильмногообразие Л4 удовлетворяет тож дествам  (1.2), 
то решетка Е(С V Л4) изоморфна подпрямому произведению 3-элементной  
цепи и решетки Е (М ).

Следующая лемма хорошо известна (см., например, [23]).

Л е м м а  1.10. Если N  -  нильмногообразие, то решетка Ь {8 С \/М ) изоморф­
на прямому произведению 2-элементной цепи и решетки Ь{М ).

В следующих двух леммах суммирована необходимая для дальнейшего 
информация, непосредственно вытекающая из выкладок, проделанных в [8].

Л е м м а  1.11. Пусть V -  нильмногообразие.

1. Если  V удовлетворяет системе тождеств (5Ш), где тг и о имеют  
смысл, указанный для этой системы в предлож ении 1.2, то

(1) при т  > 1 и т  ф 3 многообразие V наследственно т-однородно, 
все непустые собственные трансверсали вида 1№п т̂ (у) сегрегиро­
ваны и содержат не более двух орбит, а решетки конгруэнций  
всех их орбит дистрибутивны;

(п) решетка Сз(У) состоит только из ж адных конгруэнций  Эз -мно­
ж ества Т 3°(У ); и если ТИз(У) 0 , то решетки (V) для всех 
орбит и  Эз-множ ества \¥з()2) дистрибутивны, а £д(У) Е М зд .

2. Если  V удовлетворяет одной из систем тождеств (6Ш)-(25Ш), (27ш), 
(28ш), (30ш)-(35ш), (37ш)-(40ш), где в системах (24ш) и (25ш) тг -  одна 
из перестановок (123), (124), (134), (234), а о -  тривиальная переста­
новка, а для всех остальных из только что перечисленных систем п и
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а имеют смысл, указанный для эт их систем в предлож ении 1.2; то У 
наследственно однородно, все непустые собственные трансверсали ви­
да Шп т̂ (у) сегрегированы и содержат не более двух орбит, а решетки  
конгруэнций всех их орбит дистрибутивны.

3. Если  У удовлетворяет одной из систем тождеств (24ш); (25ш);
(36ш); (41ш)-(43ш); (46ш); (47ш); где в системах  (24ш) и (25ш) а  -
тривиальная перестановка, а 7г =  (12)(34); а для всех остальных из 
только что перечисленных систем тг и о имеют смысл, указанный  
для эт их систем в предлож ении 1.2, то

(1) при т  > 2 многообразие У наследственно т-однородно, все непу­
стые собственные трансверсали вида (V) сегрегированы и со­
держат не более двух орбит, если И̂ 4?з(У) ф 0 ,  то решетки кон­
груэнций всех орбит трансверсали И̂ 4?з(У) леж ат в М 4; а реш ет ­
ки конгруэнций всех орбит всех остальных непустых собствен­
ных трансверсалей вида Шп т̂ (у) дистрибутивны;

(п) решетка С^(У) состоит только из ж адных конгруэнций  Э2 -мно­
ж ества \¥ 2 (\2), и если И ^ У )  ф 0 ,  то решетки С'2 (V) для всех 
орбит и  Э2-множ ества И^(У) дистрибутивны, а Е 2(у)  Е М з;з.

4. Если  V удовлетворяет одной из систем тождеств (26ш); (29ш); 
(44ш); (45ш); где тг и о имеют смысл, указанный для эт их систем  
в предлож ении 1.2, то

(1) при т  > 2 многообразие У наследственно т-однородно, все непу­
стые собственные трансверсали вида W n т̂n(V) сегрегированы и со­
держат не более двух орбит, а решетки конгруэнций всех их  ор­
бит дистрибутивны;

(п) решетка С^(У) состоит только из ж адных конгруэнций $>2 ~мно- 
жества \¥ 2 (\2), и если И^(У) ф 0 ,  то решетки С2 (У) для всех 
орбит и  Э2-множ ества И^(У) дистрибутивны, а Е 2(у)  Е М з;з.

Л е м м а  1.12. Пусть У -  нильмногообразие.

(1) Если  У удовлетворяет системе тождеств (5т ), где к  и о имеют  
смысл, указанный для этой системы в предлож ении 1.2, то всякое 
подмногообразие в V , удовлетворяющее одному из тождеств

х 3у г  =  О,
2 2 2 п х  у г  =  О,

(1.3)
(1.4)

наследственно однородно.
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(п) Если  V удовлетворяет одной из систем тождеств (24ш), (26ш), 
(36ш), где в системе (24ш) т г  -  одна из перестановок (12)(34) и (14)(23), 
а о -  тривиальная перестановка, а в системах (26ш) и (36ш) т г  и о 
имеют смысл, указанный для эт их систем в предлож ении  1.2, то вся­
кое подмногообразие в V, удовлетворяющее одному из тождеств

х у 2 =  О, (1.5)
(.х у)2 =  0, (1.6)

наследственно однородно.

2. К в а з и т о ж д е с т в а , в ы п о л н е н н ы е  в М4 и М3 3, но не в М4 3

Основным результатом данного параграф а является

Т е о р е м а  1. Пусть Ь -  квазимногообразие модулярных решеток , содержа­
щее м 4 и М3)3, но не содержащее М дд. Д л я  комбинаторного многообразия 
полугрупп V следующие условия эквивалентны:

(1) Н У ) 6 Ь;

(и) Н У )  е  М 4 V М з,з ;

(ш) V удовлетворяет одной из систем тождеств (1Ш)-(31Ш), (36ш), (41ш) -  
(45ш); где

• в системах  (4Ш)-(19Ш) либо тг -  одна из перестановок (123), (124), 
(134), (234), (1324), (1234), (1243), а а -  тривиальная перестанов­
ка; либо 7г =  (12), а о — (34); либо тг =  (13), а о — (24); либо 
7г =  (14), а а  =  (23); либо тг =  (12)(34), а а  =  (13)(24);

• в системе тождеств (20ш) либо тг -  одна из перестановок (123), 
(124), (134), (234), (1324), (1234), а а -  тривиальная перестанов­
ка; либо тг =  (12), а о — (34); либо тг =  (13), а о — (24); либо 
тг =  (12)(34), а а = (13)(24);

• в системах  (21ш)-(23ш) либо тг =  (1243), а а -  тривиальная  
перестановка; либо тг =  (14), а о — (23); либо тг =  (12)(34), а 
°  =  (13)(24);

• в системах  (24ш), (25ш) либо тг -  одна из перестановок (123), 
(124), (134), (234), (1324), (1243), а а -  тривиальная перестанов­
ка; либо тг =  (12), а о — (34); либо тг =  (14), а о — (23); либо 
тг =  (12)(34), а а = (13)(24);

• в системах (26ш), (29ш), (44ш), (45ш) либо тг =  (13), а а  =  (24); 
либо тг =  (1234), а а -  тривиальная перестановка;
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• в системах  (27ш), (28ш), (30ш), (31ш) либо тг =  (13), а а = (24); 
либо 7г =  (12)(34), а а  =  (13)(24); либо п  =  (1234), а а -  т риви­
альная перестановка;

• в системах (36ш), (41ш) 7г =  (14), а а  =  (23);
• в системах (42ш), (43ш) тг=(12)(34), а а = (  13)(24).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду очевидности импликации (11) — > (1) достаточно до­
казать импликации (1) — > (ш) — > (и).

Импликация (\) — > (111). Прежде чем переходить к конкретным выкладкам, 
приведем неформальные соображения, которые облегчат восприятие этих вы­
кладок. Рассмотрения, проведенные в [8], показывают, что решетка ДДд по­
является «внутри» решетки Ь (у )  для нильмногообразий V только как анти- 
изоморфная копия интервала [Н, 84] решетки 846(84) в случае, когда Н  -  
подгруппа вида (здесь и ниже в данном абзаце {гД, &Д} =  {1,2, 3,4}).
Иными словами, это происходит, когда V удовлетворяет тождеству вида 
Р4[(г/)(М)]. Чтобы опуститься ниже в решетке квазимногообразий решеток, 
надо наложить на V более сильные перестановочные тождества длины 4. Гля­
дя на рис. 3, легко понять, какие именно перестановочные тождества должны 
появляться: они должны соответствовать подгруппам, покрывающим Р^^£  в 
8иЬ(84), т. е. подгруппам бд&щ, V и Иными словами, тождество 
Р4[(г/)(М)] надо заменять либо на тождество P4:[(ikjl)\, либо на пару тож ­
деств Р4[(и)], Ра[(М)\, либо на пару тождеств 9̂4[(12)(34)], 9̂4[(13)(24)] (появ­
ление последней пары тождеств объясняется тем, что перестановки (12) (34) 
и (13) (24) порождают \ф ) .

Перейдем к конкретным выкладкам. Прежде всего нам понадобится сле­
дующая лемма, «формализующая» то, о чем шла речь в предыдущем абзаце.

Л е м м а  2.1. Пусть N  -  нильмногообразие. Если квазимногообразие, порож ­
денное решеткой Ь (М ), модулярно и не содержит  ДДд, то N  удовлетво­
ряет  либо тож деству вида Р4[я]; где я  -  одна из перестановок (123), (124), 
(134), (234), (1324), (1234), (1243), либо паре тождеств вида Р4[я]; Р4[а], 
где {я, о } — одна из следующих пар перестановок: {(12), (34)}, {(13), (24)}, 
{(14), (23)}, {(12)(34), (13)(24)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что ИфДУ) Ф 0 , так как в противном 
случае V удовлетворяет тождеству хуг1  =  0, а значит и любому переста­
новочному тождеству длины 4. В силу леммы 1.2 решетка Ь (у )  содержит 
интервал, антиизоморфный интервалу [РегпьЦУ), 84]. В частности, этот ин­
тервал модулярен и не изоморфен решетке М зд. К ак видно из рис. 3, это 
означает, что группа Р е гп ^ У ) содержит группу, порожденную либо одной
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из перестановок (123), (124), (134), (234), (1324), (1234), (1243), либо одной 
из пар перестановок {(12), (34)}, {(13), (24)}, {(14), (23)}, {(12)(34), (13)(24)}. 
Это, очевидно, эквивалентно заключению леммы.

Приступим к непосредственному доказательству импликации (1) — > (111). 
Пусть Ь -  квазимногообразие решеток, удовлетворяющее посылке доказы­
ваемой теоремы, а V -  комбинаторное многообразие полугрупп такое, что 
Ь (у )  Е Ь. В силу предложения 1.1 V удовлетворяет одному из условий (1)- 
(ш) этого предложения. Дальнейшие рассуждения естественно распадаются 
на три случая.

С л у ч а й  1. V удовлетворяет условию  (1) предлож ения  1.1. Иными сло­
вами, в V выполнена одна из систем тождеств (1Ш)-(3 Ш). Поскольку все эти 
системы тождеств присутствуют в п. (ш) доказываемой теоремы, в этом слу­
чае доказывать нечего.

С л у ч а й  2. V удовлетворяет условию  (и) предлож ения 1.1. Иными сло­
вами, V =  С V Л4, где Л4 удовлетворяет тождествам (1.2) и Ь(Л4) Е Ь. Ясно, 
что V удовлетворяет тождествам х 2у  =  х у х  =  у х 2 =  х 3у  и всем тем переста­
новочным тождествам, которые выполнены в Л4. Осталось проверить, что Л4 
удовлетворяет тождествам рДтг] и рДсг], где либо тг -  одна из перестановок
(123), (124), (134), (234), (1324), (1234), (1243), а а -  тривиальная переста­
новка; либо 7г =  (12), а а  =  (34); либо тг =  (13), а а  =  (24); либо тг =  (14), а 
о — (23); либо тг =  (12) (34), а о — (13) (24) (тогда из сказанного выше будет 
вытекать, что в V выполнена система тождеств (4Ш) при тех ограничениях 
на тг и сг, которые указаны для этой системы в п. (ш) доказываемой теоре­
мы). Поскольку Ь(Л4) Е Ь, решетка Ь(Л4) модулярна. В силу предложения 
1.2 Л4 удовлетворяет одной из систем тождеств, указанных в п. (ш) этой тео­
ремы. Напомним, что Л4 удовлетворяет тождествам (1.2). В частности, Л4 -  
нильмногообразие. Если Л4 удовлетворяет одной из систем (1Ш)-(3 Ш), то в 
силу утверждения (1) леммы 1.3 Л4 удовлетворяет тождеству х у  =  0, а зна­
чит и любому перестановочному тождеству длины 4. Все остальные системы 
тождеств, указанные в п. (ш) предложения 1.2, содержат пару тождеств вида 
Р4[я], р̂ [(т] при ограничениях на я  и сг, указанных в п. (ш) предложения 1.2. 
Из леммы 2.1 легко вывести, что упомянутые только что ограничения на тг и 
а  можно заменить на ограничения, указанные выше в данном абзаце. Проде­
монстрируем это на одном примере (все остальные случаи разбираются аб­
солютно аналогично). Предположим, что V удовлетворяет тождествам р^п]  
и Р4[сг], где 7г =  (12) (34), а а -  тривиальная перестановка. Ясно, что группа 
Р е г т4(У) содержит группу Р12,з4- С другой стороны, в силу леммы 2.1, груп­
па Р е г т 4(У) долж на содержать одну из групп С1324, С1234, С1243, 1̂2 V Т34, 
Гхз V Т24, Т14 V Т23 и У 4. Из рис. 3 видно, что если О -  одна из групп С1234,
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С1243, Tıs V Т24 и Т14 V Т23, то G V  ^ 12,34 =  S4. Следовательно, в любом случае 
Perni4(V) содержит одну из групп С1324, Т12 V Т34 и V 4. Но это и означает, 
что V удовлетворяет тождествам р̂ [тг] и р±[а] при тех ограничениях на тг и 
сг, которые указаны в начале данного абзаца.

С л у ч а й  3. V удовлетворяет условию  (iii) предлож ения 1.1. Иными сло­
вами, V =  JTVA/*, где JT С Л/* -  нильмногообразие и L(A/*) E L. Многообра­
зие S  С удовлетворяет всем системам тождеств (5m)-(45m) (при любых тг и сг). 
Поэтому достаточно показать, что N  удовлетворяет одной из систем (5Ш)-  
(31ш), (36ш), (44ш), (45ш) (при ограничениях на тг и сг, указанных в п. (iii) 
доказываемой теоремы). Это позволяет всюду далее считать, что V -  ниль­
многообразие. Ясно, что решетка L(V) модулярна, и потому V удовлетворяет 
одной из систем тождеств, указанных в п. (iii) предложения 1.2. Учитывая, 
что V -  нильмногообразие, и используя лемму 1.3, легко понять, что каж дая 
из систем ( lm)-(3 m) влечет в V любую из систем (5m)-(45m) (при любых тг и 
сг), а система (4Ш) (при любых я  и сг) влечет (5Ш) (при тех же я  и сг). Это поз­
воляет далее считать, что V удовлетворяет одной из систем (5m)-(47m) (при 
ограничениях на 7г и а , указанных в п. (iii) предложения 1.2). Дальнейшие 
рассмотрения естественно распадаются на пять под случаев.

П о д с л у ч а й  3 .1 . V удовлетворяет одной из систем  (5m)-(25m) (где тг и 
о имеют смысл, указанный для эт их систем в предлож ении  1.2). Все эти си­
стемы тождеств (но при других ограничениях на я  и сг) присутствуют в п. (iii) 
доказываемой теоремы. Точно так же, как при разборе случая 2, из леммы
2.1 легко вывести, что ограничения на 7г и сг, указанные в п. (iii) предложе­
ния 1.2, можно заменить на ограничения, указанные в п. (iii) доказываемой 
теоремы.

П о д с л у ч а й  3.2 . V удовлетворяет одной из систем  (26m)-(31m), (44m), 
(45m) (где ır и о имеют смысл, указанный для эт их систем в предлож ении  
1.2). Ясно, что в этом случае Perni4(V) содержит группу Р13Д4. В силу леммы
2.1 Perm4(V) содержит одну из групп С1324, С1234, С1243, Т и  V Т34, Т 13 V Т24, 
T u  V Т2з и V 4. Если G -  одна из групп С1324, С1243, ?12 V Т34 и Т и  V Т23, то, 
как видно из рис. 3, G V  P i2,34 — S4. Следовательно, Perni4(V) содержит одну 
из групп С12345 Тхз V Т24 и V 4. Если V удовлетворяет одной из систем (27ш), 
(28ш), (30ш) и (31ш), то мы приходим к ситуации, предусмотренной в п. (iii) 
доказываемой теоремы. То же можно сказать и в случае, когда V удовлетво­
ряет одной из систем (26ш), (29ш), (44ш) и (45m), a Perni4(V) содержит одну 
из групп 67x234 и Т13 V Т24. Если же V удовлетворяет одной из систем (26ш), 
(29ш), (44ш) и (45m), a Perni4(V) 5  V 4, то, как легко понять, V удовлетворяет 
одной из систем тождеств (24ш) и (25ш) при тг =  (12)(34), а а  =  (13)(24). Мы 
вновь получили системы, присутствующие в п. (iii) доказываемой теоремы.

П о д с л у ч а й  3 .3 . V удовлетворяет одной из систем  (32m)-(41m); где
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7г =  (14)(23); а о -  тривиальная перестановка. Ясно, что в этом случае 
Регп14(У) содержит группу Ры дз. К ак и в предыдущем подслучае, из леммы
2.1 с помощью рис. 3 выводится, что Р е г т4(У) содержит одну из групп С12435 
Т\4 V Т23 и У 4. Отсюда вытекает, что мы пришли к ситуации, предусмотрен­
ной в п. (111) доказываемой теоремы. Если V удовлетворяет одной из систем 
(36ш) и (41ш), а РегпьЦР) 5  ?14 V Т23, то это видно непосредственно, а во 
всех остальных случаях надо еще учесть, что каж дая из систем (32ш)-(41ш) 
(при фиксированных я  и а) влечет одну из систем (24ш) и (25ш) (при тех же 
я  и сг).

П о д с л у ч а й  3 .4 . V удовлетворяет одной из систем  (42ш); (43ш); где п  =
(12)(34); а о -  тривиальная перестановка. К ак и в случае 2, из леммы 2.1 и 
рис. 3 выводится, что группа Р е гп ^ У ) содержит одну из групп С1324, ^ 12У?34 
и \^4. Если Р е г т4(У) 5  ^"4, то доказывать нечего. Предположим теперь, 
что РегпьЦР) содержит одну из групп С1324 и Т12 V Т34. Иными словами, V 
удовлетворяет одной из систем тождеств

хуг1  =  ztyx^  (2.1)

хуг1  =  ухг1  =  ху1г. (2.2)

Системы (42ш) и (43ш) содержат одно из следующих двух тождеств:

х 2у = (х у )2, (2.3)

х у2 =  {ху)2. (2.4)

К аж дая из систем (2.1) и (2.2) позволяет привести слово {ху)2 к слову х у 2х. 
Поэтому системы (42ш) и (43ш) влекут в V тождества х у 2 =  х у 2х  и х 2у =  
=  х у 2х  соответственно. В силу утверждения (и) леммы 1.3 в V выполнено 
либо тождество (1.5), либо тождество

х 2у =  0. (2.5)

Следовательно, V удовлетворяет одной из систем (24ш), (25ш). Мы пришли 
к ситуации, предусмотренной в п. (ш) доказываемой теоремы.

П о д с л у ч а й  3.5 . V удовлетворяет одной из систем  (46ш); (47ш); где
7г =  (14)(23); а а -  тривиальная перестановка. Ясно, что в этом случае
Р е г т4(У) содержит группу Р14Д3. К ак и в подслучае 3.3, из леммы 2.1 и рис. 3 
выводится, что группа Р е г п ц ^ )  содержит одну из групп С12437 ^14\/Т2з и 
Ясно, что каж дая из систем (46ш), (47ш) влечет одну из систем (42ш), (43ш). 
Поэтому если Р е г т4(У) 5  ^"4, то мы получаем системы тождеств, указанные 
в п. (ш) доказываемой теоремы. Если же Р е г т4(У) содержит одну из групп 
С1243 и ^14 V Т23, то, как и при рассмотрении подслучая 3.4, проверяется, что
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каж дая из систем (46ш), (47ш) влечет в V одно из тождеств (1.5) и (2.5), и 
потому V удовлетворяет одной из систем (24ш), (25ш). Таким образом, мы 
вновь получаем ситуацию, предусмотренную в п. (iii) доказываемой теоремы.

Импликация (iii) — > (ii). Если V  удовлетворяет одной из систем ( lm)-(3 m), 
то достаточно сослаться на предложение 1.1 (при L =  D IS ).

Предположим теперь, что V удовлетворяет системе тождеств (4Ш) (при 
значениях тг и сг, указанных для этой системы в п. (iii) доказываемой теоре­
мы). В силу леммы 1.7 V =  К  V Л4, где К -  одно из многообразий С, SC  и Т , 
а Л4 удовлетворяет тождествам (1.2). В силу леммы 1.9 осталось убедиться в 
том, что L(A4) G М 4Д. Отметим, что Л4 -  нильмногообразие, удовлетворяю­
щее системе (4Ш) (при значениях тг и а, указанных для этой системы в п. (iii) 
доказываемой теоремы). Используя утверждение (i) леммы 1.3, получаем, 
что в Л4 выполнена система тождеств (5Ш) (при тех же тг и а).

Предположим, наконец, что V удовлетворяет одной из систем (5m)-(31m), 
(36m), (41m)-(45m) (где тг и а  имеют смысл, указанный для этих систем в 
п. (iii) доказываемой теоремы). В силу леммы 1.8 V =  Т  VA/", где Т  -  одно из 
многообразий SC  и Т , а N  -  нильмногообразие. В силу леммы 1.10 осталось 
убедиться в том, что L(J\f) G М 4 V М зд.

Таким образом, далее можно считать, что V -  нильмногообразие, удовле­
творяющее одной из систем (5m)-(31m), (36m) и (41m)-(45m) (где тг и а  име­
ют смысл, указанный для этих систем в доказываемой теореме). Достаточно 
убедиться в том, что выполнена посылка леммы 1.5 при L =  М 4 V М зд. 
Выполнение условия (i) этой леммы вытекает из лемм 1.2 и 1.6. Остается 
убедиться в выполнении условий (и) и (iii) леммы 1.5. Лемма 1.11 показы­
вает, что достаточно убедиться в том, что в V выполнена одна из систем 
(5m)-(47m) (где тг и а  имеют смысл, указанный для этих систем в предло­
жении 1.2). Напомним, что V удовлетворяет одной из систем, указанных в 
начале данного абзаца. Почти для всех из этих систем требуемый нам вывод 
очевиден. Единственным исключением является случай, когда V удовлетво­
ряет одной из систем (24ш) и (25ш), где либо тг =  (1243), а о -  тривиальная 
перестановка, либо тг =  (14), а а  =  (23). Рассмотрим этот случай. Посколь­
ку системы (24ш) и (25ш) двойственны друг к другу, достаточно рассмот­
реть первую из них. В систему (24ш) входит тождество х 2у =  х 3у. В силу 
утверждения (и) леммы 1.3 в V выполнено тождество (2.5). Если тг =  (1243), 
то x y x z  =  y z x2 =  z x y x  =  x 2zy  =  0 в V. Если же тг =  (14), а о — (23), 
то x y x z  =  x 2y z  =  0 в V. Итак, в любом случае в V выполнено тождество 
x y x z  =  0, а значит и тождество x y x z  =  yzyx . Следовательно, V удовлетворя­
ет системе (35ш), где тг =  (14) (23), а а -  тривиальная перестановка.
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3. К в а з и т о ж д е с т в а , в ы п о л н е н н ы е  в М4, но не в М3 3

Основным результатом данного параграф а является

Т е о р е м а  2. Пусть Ь -  произвольное квазимногообразие модулярных реше­
ток, содержащее квазимногообразие М д; но не содержащее квазимногообра­
зия  М 3д. Д л я  комбинаторного многообразия полугрупп V следующие усло­
вия эквивалент ны:

(1) Н У )  6 Ь ;

(И) Ц У )  6 М 4;

(ш) V удовлетворяет либо одной из систем тождеств (1Ш)-(4 Ш); (6Ш) -  
(25ш); (27т), (28т ), (30т ), (31ш); (36ш); (41ш); либо одной из систем  
тождеств

рА[ж\, Р 4 И X 2у
р4[ ж\, р 6 а

2
Ж У

р4[ж\., Ра[<?\ ж 2у
р4[ж]., Ра[сг\ ж 2у
р4[ ж]., р 6 а

2ж У
р4[ж\., Ра[сг\ х  2у
р4[ ж]., р 6 а

2ж у
р4[ж\., Ра[сг\ х  2у
р4[ ж]., р б А

2
X У

р4[ж\., Ра[сг\ х  2у
р4[ ж]., р 6 а

2
X У

р4[ж\., Ра[сг\ х  2у
р4[ ж]., р 6 а

2х  У
р4[ж\., Ра[сг\ х  2у
р4[ж]., Ра[сг\ х  2у

х у х  =  у х 2, х 3у г  =  х у 3г  =  х^уг,
п о  о п п п 4 9 9х у х  =  ух  , х  у г  =  х у 'г ,  х  у г  =  х  у г , 

х у х  =  уж2, ж3у£ =  х 2у 2г 2,
9 4жу =  X у ,

х Зу = (ху)2, х у 2 =  уж2,
ж3у, х у 2 = (ху)2,
у 2х, х у 2 = х у 3 =  (жу)2,
(ху)2, х у 2 = х у 3,2ху"2 -  (жу)2,
ж3у =  х у 2, х у х  г  =  ухгх ,  
х Зу =  (ху)2, х у 2 =  уж2, жуж£ =  у х г х ,  
х Зу, х у 2 =  (ху)2, х у х г  =  у х гх ,  
у 2х, х у 2 =  жу3 =  (ху)2, х у х г  =  у х г х ,  
(ху)2, х у 2 = х у 3, х у х г  =  у х гх ,  
х у 2 =  (ху)2, х у х г  = у хгх ,

(1т 4 )
(2т 4 )

(Зт 4 )
(4т 4 )
(5т 4 )
(6т 4 )
(7т 4 )
(8т 4 )
(9т 4 )

(10т 4 )
( 1 Г 4)
(12т 4 )

(13т 4 )
(14т 4 )
(15т 4 )

где

в системах (4т ), (6т )-(19т ) м (1т 4)-(З т 4 ) лмбо ж -  одна ш  пере­
становок (123), (124), (134), (234), (1324), (1234), (1243), а а -  
тривиальная перестановка; либо ж = (12), а а  =  (34); либо 
ж =  (13), а а = (24); либо 7Г =  (14), а а  = (23); либо ж =  (12)(34), 
а а = (13) (24);
в системе (20т ) либо ж -  одна из перестановок (123), (124), (134), 
(234), (1324), (1234), а а -  тривиальная перестановка; либо ж =  
=  (12), а а  =  (34); либо ж =  (13), а а  =  (24); либо ж =  (12)(34), а 
°  =  (13)(24);
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• в системах  (21ш)-(23ш) либо тг =  (1243), а о -  тривиальная  
перестановка; либо тг =  (14), а а  =  (23); либо тг =  (12)(34), а 
а = ( 13)(24);

• в системах  (24ш) и (25ш) либо тг -  одна из перестановок (123),
(124), (134), (234), (1324), (1243), а а -  тривиальная перестанов­
ка; либо тг =  (12), а а  =  (34); либо тг =  (14), а а  =  (23);

• в системах (27ш), (28ш), (30ш), (31ш) и (10т 4 )-(15ш4) либо тг =  
=  (1234), а о -  тривиальная перестановка; либо тг =  (13), а о — 
=  (24); либо тг =  (12)(34), а а  =  (13)(24);

• в системах  (36ш) и (41ш) тг =  (14), а а  =  (23);

• в системах  (4ш4)-(9 ш4) тг =  (12)(34), а а  =  (13)(24).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду очевидности импликации (11) — > (1) достаточно до­
казать импликации (1) — > (ш) — > (и).

Импликация (\) — > (111). К ак и в предыдущем параграфе, предварим кон­
кретные выкладки неформальными соображениями, призванными облегчить 
восприятие этих выкладок. Рассмотрения, проведенные в [8], показывают, что 
решетка М зд появляется «внутри» решетки Ь (у )  для нильмногообразий V 
только в двух случаях: как подрешетка в ДДд и как подрешетка решетки вида 
£ 4 (У ). Первого варианта появления решетки М зд можно избежать, если от­
талкиваться от тех многообразий, которые фигурируют в теореме 1. Второй 
вариант появления этой решетки возникает в тех и только в тех случаях, ко­
гда многообразие V не является наследственно однородным. Напомним, что 
Е'тО?) ~ это некоторая подрешетка в решетке эквивалентностей на множестве 
всех орбит большой О-трансверсали Чтобы «избавиться» от М зд, на­
до сокращать число орбит этого 8ш-множества, т. е. «склеивать» различные 
его орбиты (элементами большой О-трансверсали являю тся полу груп­
повые слова; под склейкой орбит II и V  этого 8ш-множества мы понимаем 
наложение на V тождества вида и =  щ где и Е С/, аг> Е V). То, какие именно 
орбиты надо склеивать, легко понять, глядя на рис. 5 и 7 работы [8].

Перейдем к конкретным выкладкам. Пусть Ь -  квазимногообразие реше­
ток, удовлетворяющее посылке доказываемой теоремы, а V -  комбинаторное 
многообразие полугрупп такое, что Н у )  Е Ь. Ясно, что Н у )  Е Ь V М зд, 
причем Ь V М зд -  квазимногообразие модулярных решеток, содержащее М 4 
и М 3)3, но не содержащее М 4 3. В силу теоремы 1 V удовлетворяет одной 
из систем тождеств, указанных в п. (ш) этой теоремы. Сравнивая эти систе­
мы тождеств с теми, которые указаны в п. (ш) доказываемой теоремы, мы 
получаем, что, с учетом соображений двойственности, достаточно доказать 
следующие утверждения.
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1. Если  V удовлетворяет системе тождеств (5Ш), где либо т г  -  одна 
из перестановок (123), (124), (134), (234), (1324), (1234), (1243), а а -  
тривиальная перестановка; либо тг =  (12), а о — (34); либо тг =  (13), а 
а  =  (24); либо тг =  (14), а а  =  (23); либо тг =  (12)(34), а а  =  (13)(24), 
то V удовлетворяет одной из систем тождеств (1ш4)-(З ш4).

2. Если  V удовлетворяет системе тождеств (24ш), где т г  =  (12)(34), а 
а  =  (13)(24), то V удовлетворяет одной из систем тождеств (4ш4)-  
- (6ш4).

3. Если  V удовлетворяет системе тождеств (26ш), где либо т г  =  (13), 
а о — (24), либо тг — (1234), а о -  тривиальная перестановка, то V 
удовлетворяет одной из систем тождеств (10т 4) - (12ш4).

4. Если  V удовлетворяет системе тождеств (42ш), где т г  =  (12)(34), а 
а  =  (13)(24), то V удовлетворяет одной из систем тождеств (6ш4), 
(7ш4), (9ш4).

5. Если  V удовлетворяет системе тождеств (44ш), где либо т г  =  (13), 
а а  =  (24), либо тг =  (1234), а а -  тривиальная перестановка, то V 
удовлетворяет одной из систем тождеств (12ш4), (13ш4), (15ш4).

Прежде всего заметим, что, как показано в [8], в условиях каждого из 
этих пяти утверждений V С Б С V Л/", где N  -  нильмногообразие. Ясно, что 
каж дая из систем (при любых тг и а) выполнена в 5 С. Поэтому
далее можно предполагать, что V -  нильмногообразие.

Докажем утверждение 1. Д ля этого достаточно установить, что V удо­
влетворяет либо одному из тождеств (1.3) и (1.4), либо тождеству

х 3у г  =  х 2у 2г 2 (3.1)

(при этом V будет удовлетворять одной из систем (1ш4), (2ш4) и (Зш4) со­
ответственно). Ясно, что V содержится в многообразии, заданном системой 
тождеств (5Ш), где тг -  одна из перестановок (123), (124), (134), (234), (12)(34),
(13) (24), (14) (23), а а -  тривиальная перестановка. Предположим, что V не 
удовлетворяет ни одному из тождеств (1.3), (1.4), (3.1). Тогда слова х у г , 
х 2у г , х 2у 2г 1 х 2у 2г 2 и х 3у г  не равны нулю и попарно не равны друг дру­
гу в V. Многообразие V не является наследственно однородным, поскольку 
тождество (3.1) не влечет в V ни одного из тождеств (1.3) и (1.4). Из рас­
смотрений, проведенных в [8], вытекает, что большая О-трансверсаль 
содержит ровно шесть орбит, а именно По, Нр и следующие четыре ор­
биты: 112 С { х 2уг, у 2хг , г 2ху} , Нз С { х 2у 2г, х 2г 2у, у 2г 2х } 1 Щ =  { х 2у 2г 2} 1 
£/5 =  { х 3уг} . Но тогда, как проверено в [8], решетка £д(Т) имеет вид, указан­
ный на рис. 4. На этом рисунке и ниже мы используем следующие обозначе­
ния для эквивалентностей на множестве орбит {Но, £/]_,. ..,£/&} 8ш-множества
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£ -  отношение равенства; Рщ2..лг ~ эквивалентность, единственным 
неодноэлементным классом которой является { и ^ ,  . . . ,  11^} (где г ^  2
и 0 ^  г\ < %2 < ••• < %г ^  к)] Дг1г2. . . г г ~ эквивалентность, имеющая 
ровно два неодноэлементных класса: {11^, 11̂ , . . . ,  11  ̂} и {Uj1, Х]^ ? • • • ? Ujs} 
(где г, 5 ^  2, 0 ^  г! < г2 < • • • < гг ^  /с, 0 ^  л  < < • • • < ^  ^  А; и
{гь г2, . . .  ,гг} П { л , л , . . . ,  л }  =  0 ); А =  р023...к (иными словами, А -  наи­
больший элемент решетки Е'т (У)). Мы видим, что решетка М зд вложима в 
Н у ) .  Отсюда вытекает, что М зд Е Ь. Но это противоречит условию.

Рис. 4. Решетка Е'3 для системы (5т )

Проверим теперь утверждение 2. Пусть V удовлетворяет посылке этого 
утверждения. Достаточно установить, что в V выполнено одно из тождеств
(1.5), (1.6) и (2.4) (при этом V будет удовлетворять одной из систем (4ш4), 
(5ш4) и (6ш4) соответственно). Ясно, что V содержится в многообразии, за­
данном системой тождеств (24ш), где тг =  (12)(34), а а -  тривиальная пере­
становка. Предположим, что V не удовлетворяет ни одному из тождеств (1.5),
(1.6), (2.4). Тогда слова ху , х 2у, х у х  и (ху )2 не равны нулю и попарно не рав­
ны друг другу в V. Многообразие V не является наследственно однородным, 
поскольку тождество (2.4) не влечет в V ни одного из тождеств (1.5) и (1.6). 
Из рассмотрений, проведенных в [8], вытекает, что большая О-трансверсаль 
W® (V) содержит ровно пять орбит, а именно Uq, С/1, и следующие три ор­
биты: ?72 =  { х 2у}, Us С { х у х ,у х у } , Щ =  { (х у )2}. К ак показано в [8], это 
означает, что E f2(V) имеет вид, указанный на рис. 5. Следовательно, решетка 
М зд вложима в L(V). Отсюда вытекает, что М з 3 Е L вопреки условию.

Утверждения 3, 4 и 5 проверяются вполне аналогично утверждению 2. 
Импликация (iii) — > (ii). Если V удовлетворяет одной из систем ( lm)-(3 m), 

то достаточно сослаться на предложение 1.1 (при L =  D IS ).
Предположим теперь, что V удовлетворяет системе (4Ш) (при значениях тг
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Рис. 5. Решетка Е'2 для системы (24т ) при тг = (12)(34)

и а , указанных для этой системы в п. (111) доказываемой теоремы). Повторяя 
рассуждения, проведенные в начале доказательства импликации (ш) — > (И) 
теоремы 1, получаем, что можно считать, что V -  нильмногообразие. Исполь­
зуя утверждение (1) леммы 1.3, получаем, что в Л4 выполнена система (1ш4) 
(при тех же я  и а).

Предположим, наконец, что V удовлетворяет одной из систем (6Ш)-(25Ш), 
(27ш), (28ш), (30ш), (31ш), (36ш), (41ш), (1т 4 )-(15т 4 ) (Где п  и а  имеют смысл, 
указанный для этих систем в п. (ш) доказываемой теоремы). Вновь повторяя 
рассуждения, проведенные в начале доказательства импликации (ш) — > (и) 
теоремы 1, получаем, что и в этом случае можно считать, что V -  нильмно­
гообразие.

Итак, пусть V -  нильмногообразие, удовлетворяющее одной из систем 
тождеств, указанных в предыдущем абзаце. Ясно, что V удовлетворяет одной 
из систем тождеств, указанных в предложении 1.2. Из лемм 1.5, 1.6 и 1.11 
вытекает, что если V наследственно однородно, то Ь(У) Е М 4.

Пусть теперь V не является наследственно однородным. Ясно, что V 
содержится в не наследственно однородном многообразии, удовлетворяю­
щем одной из систем тождеств, указанных в предложении 1.2. Из леммы 
1.11 видно, что таковыми являю тся многообразия, заданные системами тож ­
деств (5Ш), (24ш)-(26ш), (29ш), (36ш) и (41ш), где в системах (24ш) и (25ш) 
тг =  (12) (34), а -  тривиальная перестановка, а в остальных перечисленных 
только что системах тг и а  имеют смысл, указанный для этих систем в пред­
ложении 1.2. Сравнение указанных систем тождеств с теми, которые указаны 
в п. (ш) доказываемой теоремы, показывает, что мы должны рассмотреть си­
стемы тождеств (1ш4)-(15ш4). С учетом леммы 1.12 и двойственного к ней 
утверждения круг систем, подлежащих проверке, сужается до систем (Зш4), 
(6ш4), (8ш4), (9ш4), (12ш4), (14ш4), (15ш4).

Итак, пусть V удовлетворяет системе (Зш4) (где тг и а  имеют смысл, ука-
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занный для этой системы в п. (111) доказываемой теоремы). Ясно, что оно удо­
влетворяет также системе (5Ш) (при тех же я  и а). Учитывая, что V задается 
тождеством (3.1) внутри многообразия, заданного системой (5Ш), и используя 
выкладки, проделанные в [8], получаем, что решетка £д(У) изоморфна ин­
тервалу [/045, А] решетки, изображенной на рис. 4, и потому является цепью. 
Из лемм 1.5, 1.6 и 1.11 вытекает теперь, что Ь(У) Е М 4.

Пусть теперь V удовлетворяет системе (6ш4) (при п  =  (12)(34), а а  =  
=  (13) (24)). Ясно, что оно удовлетворяет также системе (24ш) (где тг =  
=  (12)(34), а а -  тривиальная перестановка). Учитывая, что V задается тож ­
деством (2.4) внутри многообразия, заданного системой (24ш), и используя 
выкладки, проделанные в [8], получаем, что решетка Е Д У ) изоморфна ин­
тервалу [р24̂  А] решетки, изображенной на рис. 5, и потому является цепью. 
Из лемм 1.5, 1.6 и 1.11 вытекает теперь, что Ь(У) Е М 4.

Системы (8ш4), (9ш4), (12ш4), (14ш4), (15ш4) рассматриваются абсолютно 
аналогично системе (6ш4).

4. К в а з и т о ж д е с т в а , в ы п о л н е н н ы е  в М3 3, но не в М4

Основным результатом данного параграф а является

Т е о р е м а  3. Пусть Ь -  квазимногообразие модулярных решеток; содержа­
щее М 3>3, но не содержащее М 4. Д л я  комбинаторного многообразия полу­
групп V следующие условия эквивалентны:

(1) Ц У ) е Ь ;

(И) Ц У ) 6 м 3,з;

(ш) V удовлетворяет либо одной из систем тождеств (1Ш)-(3 Ш); либо 
одной из следующих систем тождеств:

Уз [Л , х 2у = у х 2 = Х3у, ^тЗЗ^

УзЕЛ1 Х2у = у х 2, со II со 05 II (2ш33)

Уз [Л , х 2у = у х 2, 2 2 2 2 х  у г  =  ху  г , (Зт33)
УзЕЛ1 Х2у = у х 2, Ч 2 2х  у г  =  ху  г , (4̂ зз  ̂

Уз [Л . х 2у = Xу2, 4 4х^у  =  ух*, (5т 33)

УЗ Е л1 х у 2 = у х 2, 4 4 х*у =  у х 4; (6т33)
уз Ел1 Х2у = у 2 X, II5Э ^тЗЗ^

Уз[(13)], х 2у = х у х  = х 3у, (8т33)
_рз [(13)], х 2у = х у х , х Зу г  = жуЛ, ж6 =  х 7, (9т33)
Уз[(13)], х 2у = х у х , ж2у 2г  =  жу 2г 2, (10т33)
р 3[(13)], х 2у = х у х , жЗу г  = х у 2г 2, (11т33)
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Рз[(13)], х 2у = ух у , (12m33)
Рз[(13)], х у х  = уху, (13m33)
Рз[(123)], х 2у = х 3у, Д 4шзз )
Рз[(123)], x 3y z  = x y 3z, х 6 =  х 7, (15m33)
р 3[(123)], x 2y 2z = x y 2z 2, (16m33)
Рз[(123)], x^y z  = x y 2z 2, (17m33)

где

• в системах ( im33) - (6m33) тг -  одна из перестановок (12) и (23);
• в системе (7ш33) к  -  одна из перестановок (12), (13), (23) и (123).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду очевидности импликации (ii) — > (i) достаточно до­
казать импликации (i) — > (ni) — > (ii).

Импликация (i) — > (iii). Решающим шагом в доказательстве этой импли­
кации является следующая лемма.

Л е м м а  4 .1 . Пусть L -  квазимногообразие решеток , не содержащее реш ет ­
ки М4, а V -  нильмногообразие. Если решетка L(V) принадлеж ит  L, то V 
удовлетворяет перестановочному тож деству длины  3.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что V не удовлетворяет никакому переста­
новочному тождеству длины 3. В частности, это означает, что множество 
Т/Рз5з(V) непусто, так как в противном случае V удовлетворяет тождеству 
x y z  =  0, а значит, и любому перестановочному тождеству длины 3. Далее, из 
нашего предположения вытекает, что Р егтз(У ) -  единичная группа. В силу 
леммы 1.2 это означает, что решетка L(V) содержит интервал, антиизоморф- 
ный решетке Sub(S3), которая изоморфна М4. Но это противоречит условию 
леммы.

Приступим к непосредственному доказательству импликации (i) — > (iii). 
Пусть L -  квазимногообразие решеток, удовлетворяющее посылке доказы­
ваемой теоремы, а V -  комбинаторное многообразие полугрупп такое, что 
L(V) G L. Ясно, что L(V) G L V M 4 , причем L V M 4  -  квазимногообразие мо­
дулярных решеток, содержащее М 4 и М зд , но не содержащее М дд. В силу 
теоремы 1 V удовлетворяет одной из систем ( lm)-(31m), (36m), (41m)-(45m), 
где в системах (4m)-(31m), (36m), (41m)-(45m) тг и а  имеют смысл, указанный 
в п. (iii) теоремы 1.

Если V удовлетворяет одной из систем ( lm)-(3 m), то достаточно сослаться 
на предложение 1.1 (при L =  D IS ). Пусть теперь в V выполнена одна из 
систем (4m)-(31m), (36m), (41m)-(45m), где тг и а  имеют смысл, указанный
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для этих систем в п. (ш) предложения 1.2. В силу леммы 4.1 в V, кроме того, 
выполнено тождество видарз[7г], где я  -  одна из перестановок (12), (13), (23) 
и (123). Любая из этих четырех перестановок позволяет привести слово (х у )2 
к одному из слов х 2у 2, х у 2х , у х 2у. Отсюда и из утверждения (и) леммы 1.3 
вытекает

Л е м м а  4 .2 . Если иильмиогообразие удовлетворяет перестановочному тож ­
деству длины  3 и одному из тождеств (2.3) и (2.4); то оно удовлетворяет  
такж е тож деству (1.6).

В частности, это означает, что каж дая из систем (42ш)-(45ш) (при любых 
я  и а) влечет в V одну из систем (24ш), (25ш) (при тех же я  и а). Кроме 
того, очевидно, что каж дая из систем (21ш)-(23ш), (26ш)-(31ш), (36ш), (41ш) 
(при любых я  и а )  также влечет одну из систем (24ш), (25ш) (при тех же т г  

и а). Поэтому можно считать, что в V выполнена одна из систем (4Ш)-(20Ш), 
(24ш), (25ш), где тг и а  имеют смысл, указанный для этих систем в п. (ш) 
предложения 1.2, а значит, и одна из следующих систем тождеств:

Рз[тг] ж2у =  жуж =  уж2 =  ж Зу, (4т )'
РзМ ж2у =  х у х  =  уж2, ж3уг =  жуЛ, ж6 =  ж7, (5т )'
Р зИ 2 2 2 2 2 2 ж у =  жуж =  уж , ж у д  =  жу г , (6т )'
РзМ ж2у =  х у х  =  уж2, ж3уг =  ж у2 г2, (7т )'
Р зИ ж2у =  жуж, жу2 =  уж2, (8т )'
РзМ Ж2У =  У2ж, жу2 =  ужу, (9 )'
Р зИ ж2у =  ужу, жу2 =  уж2, (10 т у

РзМ ж2у =  у2ж, ж у2 =  жуж, (11т )'
Р зИ ж2у =  жу2, жуж =  ужу, (12т )'
РзМ ж2у =  ужу =  уж2, (13т )'
Р зИ ж2у =  жуж =  жу2, ж4у =  уж4, (14т )'
Рз[тг] ж2у =  ужу =  жу2, ж4у =  уж4, (15т )'
РзМ ж2у =  у2ж, жуж =  ж2уж, ж3у =  уж3, (16т )'
Р зИ жу2 =  уж2, жуж =  жуж2, жЗу =  уж3, (17т )'
РзМ ж2у =  ж3у, жуж =  ужу, ж3у =  уж3, (18т )'
Р зИ ж у2 =  жу3, жуж =  ужу, ж Зу =  уж3, (19т )'
РзМ ж2у =  уж2, жуж =  ужу, (20т )'
Р зИ ж2у =  ж3у, ж у2 =  уж2, ж Зу =  уж3, (24т )'
РзМ ж2у =  у2ж, жу2 =  жу3, жЗу =  уж3, (25т )'

где тг -  одна из перестановок (12), (13), (23) и (123). Теперь доказательство 
импликации может быть завершено рутинной проверкой. Результаты этой
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проверки суммированы в следующей таблице. В этой таблице на пересечении 
каждой строки (кроме первой) и каждого столбца (кроме первого) указана 
та из систем, присутствующих в п. (111) доказываемой теоремы, которая вы­
текает из системы, указанной в первом столбце данной строки при значении 
7г, указанном в первой строке данного столбца.

тг =  (12) 7Г =  (13) 7г =  (23) 7г =  (123)
(4 ту ^ДтЗЗ^ (8т33) ^ДтЗЗ^ (14т33)
(5 т)' (2т33) (9т33) (2т33) (15т33)
(6т)' (Зт33) (10т33) (Зт33) (16т33)
(7 т у ('дтЗЗ^ (11т33) (4^33 ̂ (17тЗЗ)
(g т у (бт33) (13т33) (6ШЗЗ) (13тЗЗ)

(9 т У ^утЗЗ^ (13т33) ^утЗЗ^ (13тЗЗ)
(10т ) / (бт33) (12т33) (6ШЗЗ) ^утЗЗ^

(11 т у ^утЗЗ^ ^утЗЗ^ ^утЗЗ^

(12 т у (бт33) (13тЗЭ) (5т33) ^утЗЗ^

(13 т у (5т33) (12т33) (5т33) ^утЗЗ^

(14т )' (5т33) ^утЗЗ^ (5т33) ^утЗЗ^

(15т )' (5т33) (12т33) (5т33) ^утЗЗ^

(16 т У ^утЗЗ^ ^утЗЗ^ ^утЗЗ^ ^утЗЗ^

(17 т У (бт33) ^утЗЗ^ (6ШЗЗ) ^утЗЗ^

(18 т )' (бт33) (13т33) ^утЗЗ^ ^утЗЗ^
(1 дту (бт33) (13т33) ^утЗЗ^ ^утЗЗ^

(20 т)' (5т33) (13тЗЭ) (5т33) ^утЗЗ^

(24 т)' (6т33) ^утЗЗ^ (6т33) ^утЗЗ^

(25 т)' ^утЗЗ^ ^утЗЗ^ ^утЗЗ^ ^утЗЗ^

Импликация (iii) —  ̂ (ii). Если V удовлетворяет одной из систем ( lm)-(3 m), 
то достаточно сослаться на предложение 1.1 (при L =  D IS ). Предположим 
теперь, что V удовлетворяет одной из систем (1ш33)-(17ш33) (Где в системах 
^ т з з ^ у т з з ^  п  имеет смысл, указанный в п. (iii) доказываемой теоремы). К ак 
и в доказательстве импликации (iii) —  ̂ (ii) теоремы 1, можно считать, что 
V -  нильмногообразие. Очевидно, что каж дая из систем (1ш33)-(17ш33) влечет 
одну из систем (5m)'-(20m)/, (24ш)', (25ш)', где я  -  одна из перестановок (12), 
(13), (23) и (123). Из лемм 1.5, 1.6, 1.11 и 1.4 вытекает, что L(V) Е М зд.

5. К в а з и т о ж д е с т в а , в ы п о л н е н н ы е  в М з, 
но не в ы п о л н е н н ы е  ни  в М4, ни  в Мзд

Основным результатом данного параграф а является
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Т е о р е м а  4. Пусть Ь -  квазимногообразие модулярных решеток , содержа­
щее М 3, но не содержащее ни  М 4, ни  М 3 д. Д л я  комбинаторного многооб­
разия полугрупп V следующие условия эквивалентны:

(1) Щ )  6 Ь ;

(И) Щ )  6 М 3;

(ш) V удовлетворяет либо одной из систем тождеств (1Ш)-(3 Ш), (1ш33),
(Зт33)- (8 т33) ; (10то33)-(1 4 т33), (16т33) 
щих систем тождеств:

, (17т33) ; либо одной из следую-

Рз[к\, х 2у = у х 2, х 3уг  = х 4уг, (1т 3 )
рз[7г], х 2у = у х 2, х 2у 2г 2 = х Зу 2г 2, "г

о со

Рз[7г], х 2у = у х 2, х 3уг  = х 2у 2х2, со

Рз[(13)], х 2у = хух ,  х Зуг  = х 4уг, (4 ™3)
?̂з[(13)], х 2у  =  хух ,  х 2у 2г 2 =  х 3у 2г 2, о? 3 со

Рз[(13)], х 2у = хух ,  х Зуг  = х 2у 2х2, 'о
? со

р 3[(123)], х 3уг  = х 4уг, ^3
со

р 3[(123)], х 2у 2г 2 = х 3у 2г 2,

со00

р 3[(123)], х 3уг  = х 2у 2г 2, То
со

где

• в системах  (1ш33), (зш33)-(б ш33) и (1т 3) - ( з т 3 ) п -  одна из пере­
становок (12) и (23);

• в системе (7ш33) к  -  одна из перестановок (12), (13), (23) и (123).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду очевидности импликации (11) — > (1) достаточно до­
казать импликации (1) — > (ш) — > (и).

Импликация (\) — > (111). Пусть Ь -  квазимногообразие решеток, удовле­
творяющее посылке доказываемой теоремы, а V -  комбинаторное многооб­
разие полугрупп такое, что И Д )  Е Ь. Ясно, что Н у )  Е Ь V М зд, причем 
Ь V М зд -  квазимногообразие модулярных решеток, содержащее М зд, но не 
содержащее М 4. В силу теоремы 2 V удовлетворяет одной из систем тож ­
деств, указанных в п. (ш) этой теоремы. Сравнивая эти системы тождеств 
с теми, которые указаны в п. (ш) доказываемой теоремы, мы получаем, что 
достаточно доказать следующее утверждение:

если V удовлетворяет одной из систем  (2ш33), где тг -  одна из пере­
становок (12) и (23), (9ш33) и (15ш33), то оно удовлетворяет одному из 
тождеств (1.3), (1.4), (3.1).
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Мы позволим себе опустить проверку этого утверждения, поскольку она 
дословно повторяет рассуждения, проведенные при проверке утверждения 1 
в доказательстве импликации (i) — > (iii) теоремы 2.

Импликация (iii) — > (ii). Эта импликация доказывается вполне аналогично 
одноименной импликации теоремы 2. Отличие состоит лишь в том, что в 
доказываемой теореме необходимые выкладки существенно проще и короче.

Если V удовлетворяет одной из систем ( lm)-(3 m), то, как и во всех 
предшествующих теоремах, достаточно сослаться на предложение 1.1 (при 
L =  D IS ). Если V удовлетворяет одной из систем (1ш33), (Зш33) - (8ш33), 
(10m33)-(14m33), (16m33) и (17m33) (где в системах (1ш33) и (зш33) - (7ш33) 
7г имеет смысл, указанный для этих систем в п. (iii) доказываемой теоре­
мы), то, как вытекает из доказательства импликации (iii) — > (ii) теоремы 
3, L(V) E М 3. Пусть, наконец, V удовлетворяет одной из систем (1ш3)-(9 ш3), 
где в системах (1ш3) - ( з ш3) п -  одна из перестановок (12) и (23). Это озна­
чает, что в V выполнены система тождеств (5Ш )7 и одно из тождеств (1.3), 
(1.4), (3.1). Из утверждения (i) леммы 1.12 вытекает, что если в V выполнено 
одно из тождеств (1.3), (1.4), то V наследственно однородно. Но тогда, как 
видно из лемм 1.5, 1.6, 1.11 и 1.4, L(V) E М 3. Наконец, предположим, что 
в V выполнено тождество (3.1). Повторяя рассуждения, проведенные в до­
казательстве импликации (iii) — > (ii) теоремы 2 при рассмотрении системы 
тождеств (Зш4), получаем, что в рассматриваемом случае решетка E f3(V) яв­
ляется цепью. Вновь ссылаясь на леммы 1.5, 1.6, 1.11 и 1.4, получаем, что 
L(V) Е М 3.
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