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I. Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ àáñòðàêòíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè
ñ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû êëàññà (1, A) è ñ ãåíåðàòîðîì K-
êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû.Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé ðåàëüíûõ ñèñòåì
íàðÿäó ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè ôàêòîðàìè âñå ÷àùå ñòðåìÿòñÿ
ó÷èòûâàòü è âîçäåéñòâèå ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ. Ýòî
ïðèâîäèò ê ñîçäàíèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, à ïðè îáðàùåíèè
ê àáñòðàêòíîé çàäà÷å Êîøè, îñíîâíîìó îáúåêòó äèññåðòàöèîííîãî
èññëåäîâàíèÿ, � ê ñòîõàñòè÷åñêèì çàäà÷àì ñî ñëó÷àéíûìè
ïðîöåññàìè â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïóñòü (Ω,F , P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàííîé íà
íåì ñèñòåìîé σ-àëãåáð {Ft| t ≥ 0} � ôèëüòðàöèåé, U,H �
(ñåïàðàáåëüíûå) ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè, çàïèñàííàÿ â âèäå
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

X(t) = ξ +
∫ t

0
AX(s) ds + BW (t), t ∈ [0, τ), τ ≤ ∞, (1)

ãäå A : D(A) ⊂ H → H � çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð,
B ∈ L(U,H), ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ W (t) � îáîáùåíèå âèíåðîâñêîãî
ïðîöåññà íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé � Q-âèíåðîâñêèé ïðîöåññ
îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè, ξ = X(0) � H-çíà÷íàÿ, F0-èçìåðèìàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Ïîäõîä, èñïîëüçóåìûé â äèññåðòàöèè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ, îñíîâàí íà ïîëóãðóïïîâîé òåõíèêå.

Ïåðâûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè u′ = Au ñ
íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì A â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå â òåðìèíàõ
òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû Õèëëå â êîíöå
40-õ ãîäîâ XX âåêà. Áîëüøîé âêëàä â ïîëóãðóïïîâóþ òåîðèþ
è â òåîðèþ àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè âíåñëè Ôåëëåð, Ìèÿäåðà,
Ôèëëèïñ, Èîñèäà, Êàòî è äðóãèå èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè. Ñåãîäíÿ
ïîëóãðóïïîâàÿ òåõíèêà ïðî÷íî çàíèìàåò âàæíîå ìåñòî â àðñåíàëå
ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè.
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Ïåðâûå ïðèìåíåíèÿ ïîëóãðóïïîâîé òåõíèêè ê àáñòðàêòíûì
ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ Áàëàêðèøíàíà,
Êóðòàéí è Ôàëüá, Ìåòèâèåð è Ïèñòîíå.

Ðåçóëüòàòû ïî ïðèìåíåíèþ ïîëóãðóïïîâîé òåõíèêè ê
àáñòðàêòíûì ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì, íåïîñðåäñòâåííûì
ïðîäîëæåíèåì êîòîðûõ ñòàëè èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè,
ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ Äà Ïðàòî è Çàá÷èêà, È.Â. Ìåëüíèêîâîé
è åå ó÷åíèêîâ.

Â ðàáîòàõ Äà Ïðàòî è Çàá÷èêà [4, 5] èññëåäîâàíà àáñòðàêòíàÿ
ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè ñ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïðåðûâíîé
íà [0,+∞) ïîëóãðóïïû êëàññà C0. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì äëÿ ðàâíîìåðíîé êîððåêòíîñòè íåîäíîðîäíîé çàäà÷è.

Îäíàêî, îïåðàòîð A àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè, ìîäåëèðóþùåé
ðåàëüíóþ ñèñòåìó, äàëåêî íå âñåãäà ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî
îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùåå âñåì íàáîðîì ñâîéñòâ ïîëóãðóïï êëàññà
C0. Â òåîðèè äåòåðìèíèðîâàííîé àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè
íàêîïëåí îáøèðíûé ìàòåðèàë ïî ðàáîòå ñ òàêèìè ñåìåéñòâàìè
îïåðàòîðîâ. È êîãäà â ìîäåëü ðåàëüíîé ñèñòåìû ââîäèòñÿ ó÷åò
ñòîõàñòè÷åñêîãî ôàêòîðà, ñîâåðøåííî îïðàâäàíî ñòðåìëåíèå
ïðèâëå÷ü ê ðàññìîòðåíèþ óæå íàðàáîòàííûé ìàòåðèàë. Â ðàáîòàõ
[6, 7] È.Â. Ìåëüíèêîâîé è åå ó÷åíèêîâ äåëàåòñÿ øàã â ýòîì
íàïðàâëåíèè: èçó÷àåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à ñ ãåíåðàòîðîì
èíòåãðèðîâàííîé ïîëóãðóïïû.

Ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ êëàññà (1, A) ñòîÿò ñëåäóþùèìè
çà ïîëóãðóïïàìè êëàññà C0 â ðÿäó êëàññè÷åñêèõ ïîëóãðóïï
òåîðèè Õèëëå-Èîñèäû â íàïðàâëåíèè âîçðàñòàþùåé îáùíîñòè. Äëÿ
ïîëóãðóïï êëàññà (1, A) îñëàáëåíî òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè â
íóëå. Ïðè ýòîì, èìåííî îòñóòñòâèå ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè â íóëå
ó ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ ðåøåíèÿ ìíîãèõ âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ è ñîçäàåò òðóäíîñòè ïðè èõ èññëåäîâàíèè.

Èíòåãðèðîâàííûå æå ïîëóãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
K-êîíâîëþöèîííûõ ïîëóãðóïï. K-êîíâîëþöèîííûå ïîëóãðóïïû
îòíîñÿòñÿ ê áîëåå ïîçäíèì ðàçäåëàì òåîðèè ïîëóãðóïï è íå
ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè. Ïîÿâëÿþòñÿ
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îíè íà ïóòè ïðèìåíåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ àáñòðàêòíûõ çàäà÷, íå
ÿâëÿþùèõñÿ ðàâíîìåðíî êîððåêòíûìè, ïîäõîäà ñîäåðæàùåãî â ñâîåé
îñíîâå ïîñòðîåíèå îïðåäåëåííûì îáðàçîì èñïðàâëåííîãî ðåøåíèÿ.
Ïîíÿòèå K-êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû ââåäåíî È. ×èîðàíåñêó
è Ã. Ëþìåðîì â ðàáîòàõ [1, 2, 3]. Â íàçâàíèè ýòîãî ñåìåéñòâà
îïåðàòîðîâ îòðàæåíà èäåÿ ïîñòðîåíèÿ èñïðàâëåííîãî ðåøåíèÿ â
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèòóàöèè: èñïðàâëåííîå � K-êîíâîëþöèîííîå �
ðåøåíèå ñòðîèòñÿ êàê ñâåðòêà ðåøåíèÿ (åñëè áû îíî ñóùåñòâîâàëî)
ñ íåêîòîðîé ãëàäêîé ýêñïîíåíöèàëüíî îãðàíè÷åííîé âåùåñòâåííîé
ôóíêöèåé K(t), îïðåäåëåííîé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè (äëÿ
èíòåãðèðîâàííûõ ïîëóãðóïï K(t) = t). Çàäà÷à, â êîòîðîé ñòðîèòñÿ
K-êîíâîëþöèîííîå ðåøåíèå, ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîé çàäà÷å
íàçûâàåòñÿ K-êîíâîëþöèîííîé.

Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíîñòü òåìû îáóñëîâëåíà åñòåñòâåííûì
õîäîì ðàçâèòèÿ òåîðèè.

Öåëü è çàäà÷è ðàáîòû. Äëÿ àáñòðàêòíîé ñòîõàñòè÷åñêîé
çàäà÷è Êîøè ñ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû êëàññà C0 â ðàáîòàõ
[4, 5] ïîñòðîåíî ïðîèíòåãðèðîâàííîå ðåøåíèå â ñëàáîé ôîðìå.
Äëÿ çàäà÷è ñ ãåíåðàòîðîì èíòåãðèðîâàííîé ïîëóãðóïïû â
ðàáîòàõ [6, 7] ïîñòðîåíî ñëàáîå ïðîèíòåãðèðîâàííîå ðåøåíèå
K-êîíâîëþöèîííîé (èíòåãðèðîâàííîé) ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è
Êîøè. Ïîä ñëàáûì ïðîèíòåãðèðîâàííûì ðåøåíèåì ïîíèìàåòñÿ
ïðîöåññ X(t), óäîâëåòâîðÿþùèé êàæäîìó óðàâíåíèþ âèäà

〈X(t), y〉 = 〈ξ, y〉+ 〈
∫ t

0
X(s)ds,A∗y〉+ 〈

∫ t

0
BdW (s), y〉, y ∈ D(A∗).

Â ðàìêàõ òåìû äèññåðòàöèè öåëüþ ðàáîòû ÿâèëîñü ïîñòðîåíèå
ñëàáîãî ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðåøåíèÿ àáñòðàêòíîé ñòîõàñòè÷åñêîé
çàäà÷è Êîøè ñ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû êëàññà (1, A) è K-
êîíâîëþöèîííîé çàäà÷è ïî îòíîøåíèþ ê çàäà÷å ñ ãåíåðàòîðîì
K-êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû, à òàêæå èçó÷åíèå âîïðîñà
åäèíñòâåííîñòè ñëàáîãî ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðåøåíèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ öåëüþ, áûëè ïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:
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¦ èçó÷èòü ñâîéñòâà óêàçàííûõ ïîëóãðóïï, à òàêæå ñâîéñòâà
ñîïðÿæåííûõ ê ïîëóãðóïïàì ñåìåéñòâ, íà ïðåäìåò èõ ñâÿçè ñ
àáñòðàêòíîé çàäà÷åé Êîøè;

¦ ïðè áëàãîïðèÿòíûõ ðåçóëüòàòàõ ðåøåíèÿ ïåðâîé èç
ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ íàéòè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è âûïîëíèòü
ïîñòðîåíèå ñëàáîãî ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðåøåíèÿ è ñëàáîãî
ïðîèíòåãðèðîâàííîãî K-êîíâîëþöèîííîãî ðåøåíèÿ äëÿ
ñòîõàñòè÷åñêîé àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè ñ ãåíåðàòîðàìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóãðóïï óêàçàííûõ êëàññîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè èçó÷àëèñü
ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Èññëåäîâàíèþ ïîäëåæàëè çàäà÷è, âûäåëåííûå èç îáùåãî
÷èñëà ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì: íàëè÷èå ñâÿçè ñ óêàçàííûìè
ïîëóãðóïïàìè è ñòîõàñòè÷åñêàÿ íåîäíîðîäíîñòü. Ïîëóãðóïïîâàÿ
ñïåöèôèêà ïîçâîëèëà â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ
èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðèè ïîëóãðóïï, à ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñïåöèôèêà
çàäà÷ ïîòðåáîâàëà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ:
◦ Ïîñòðîåíî ñëàáîå ïðîèíòåãðèðîâàííîå ðåøåíèå àáñòðàêòíîé

ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè ñ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû
êëàññà (1, A). Äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ïðåäñêàçóåìîãî
ñëàáîãî ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è
ñ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû êëàññà (1, A).

◦ Ïîñòðîåíî ñëàáîå ïðîèíòåãðèðîâàííîå K-êîíâîëþöèîííîå
ðåøåíèå àáñòðàêòíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè ñ ãåíåðàòîðîì
K-êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû. Äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü
ïðåäñêàçóåìîãî ñëàáîãî ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðåøåíèÿ
ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è ñ ãåíåðàòîðîì K-êîíâîëþöèîííîé
ïîëóãðóïïû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà
íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âíîñÿò
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âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè àáñòðàêòíûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè,
ñòîõàñòè÷åñêèõ, è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøåì
èçó÷åíèè àáñòðàêòíîé çàäà÷è Êîøè ñî ñëó÷àéíûìè ïîìåõàìè.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû
äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðå ïî äèôôåðåíöèàëüíî-
îïåðàòîðíûì óðàâíåíèÿì êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è
òåîðèè ôóíêöèé ÓðÃÓ (ðóêîâîäèòåëü � äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê,
ïðîôåññîð È.Â. Ìåëüíèêîâà) â 2003�2006 ãã., íà ñåìèíàðå êàôåäðû
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé ÓðÃÓ (ðóêîâîäèòåëü
� äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð Â.Â. Àðåñòîâ) â 2006 ã.
Áûëè ñäåëàíû äîêëàäû íà XXVIII Êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà
(Ìîñêâà, 2006), íà Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå
Ñ.Ã. Êðåéíà - 2006 (Âîðîíåæ, 2006), íà 63-åé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé
êîíôåðåíöèè ïî èòîãàì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò çà 2003�
2004 ãã. (Ìàãíèòîãîðñê, 2004).

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíû, ñïèñîê èç 7
ïóáëèêàöèé àâòîðà ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç
ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ãëàâû ðàçáèòû íà
ïàðàãðàôû, ðàçäåëåííûå íà ïóíêòû. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë ñêâîçíàÿ.
Íóìåðàöèÿ ïðåäëîæåíèé òðîéíàÿ è ñîîáùàåò ãëàâó, ïàðàãðàô, íîìåð
ïðåäëîæåíèÿ ýòîãî âèäà. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 100
ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 70 íàèìåíîâàíèé.

II. Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Ðàñïðåäåëåíèå ìàòåðèàëà ïî ðàçäåëàì. Âî ââåäåíèè
ñòàâèòñÿ çàäà÷à, îáîñíîâûâàåòñÿ åå àêòóàëüíîñòü, îïðåäåëÿåòñÿ
ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ áàçà èññëåäîâàíèé, ñîñòàâëÿåòñÿ ïëàí èçó÷åíèÿ.
Êðîìå òîãî, âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ ñòðóêòóðà èçëîæåíèÿ è îáçîð
ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç äâóõ ãëàâ. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà
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ñåìåéñòâàì îïåðàòîðîâ: ïîëóãðóïïàì êëàññà (0, A), (1, A), (C0) è K-
êîíâîëþöèîííûì ïîëóãðóïïàì, à òàêæå èõ ñâÿçè ñ àáñòðàêòíîé
çàäà÷åé. Âòîðàÿ � ñòîõàñòè÷åñêîé òåîðèè è ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷å.

Îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû ïî
òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ ñîäåðæàòñÿ â ïåðâîé ãëàâå. Ãëàâà
ðàçáèòà íà äâà ïàðàãðàôà.

� 1. Ñ êîððåêòíîé çàäà÷åé Êîøè

du(t)
dt

= Au(t), t > 0, u(0) = x, lim
t→0

‖u(t)− x‖ = 0, (2)

ãäå A � çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå
E, ñâÿçàíû ñèëüíî íåïðåðûâíûå ïðè t > 0 ñåìåéñòâà îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùèå ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì, ïðè ýòîì
çàìêíóòûé è ïëîòíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð A, ïîðîæäàþùèé
êîððåêòíóþ çàäà÷ó, ìîæåò áûòü ðàñøèðåí äî ïðîèçâîäÿùåãî
îïåðàòîðà ñåìåéñòâà.

Ïîëóãðóïïû êëàññà C0 òåñíåéøèì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ ñàìîé
ñèëüíîé êîððåêòíîñòüþ çàäà÷è � ñ ðàâíîìåðíîé. À èìåííî,
ðàâíîìåðíàÿ êîððåêòíîñòü çàäà÷è ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî åå
îïåðàòîð A ïîðîæäàåò ïîëóãðóïïó êëàññà C0. Äëÿ ïîñëåäíåãî
æå åñòü ÷åòêèé êðèòåðèé: îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì
ïîëóãðóïïû êëàññà C0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðåçîëüâåíòà
RA(λ) = (λI − A)−1 îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì Ìèÿäåðû-Ôåëëåðà-
Ôèëëèïñà-Õèëëå-Èîñèäû (ÌÔÔÕÈ):

∃ω ∈ R, C > 0 : ‖Rk
A(λ)‖ ≤ C

(Reλ− ω)k
, Reλ > ω, k ∈ N.

Â ðàçäåëå 1.1.1 äèññåðòàöèè äîêàçàíû "ðàçðåæåííûå" óñëîâèÿ
ðàâíîìåðíîé êîððåêòíîñòè, ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿì ÌÔÔÕÈ.

Òåîðåìà 1 (Ðàçðåæåííûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé
êîððåêòíîñòè). Åñëè ïëîòíî îïðåäåëåííûé â E ëèíåéíûé
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îïåðàòîð A èìååò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λ > 0 ðåçîëüâåíòó
RA(λ), è äëÿ íåêîòîðîãî ω ∈ R

∃l ∈ N,M > 0 : ‖Rlk
A (λ)‖ ≤ M

(λ− ω)lk
, ∀k ∈ N , λ > ω,

òî çàäà÷à (2) äëÿ îïåðàòîðà A ðàâíîìåðíî êîððåêòíà.

Êëàññ (0, A) ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ áîëåå øèðîêèì,
÷åì êëàññ (1, A), è ïåðâîíà÷àëüíî áûëà ñäåëàíà ïîïûòêà
âûïîëíèòü ïîñòðîåíèÿ äèññåðòàöèè äëÿ ýòîãî êëàññà ïîëóãðóïï.
Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå Õèëëå è Ôèëëèïñà ïîëóãðóïï êëàññà
(0, A) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâî U = {U(t) | t ≥ 0} ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâå E, ñèëüíî
íåïðåðûâíîå ïðè t > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:
1) X0 = E, ãäå X0 � íàèìåíüøåå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
ñîäåðæàùåå îáëàñòè çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ U(t) ñåìåéñòâà U ;

2) ∀h, t ≥ 0 : U(h)U(t) = U(h + t);
3)

∫ 1
0 ‖U(t)x‖ dt < ∞, x ∈ E;

4) limλ→∞ λ
∫ +∞
0 e−λtU(t)x dt = x (ñõîäèìîñòü â ñìûñëå Àáåëÿ);

5) U(0) = I;

íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé êëàññà (0, A).

Â ï. 1.1.2 ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå ïàðà îáúåêòîâ: îïåðàòîð
A è ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ U , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó
îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 2. Cåìåéñòâî U = {U(t) | t ≥ 0} ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâå E, ñèëüíî
íåïðåðûâíîå ïðè t > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:
1) U(0) = I;
2)

∫ 1
0 ‖U(t)x‖ dt < ∞, x ∈ E;

3) ‖U(t)‖ ≤ eω0t äëÿ íåêîòîðîãî ω0 ∈ R;
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4) ñóùåñòâóåò òàêîé çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð A, ÷òî
∀x ∈ E, t ≥ 0 : A

∫ t

0
U(s)x ds = U(t)x− x,

∀x ∈ D(A), t ≥ 0 :
∫ t

0
U(s)Ax ds = U(t)x− x,

íàçîâåì ñåìåéñòâîì, ïîðîæäåííûì îïåðàòîðîì A.

Äàëåå äîêàçàíî ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâ è îïåðàòîðîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ 2, è ìíîæåñòâà ïîëóãðóïï êëàññà
(0, A), òî åñòü ïîíÿòèå ñåìåéñòâà, ïîðîæäåííîãî îïåðàòîðîì A,
ýêâèâàëåíòíî ïîíÿòèþ ïîëóãðóïïû êëàññà (0, A) ñ ãåíåðàòîðîì A,
è â ýòîì ñìûñëå ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. Îïðåäåëåíèå 2 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ïîëóãðóïïû
êëàññà (0, A) ýêâèâàëåíòíûì îïðåäåëåíèþ 1.

Èòàê, íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì Õèëëå è Ôèëëèïñà
êëàññ (0, A) ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì îïðåäåëåí
÷åðåç ñâÿçü ñ àáñòðàêòíîé çàäà÷åé Êîøè (2), äëÿ êîòîðîé
îïåðàòîðû ïîëóãðóïïû òàêîãî êëàññà âûñòóïàþò â ðîëè îïåðàòîðîâ
ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ ïîëóãðóïïà
êëàññà (0, A), à çíà÷èò, è (1, A), óæå ïî ñâîåé ïðèðîäå ÿâëÿåòñÿ
ïðîèíòåãðèðîâàííûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé çàäà÷è.

×òîáû ñîõðàíèòü âîçìîæíîñòü ðàáîòû ñ ïðîèíòåãðèðîâàííûì
ðåøåíèåì è íà ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå, ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ
ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ áûë ñóæåí äî êëàññà (1, A). Ñåìåéñòâà
îïåðàòîðîâ, ñîïðÿæåííûõ ê îïåðàòîðàì ïîëóãðóïï êëàññà
(1, A), òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïîëóãðóïïàìè (èññëåäîâàíèå âåäåòñÿ
â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ) êëàññà (1, A), ïðî ñåìåéñòâà,
ñîïðÿæåííûå ê ïîëóãðóïïàì êëàññà (0, A), ýòîãî ñêàçàòü íåëüçÿ.
Ñóæåíèå êëàññà (0, A) äî êëàññà (1, A) ïðîèñõîäèò çàìåíîé òðåòüåãî
óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 1 ïîëóãðóïïû êëàññà (0, A) áîëåå ñèëüíûì
óñëîâèåì

∫ 1
0 ‖U(t)‖ dt < ∞.

Â ðàçäåëå 1.1.3 ïîñòðîåíî ñëàáîå ïðîèíòåãðèðîâàííîå ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîé äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è ñ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû
êëàññà (1, A).
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû
S êëàññà (1, A). Òîãäà ôóíêöèÿ

u(t) = S(t)x +
∫ t

0
S(t− s)f(s) ds,

ãäå f ∈ C([0,+∞) → E), x ∈ E, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

u(t) = x + A

∫ t

0
u(s) ds +

∫ t

0
f(s) ds, t ≥ 0.

� 2. Â ðàçäåëå 1.2.2 äëÿ íåîäíîðîäíîé çàäà÷è ñ îïåðàòîðîì,
ïîðîæäàþùèì K-êîíâîëþöèîííóþ ïîëóãðóïïó, ïîñòðîåíî
ïðîèíòåãðèðîâàííîå ðåøåíèå K-êîíâîëþöèîííîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü îïåðàòîð A ïîðîæäàåò K-êîíâîëþöèîííóþ
ïîëóãðóïïó SK . Òîãäà ôóíêöèÿ

v(t) = SK(t)x +
∫ t

0
SK(t− s)f(s) ds,

ãäå f ∈ C([0, τ) → E), x ∈ E, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

v(t) = A

∫ t

0
v(s) ds +

∫ t

0
K(s)x ds +

∫ t

0

∫ t−s

0
K(r) drf(s) ds.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîðîæäàþùèé ïîëóãðóïïó îïåðàòîð A ïëîòíî
îïðåäåëåí, â ðàçäåëå 1.2.3 äîêàçàíî, ÷òî ñîïðÿæåííîå ñåìåéñòâî
òàêæå ÿâëÿåòñÿ K-êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïîé.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü SK = {SK(t) | t ∈ [0, τ), τ < ∞} �
K-êîíâîëþöèîííàÿ ïîëóãðóïïà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H,
ïîðîæäàþùèé åå îïåðàòîð A ïëîòíî îïðåäåëåí. Òîãäà ñåìåéñòâî
îïåðàòîðîâ S∗K = {S∗K(t) | t ∈ [0, τ), τ < ∞} òàêæå ÿâëÿåòñÿ K-
êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïîé, ïðè ýòîì îïåðàòîð A∗ � ãåíåðàòîð
ýòîé ïîëóãðóïïû.
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Ðåçóëüòàòû ïî âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ àáñòðàêòíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè ñîäåðæàòñÿ â
òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôàõ âòîðîé ãëàâû.

Ïóñòü (Ω,F , P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ çàäàííîé íà
íåì ôèëüòðàöèåé {Ft| t ≥ 0}, U,H � (ñåïàðàáåëüíûå) ãèëüáåðòîâû
ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè (1).
� 3. Â ýòîì ïàðàãðàôå îïåðàòîð A çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ

ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû S = {S(t) | t ≥ 0} îïåðàòîðîâ â H êëàññà
(1, A). Ïîñòðîåíî ñëàáîå ïðîèíòåãðèðîâàííîå ðåøåíèå àáñòðàêòíîé
ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè ñ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû êëàññà
(1, A).
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ïîëóãðóïïà {S(t)| t ≥ 0} êëàññà
(1, A) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∫ T
0 ‖S(r)BQ1/2‖2

GSdr < ∞, ãäå
‖S(r)BQ1/2‖2

GS =
∑∞

j=1 ‖S(r)BQ1/2ej‖2, {ej} � îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ â U, j ∈ N.
Òîãäà ïðîöåññ W = {W(t) =

∫ t
0 S(t − s)B dW (s)| t ≥ 0} �

còîõàñòè÷åñêàÿ ñâåðòêà � êîððåêòíî îïðåäåëåí.
Äîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñâåðòêà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè.
Ñâîéñòâî 1. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñâåðòêà W ÿâëÿåòñÿ
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêè íåïðåðûâíûì ïðîöåññîì:

lim
t→s

E‖W(t)−W(s)‖2 = 0.

Ñâîéñòâî 2. Còîõàñòè÷åñêàÿ ñâåðòêà èìååò ïðåäñêàçóåìûå
âåðñèè.

Îïåðàòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ Φ íàçûâàåòñÿ ïðåäñêàçóåìûì
ïðîöåññîì, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ P∞|B(L(U,H))- èëè PT |B(L(U,H))-
èçìåðèìîé. Çäåñü P∞ � σ-àëãåáðà, ââåäåííàÿ íà ìíîæåñòâå
Ω∞ = [0,∞) × Ω è ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâàìè âèäà
(t, s]× F, ãäå F ∈ Ft, 0 ≤ t < s < ∞, è {0} × F, ãäå F ∈ F0, à PT

� ñóæåíèå σ-àëãåáðû P∞ íà ìíîæåñòâî ΩT = [0, T ]× Ω.
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Òåîðåìà 6. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
{X(t)| t ≥ 0}, òàêîé ÷òî

X(t) = S(t)ξ +
∫ t

0
S(t− s)B dW (s), t ≥ 0,

ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ïðîèíòåãðèðîâàííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Äîêàçàíà, êðîìå òîãî, åäèíñòâåííîñòü ïðåäñêàçóåìîãî ñëàáîãî
ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è ñ ãåíåðàòîðîì
ïîëóãðóïïû êëàññà (1, A).

Òåîðåìà 7. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 1 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí
ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ, ÿâëÿþùèéñÿ ñëàáûì ïðîèíòåãðèðîâàííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

� 4. Â ýòîì ïàðàãðàôå îïåðàòîð A çàäà÷è (1) ïëîòíî
îïðåäåëåí è ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì K-êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû
SK = {SK(t) | t ∈ [0, τ)}.

K-êîíâîëþöèîííàÿ ïî îòíîøåíèþ ê çàäà÷å (1) ñòîõàñòè÷åñêàÿ
çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ äëÿ t ∈ [0, τ) èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì

X(t) =
∫ t

0
K(s)ξ ds+

∫ t

0
AX(s) ds+

∫ t

0

∫ t−s

0
K(r)drB dW (s). (3)

Ïîñòðîåíî ñëàáîå ïðîèíòåãðèðîâàííîå K-êîíâîëþöèîííîå ðåøåíèå
àáñòðàêòíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè ñ ãåíåðàòîðîì K-
êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü K-êîíâîëþöèîííàÿ ïîëóãðóïïà
SK = {SK(t)| t ∈ [0, τ)} îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â
H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∫ τ
0 ‖SK(t)BQ1/2‖2

GSdt < ∞,
ãäå äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ej} ⊂ U

‖SK(t)BQ1/2‖2
GS =

∑∞
j=1 ‖SK(t)BQ

1
2 ej‖2, òîãäà ïðîöåññ

WK = {WK(t) =
∫ t
0 SK(t−s)B dW (s)| t ∈ [0, τ} � K-êîíâîëþöèîííàÿ

còîõàñòè÷åñêàÿ ñâåðòêà � êîððåêòíî îïðåäåëåí.
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Ñâåðòêà WK , îïðåäåëåííàÿ äëÿ îïåðàòîðîâ K-êîíâîëþöèîííîé
ïîëóãðóïïû SK , îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è ñâåðòêàW äëÿ
îïåðàòîðîâ ïîëóãðóïïû êëàññà (1, A).

Òåîðåìà 8. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
X = {X(t)| t ∈ [0, τ)}, òàêîé ÷òî

X(t) = SK(t)ξ +
∫ t

0
SK(t− s)B dW (s), t ∈ [0, τ).

ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ïðîèíòåãðèðîâàííûì K-êîíâîëþöèîííûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Äîêàçàíà òàêæå åäèíñòâåííîñòü ïðåäñêàçóåìîãî ñëàáîãî
ïðîèíòåãðèðîâàííîãî K-êîíâîëþöèîííîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé
çàäà÷è ñ ãåíåðàòîðîì K-êîíâîëþöèîííîé ïîëóãðóïïû.

Òåîðåìà 9. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 2 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí
ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ, ÿâëÿþùèéñÿ ñëàáûì ïðîèíòåãðèðîâàííûì
K-êîíâîëþöèîííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1).
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