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Â ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ÷èñëåí-
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îïðåäåëèòåëÿ ìåòîäîì Ãàóññà. Ïðèâåäåíû êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå
ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïðàâèëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ðàññìàòðè-
âàåìûõ ìåòîäîâ. Ïðè ýòîì ïîäðîáíî ðàçáèðàåòñÿ ðÿä çàäà÷, ïðåä-
ëàãàåìûõ ñòóäåíòàì 2-ãî êóðñà ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà íà ïðàê-
òè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ïî êóðñó «×èñëåííûå ìåòîäû è ìàòåìàòè÷åñêîå
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ÐÅØÅÍÈÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

f (x) = 0 (1)

íå âñåãäà ìîæåò áûòü ðåøåíî òî÷íî, ò. å. íå âñåãäà ìîæíî çàïè-
ñàòü êîðíè óðàâíåíèÿ â âèäå ôîðìóëû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñóùåñòâóåò
ðÿä ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ êîðíåé íåëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Ê íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì îòíîñÿòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñ-
öåíäåíòíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì,
åñëè ôóíêöèÿ f (x) åñòü ïîëèíîì n-é ñòåïåíè:

f (x) = a
0
xn + a

1 
xn�1 +�+ a

n�1 
x + a

n
 = 0, a

0 
≠ 0.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðè-
âåñòè óðàâíåíèÿ

5ex � 7x2 + 15 = 0;   x + lg x � 0,5 = 0;   x � tg x = 0.

Ýòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå, ïîêàçàòåëüíûå,
ëîãàðèôìè÷åñêèå è äðóãèå ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ðÿä ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíåé àëãåáðàè÷åñêîãî èëè òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ
f (x) = 0. Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

f (x) = 0,

ãäå ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b]. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðå-
äåëèòü, ñîäåðæèò ëè îòðåçîê [a; b] êîðíè óðàâíåíèÿ, ò. å. òàêèå
òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f (x) = 0, âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåî-
ðåìîé:

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è íà
êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ, òî âíóò-
ðè îòðåçêà ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà, â êîòîðîé
ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü (ðèñ. 1).

Åñëè ïðè ýòîì f (x) èìååò íà îòðåçêå [a; b] ïåðâóþ ïðîèçâîä-
íóþ, íå ìåíÿþùóþ çíàêà â èíòåðâàëå (a; b), òî êîðåíü åäèíñòâåí-
íûé (ðèñ. 2).

Èòàê, åñëè f (a) f (b) < 0, òî óðàâíåíèå f (x) = 0 èìååò íà îòðåçêå
[a; b] îäèí èëè íåñêîëüêî êîðíåé. Íàì íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
èíòåðâàëû íà ýòîì îòðåçêå, ñîäåðæàùèå òîëüêî îäèí êîðåíü (èëè
óáåäèòüñÿ, ÷òî íà îòðåçêå [a; b] èìååòñÿ òîëüêî îäèí êîðåíü). Ýòîò
ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ îòäåëåíèåì êîðíåé. Êîðíè ìîãóò áûòü îòäå-
ëåíû àíàëèòè÷åñêè èëè ãðàôè÷åñêè. Ðàññìîòðèì îäèí èç ìåòîäîâ
àíàëèòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ êîðíåé. Îïðåäåëèì çíàêè ôóíêöèè f (x)
â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ x = x

1
, x

2
, x

3
, �, x

k
 îòðåçêà [a; b], òî÷êè x

i

áóäåì âûáèðàòü òàê, ÷òîáû â äâóõ ñîñåäíèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ f (x)
èìåëà ðàçíûé çíàê. Åñëè äëÿ êàêîé-òî ïàðû òî÷åê x

i
 è x

i+1 
âûïîë-

íÿåòñÿ f (x
i
) f (x

i+1
) < 0, òî îòðåçîê [x

i
; x

i+1
] ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí

êîðåíü óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Îòäåëèòü êîðíè óðàâíåíèÿ 5õ � 6õ � 3 = 0.
Ð å ø å í è å. Îáîçíà÷èì f (x) = 5õ � 6õ � 3. Íàéäåì ïðîèçâîä-

íóþ f ′(x) = 5õ ln 5 � 6. Âû÷èñëèì êîðåíü ïðîèçâîäíîé:

5õ lg 5 � 6 = 0; õ lg 5 = lg 6 � lg (ln 5);

Ñîñòàâèì òàáëèöó çíàêîâ ôóíêöèè f (x), ïîëàãàÿ x ðàâíûì:
à) êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè (êîðíÿì ïðîèçâîäíîé) èëè
áëèçêèì ê íèì çíà÷åíèÿì; á) ãðàíè÷íûì çíà÷åíèÿì (èñõîäÿ èç îá-
ëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíîãî):

;
5ln

6
5 =x

( )
.82,0

5lg

5lnlg6lg ≈−=x

+ ∞
+

x

sign f (x)

� ∞
+

1

�

Ðèñ. 1

y

x

b

a

x
1

x
2

x
3 

 

Ðèñ. 2

y

x

a

b

x
1

f ′(x) > 0
 

 



6 7

Êîðíè óðàâíåíèÿ f (x) = 0 ìîæíî ïðèáëèæåííî îïðåäåëèòü ïî-
ñòðîèâ ãðàôèê ôóíêöèè f (x). Îäíàêî ïîñòðîèòü ýòîò ãðàôèê ìî-
æåò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíî.

Êîãäà êîðíè óðàâíåíèÿ îòäåëåíû, äëÿ êàæäîãî êîðíÿ x* (áóäåì
îáîçíà÷àòü x* òî÷íîå çíà÷åíèå êîðíÿ, f (x*) = 0) óñòàíîâëåí èíòåð-
âàë (a; b), â êîòîðîì ýòîò êîðåíü íàõîäèòñÿ:

a < x* < b.

Òåïåðü íåîáõîäèìî íàéòè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ξ êîðíÿ x*

ñ òî÷íîñòüþ å, ò. å. íàéòè òàêîå ÷èñëî, ÷òî

x* � ξ < å.

Ìåòîäû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ýòî ñäåëàòü, íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè
óòî÷íåíèÿ êîðíÿ. Ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî òàêèõ ìåòîäîâ, êîòî-
ðûå îòëè÷àþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè, íàëàãàåìûìè íà ôóíêöèþ f (x),
è êîëè÷åñòâîì âû÷èñëåíèé.

1. Ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì (áèñåêöèè)

Ïóñòü óðàâíåíèå f (x) = 0 èìååò íà îòðåçêå [a; b] åäèíñòâåííûé
êîðåíü, ïðè÷åì ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà íà äàííîì îòðåçêå.

Àëãîðèòì ìåòîäà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:
Ø à ã  1. Ðàçäåëèì îòðåçîê [a; b] ïîïîëàì, ò. å. íàéäåì òî÷êó

c = (a + b)/2. Âû÷èñëèì f (c).
Ø à ã  2. Åñëè f (a) f (c) > 0 (îòðåçîê [a; c] íå ñîäåðæèò êîðíÿ),

òî ïîëîæèì a = c.
Åñëè f (a) f (c) < 0, (îòðåçîê [a; c] ñîäåðæèò êîðåíü), òî ïîëî-

æèì b = c.
Ø à ã  3. Åñëè òåïåðü b � a ≥ ε, òî ïåðåéäåì ê øàãó 1.
Ïðè êàæäîì âûïîëíåíèè øàãîâ 1�3 äëèíà îòðåçêà [a; b] óìåíü-

øàåòñÿ â äâà ðàçà. Øàãè 1�3 ïîâòîðÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà äëèíà
îòðåçêà [a; b] íå áóäåò ìåíüøå ε. Êîãäà ýòî áóäåò äîñòèãíóòî, â êà-
÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ êîðíÿ áåðåòñÿ ñåðåäèíà îòðåçêà:
c = (a + b)/2. Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå øàãîâ 1�3 ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îäíó èòåðàöèþ àëãîðèòìà (îò ëàò. iteratio � ïîâòîðå-
íèå). Îöåíèì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîðíÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ïîñêîëüêó íà êàæäîé èòåðàöèè äëè-

Ïîñêîëüêó ïðîèñõîäÿò äâå ïåðåìåíû çíàêà ôóíêöèè, òî óðàâ-
íåíèå äîëæíî èìåòü äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ. Ïîýòîìó îïðåäå-
ëèì çíàê ôóíêöèè åùå â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ âáëèçè õ = 1:

x

sign f(x)

�1

+

0

�

1

�

2

+

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êîðíè óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò îòðåçêàì
x

1
∈[�1; 0] è x

2
∈[1; 2].

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá îòäåëåíèÿ êîðíåé.
Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå f (x) = 0 ê âèäó

f (x) = ö
1
(x) � ö

2
(x) = 0. (2)

Óðàâíåíèå (2) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

ö
1
(x) = ö

2
(x). (3)

Ïîñòðîèâ ãðàôèêè ôóíêöèé y
1
 = ö

1
(x) è y

2
 = ö

2
(x) îïðåäåëèì

àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ãðàôèêîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (3), à ñëåäîâàòåëüíî, êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (2).

Ïðèìåð 2. Îòäåëèòü êîðíè óðàâíåíèÿ 3 sin (x + 1) � 2x = 0.
Ð å ø å í è å. Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

çàòåì ïîñòðîèì ãðàôèêè ñèíóñîèäû y
1
 = sin x è ïðÿìîé

(ðèñ. 3).

, 1
3

2
sin −= xx

1
3

2
2 −= xy

Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ãðàôèêîâ äàåò ïðèáëèæåííîå çíà÷å-
íèå êîðíÿ x ≈ 2,5.

Ðèñ. 3

y

x
�2

y
1
 = sin x

y 2
 = 2x/3 � 1

�1
+1 +2 +3 +4 +5

+1

�1
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íà îòðåçêà óìåíüøàåòñÿ âäâîå, òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ k èòåðàöèé
äëèíà îòðåçêà áóäåò ðàâíà

Èòåðàöèè áóäóò ïðåêðàùåíû, åñëè b
k
 � a

k
 < ε, ò. å. k íàõîäèòñÿ

èç íåðàâåíñòâà

Ïðèìåð 3. Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ

f (x) = exp(�x) � sin(x) = 0, x∈[0; 1], ε = 10�5.

Ð å ø å í è å. Íàéäåì ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòè-
æåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè:

Áóäåì ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ:
Ø à ã  1. Èìååì a = 0, b = 1. Íàéäåì òî÷êó c = (0 + 1)/2 = 0,5.

Âû÷èñëèì f (0,5) = 0,127.
Ø à ã  2. Ïîñêîëüêó f (0) f (0,5) > 0, òî ïîëîæèì a = c = 0,5.
Ø à ã  3. Ïîñêîëüêó 1 � 0,5 ≥ 10�5, òî ïåðåéäåì ê øàãó 1.
Ðåçóëüòàòû ïåðâîé è ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèé ïðèâåäåì â òàá-

ëèöå:

.
2kkk

ab
ab

−=−

. 
2

ε<−
k

ab
 

.17,10
2

01 5 ≥<− − k
k

Ïîñêîëüêó a
17

 � b
17

 < 10�5, ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì êîðíÿ
ñ òî÷íîñòüþ 10�5 áóäåì ñ÷èòàòü x

17
 = 0,58854.

Î ò â å ò: x ≈ 0,58854.

f (x
k
)k x

k
b

k
 � a

k

1

2

3

�

17

0,5

0,75

0,625

�

0,58854

0,5

0,25

0,125

�

7,6 · 10�6

0,127

0,209

0,0498

�

8,85 · 10�6

Ñóùåñòâóåò ðÿä ìåòîäîâ óòî÷íåíèÿ êîðíÿ óðàâíåíèÿ, ñóòü êî-
òîðûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ êàêîé-ëèáî èòåðàöèîííîé
ïðîöåäóðû ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ x

0
, x

1
,

x
2
, �, x

k
, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ êîðíÿ x*, ò. å.

Åñëè èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà îáåñïå÷èâàåò ìîíîòîí-

íóþ ñõîäèìîñòü, òî ïðèáëèæåíèåì êîðíÿ ñ òî÷íîñòüþ ε ìîæíî ñ÷è-
òàòü ïåðâîå ïðèáëèæåíèå x

i
, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ x

i
 � x

i � 1
 < ε.

Ìû ðàññìîòðèì òðè òàêèõ ìåòîäà � ìåòîä õîðä, ìåòîä Íüþòî-
íà (ìåòîä êàñàòåëüíûõ) è ìåòîä èòåðàöèé.

2. Ìåòîä õîðä

Ïóñòü óðàâíåíèå f (x) = 0 èìååò íà îòðåçêå [a; b] åäèíñòâåííûé
êîðåíü, f (a) f (b) < 0, ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà íà äàííîì îòðåçêå,
åå ïðîèçâîäíûå f ′(x) è f ″(x) íåïðåðûâíû è ñîõðàíÿþò ñâîé çíàê
íà [a; b].

Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè f(a) < 0 (ðèñ. 4).

Ðèñ. 4

.lim *xxk
k

=
∞→

Ïðîâåäåì ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êè A è Â, êîîðäèíàòû êîòîðûõ [a, f(a)]
è [b, f(b)]. Ïåðåñå÷åíèå ýòîé ïðÿìîé ñ îñüþ àáñöèññ áóäåì ñ÷è-
òàòü ïðèáëèæåíèåì êîðíÿ õ

1
. Òàêèì îáðàçîì, ìû çàìåíèëè êðèâóþ

åå õîðäîé. Â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ õîðäû ñ îñüþ àáñöèññ (òî÷êà õ
1
)

íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè f (x
1
) è ïðîâåäåì íîâóþ õîðäó ÷åðåç òî÷-

êè A è [õ
1
, f(x

1
)]. Íàéäåì ïðèáëèæåíèå êîðíÿ õ

2
 è ò. ä.

y

x
a

A

B

bx
2

x
1

x*

y = f(x)

f (a) < 0
f ″(x) < 0
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Óðàâíåíèåì õîðäû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A  [a, f (a)]
è Â [b, f (b)] ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè
òî÷êè:

Ïðè ïåðåñå÷åíèè õîðäû ñ îñüþ àáñöèññ y = 0, x = x
1
, ïîýòîìó

(4)

Åñëè f (x
1
) > 0 (ñì. ðèñ. 4), òî ïîëîæèâ b = x

1
, ïî ôîðìóëå (4)

íàéäåì x
2
:

Åñëè êðèâàÿ f (x) âûïóêëà ââåðõ íà [a; b] (ò. å. f ″(x) < 0 íà [a; b]),
òî îíà ëåæèò âûøå ñâîåé õîðäû, ïîýòîìó òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ õîð-
äû ñ îñüþ àáñöèññ âñåãäà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèå ôóíê-
öèè f (x) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ïðèáëèæåíèå õ

k
 êîðíÿ x* ìîæ-

íî íàéòè, çàìåíÿÿ â ôîðìóëå (4) b íà íàéäåííîå íà ïðåäûäóùåì
øàãå ïðèáëèæåíèå êîðíÿ:

(5)

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ x
0
 = b, x

1
, x

2
, �, x

m
 îáðàçóþò ìîíî-

òîííî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê êîðíþ x*.
Åñëè f (x

1
) < 0 (ðèñ. 5), òî ïîëîæèâ â ôîðìóëå (4) a = x

1
 íàé-

äåì x
2
:

Çäåñü êðèâàÿ f (x) âûïóêëà âíèç íà îòðåçêå [a; b] (f ″(x) > 0), îíà
ëåæèò íèæå ñâîåé õîðäû, è çíà÷åíèå ôóíêöèè f (x) â òî÷êå ïåðåñå-
÷åíèÿ õîðäû ñ îñüþ àáñöèññ âñåãäà áóäåò îòðèöàòåëüíî. Ïîýòîìó

( )
( ) ( ).afbf

afy

ab

ax

−
−

=
−
−

( )
( ) ( ),

1

afbf

af

ab

ax

−
−=

−
−

( )
( ) ( )( ). 1 ab

afbf

af
ax −

−
−=

( )
( ) ( )( ). 1

1
2 ax

afxf

af
ax −

−
−=

( )
( ) ( )( ). 1 ax

afxf

af
ax k

k
k −

−
−=+

( )
( ) ( )( ). 1

1

1
12 xb

xfbf

xf
xx −

−
−=

ëþáîå ïðèáëèæåíèå õ
k
 êîðíÿ x* ìîæíî íàéòè çàìåíÿÿ â ôîðìóëå

(4) a íà íàéäåííîå íà ïðåäûäóùåì øàãå ïðèáëèæåíèå êîðíÿ:

(6)

Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ x
0 
= a, x

1
, x

2
, �, x

m
 îáðàçóþò ìî-

íîòîííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê êîð-
íþ x*.

Ïîñêîëüêó â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèáëèæåíèÿ ñõîäÿòñÿ ê êîðíþ
ìîíîòîííî, òî ïðèáëèæåíèåì êîðíÿ ñ òî÷íîñòüþ ε ìîæíî ñ÷èòàòü
ïåðâîå ïðèáëèæåíèå x

k
 , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ x

k
 � x

k � 1
 < ε.

Îñíîâíûå âûâîäû
Ïðèáëèæåíèå êîðíÿ ñëåäóåò èñêàòü ïî ôîðìóëå (5), åñëè

f (a) f ″(x) > 0. Ïðè ýòîì x
0 
= b.

Åñëè f (a) f ″(x) < 0, ïðèáëèæåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (6). Ïðè
ýòîì x

0 
= a.

Ïðèáëèæåíèå õ
k
 èìååò òî÷íîñòü ε, åñëè x

k 
� x

k � 1
 < ε.

Ïðèìåð 4. Îòäåëèòü êîðíè óðàâíåíèÿ x2 = tg(0,93 · x + 0,43)
ãðàôè÷åñêè è óòî÷íèòü îäèí èç íèõ ìåòîäîì õîðä ñ òî÷íîñòüþ
äî 0,0001.

Ð å ø å í è å. Îòäåëèì êîðíè óðàâíåíèÿ ãðàôè÷åñêè, äëÿ ÷åãî
ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé y = x2 è y = tg(0,93 · x + 0,43) (ðèñ. 6).

Ðèñ. 5

y

x
a

A

B

b

x
1

x
2

x*

y = f(x)

f(b) > 0
f ″(x) > 0

( )
( ) ( )( ). 1 k

k

k
kk xb

xfbf

xf
xx −

−
−=+
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Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé êîðåíü óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ íà îòðåç-
êå [�0,4; �0,2], ò. å. a = �0,4 è b = �0,2. Îïðåäåëèì çíàê ôóíêöèè
f (x) = tg(0,93 · x + 0,43) � x2 íà êîíöàõ îòðåçêà è çíàê âòîðîé åå
ïðîèçâîäíîé íà ýòîì îòðåçêå:

f (a) = �0,102, f (b) = 0,208,

f ″(x) < 0 ïðè x ∈ [�0,4; �0,2] (ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü ãðàôè÷åñ-
êè). Ïîñêîëüêó f(a) f ″(x) > 0, òî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (5),
âîçüìåì x

0 
= b = �0,2. Âû÷èñëå-

íèÿ ïðèâåäåì â òàáëèöå.

Ðèñ. 6

y

x
�0,7 �0,6 �0,5 �0,4 �0,3 �0,2 �0,1

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0

�0,1

�0,2

y = x 2

y =
 tg

 (0
,93x +

 0,43)

( ) ,2
43,093,0cos

93,0
)(

2
x

x
xf −

+⋅
=′

( )
( )
( )

( )
. 2

43,093,0cos

43,093,0sin730,1
           

2
43,093,0cos

93,043,093,0sin93,02
)(

3

3

−
+⋅

+⋅⋅=

=−
+⋅

⋅+⋅⋅⋅=′′

x

x

x

x
xf

 

n

0
1
2
3
4

x
n

f (x
n
)

�0,2
�0,33443
�0,33904
�0,33919
�0,33919

0,21
0,0077
0,00026
0,85 · 10�5

0,28 · 10�6

Ïîñêîëüêó x
4
 � x

3
 < 0,0001, òî ïðèìåì x ≈ �0,3392. Ò. å. ìû íà-

øëè êîðåíü óðàâíåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ 0,0001 çà ÷åòûðå øàãà.
Î ò â å ò: x ≈ �0,3392.

3. Ìåòîä Íüþòîíà
(ìåòîä êàñàòåëüíûõ)

Ïóñòü óðàâíåíèå f (x) = 0 èìååò íà îòðåçêå [a; b] åäèíñòâåííûé
êîðåíü, f (a) f (b) < 0, ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà íà äàííîì îòðåçêå,
åå ïðîèçâîäíûå f ′(x) è f ″(x) íåïðåðûâíû è ñîõðàíÿþò ñâîé çíàê
íà [a; b].

Ïóñòü åñòü íåêîå ïðèáëèæåíèå x
0
 ê êîðíþ x*, ïðèíàäëåæàùåå

îòðåçêó [a; b]. Ãðàôèê ôóíêöèè f (x) çàìåíÿåòñÿ åãî êàñàòåëüíîé,
ïðîâåäåííîé â òî÷êå [x

0
, f (x

0
)]. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé êàñàòåëü-

íîé ñ îñüþ àáñöèññ ïðèíèìàåòñÿ çà íîâîå ïðèáëèæåíèå x
1
, ïðîâî-

äèòñÿ êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå [x
1
, f (x

1
)] è ò. ä. Ýòîò

ïðîöåññ ïîêàçàí íà ðèñ. 7, ãäå âçÿòî x
0
 = b.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f (x) â òî÷êå [x
0
, f (x

0
)]

èìååò âèä
y � f (x

0
) = f ″(x

0
)(x � x

0
).

Ïðè ïåðåñå÷åíèè êàñàòåëüíîé ñ îñüþ àáñöèññ y = 0, x = x
1
, ïîýòîìó

( )
( ).0

0
01 xf

xf
xx

′
−=

Ðèñ. 7

y

x
a

A

B

bx* x2 x1

y = f(x
) x

1
′
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Âòîðîå ïðèáëèæåíèå êîðíÿ, x
2
, íàéäåì ïî ôîðìóëå

Äëÿ k + 1-ãî ïðèáëèæåíèÿ çàïèøåì

(7)

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü x
0
 = b áûëî âûáðàíî òàê, ÷òî f (x

0
) > 0, f ″(x

0
) > 0,

ò. å. f (x
0
) f ″(x

0
) > 0. Åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x

0
 âûáðàòü òàê,

÷òî f (x
0
) f ″(x

0
) < 0 (íàïðèìåð, ïîëîæèòü x

0
 = a), òî ïåðâîå ïðèáëè-

æåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ îò êîðíÿ äàëüøå ïðåäûäóùåãî (òî÷êà x
1
′

íà ðèñ. 7 îêàçàëàñü çà ïðåäåëàìè îòðåçêà [a; b], ãäå îòäåëåí êîðåíü).

Îñíîâíûå âûâîäû
Â ìåòîäå Íüþòîíà ïðèáëèæåíèå êîðíÿ ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷-

íîñòè ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå (7), åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ x

0
 âçÿò òîò êîíåö îòðåçêà [a; b], íà êîòîðîì çíàê ôóíê-

öèè f (x) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì åå âòîðîé ïðîèçâîäíîé f ″(x).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé x

0
, x

1
, x

2
, �, x

m
 ïðè ïðàâèëü-

íîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê êîð-
íþ x*. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîðåíü íàéäåí ñ òî÷íîñòüþ ε,
åñëè x

k
 � x

k � 1
 < ε.

Ïðèìåð 5. Ðåøèì óðàâíåíèå, ðàññìîòðåííîå â ïðèìåðå 4, ìå-
òîäîì Íüþòîíà.

Ð å ø å í è å. Ïîñêîëüêó f (a) f ″(x) > 0, òî âîçüìåì x
0
 = à = �0,4.

Ïî ôîðìóëå (7) íàéäåì x
1
 è ò. ä. Âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåì â òàáëèöå:

( )
( ).1

1
12 xf

xf
xx

′
−=

( )
( ).1

k

k
kk

xf

xf
xx

′
−=+

n

0
1
2
3

x
n

f (x
n
)

�0,4
�0,34118
�0,33920
�0,33920

�0,1
�0,0033
�0,36 · 10�5

0

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ìû íàøëè êîðåíü óðàâíåíèÿ ñ òî÷íîñ-
òüþ 0,0001 çà òðè øàãà.

Î ò â å ò: x ≈ �0,3392.

Çàìåòèì, ÷òî êîðåíü ìû íàøëè áûñòðåå, ÷åì ìåòîäîì õîðä.
Ìåòîä Íüþòîíà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êîðåíü ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ
çà ìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàãîâ, ÷åì ìåòîä õîðä, îäíàêî îí íå îïðå-
äåëåí, åñëè f ′(x) = 0.

4. Ìåòîä èòåðàöèé
(ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé)

Ïîçíàêîìèìñÿ åùå ñ îäíèì ÷èñëåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé. Ïóñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ f (x) = 0 îòäåëåí íà îòðåçêå [a; b].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå f (x) = 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = ϕ(x). (8)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå x
0
 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíê-

öèè ϕ(x) è áóäåì ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {x
n
} ñ ïîìî-

ùüþ ôîðìóëû
x

n + 1
 = ϕ(x

n
), n = 0, 1, 2, ... . (9)

Îòâåòèì íà âîïðîñ, ïðè êàêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèþ ϕ(x) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (9) ñõîäèòñÿ ê êîðíþ óðàâíåíèÿ (8)

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ f (x) = 0. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
íîâîå ïîíÿòèå.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò íà îòðåçêå [a; b] óñëî-
âèþ Ëèïøèöà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ α, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ x

1
 è x

2
, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [a; b], èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî
f (x

1
) � f (x

2
) ≤ αx

1
 � x

2
. (10)

Âåëè÷èíó α íàçûâàþò ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà.
Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò íà îòðåçêå [a; b] óñëîâèþ

Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé α < 1, òîãäà ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå x
0
 ëþáîé

òî÷êè îòðåçêà [a; b] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9) ñõîäèòñÿ ê êîðíþ x*.
Ïîêàæåì ýòî. Âîçüìåì òî÷êó x

0
, ïðèíàäëåæàùóþ îòðåçêó [a; b],

âû÷èñëèì x
1 
: x

1
 = ϕ(x

0
). Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x

1
 äî êîðíÿ x* îöåíèì

ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ Ëèïøèöà:

x
1
 � x* = ϕ(x

0
) � ϕ(x*) ≤ αx

0
 � x*,

),(    ,lim *** xxxx
n

n ϕ==
∞→
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Ïðèìåð 6. Íàéòè êîðåíü óðàâíåíèÿ x � cos x = 0 íà îòðåçêå
[0; 1] ñ òî÷íîñòüþ 0,1 .

Ð å ø å í è å.  f (x) = x � cos x = 0. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

x = cos x.
Çäåñü ϕ(x) = cos x.

Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ, óäîâëåòâîðÿåò ëè ôóíêöèÿ ϕ(x) íà îò-
ðåçêå [0; 1] óñëîâèþ Ëèïøèöà, ïðîâåðèì, óäîâëåòâîðÿåò ëè îíà
íà ýòîì îòðåçêå óñëîâèþ (12):

ϕ′(x) = sin x ≤ sin 1.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ϕ(x) = cos x óäîâëåòâîðÿåò íà îòðåçêå [0; 1] óñëî-
âèþ Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé α = sin 1 < 1. Çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæå-
íèå âîçüìåì ñåðåäèíó îòðåçêà, x

0
 = 0,5, âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîâî-

äèòü ïî ôîðìóëå (9), ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîìåñòèì â òàáëèöó.

Ïîñêîëüêó x
5
 � x

4
= 0,073 < 0,1, òî ìû

íàøëè êîðåíü ñ òî÷íîñòüþ 0,1 çà ïÿòü øàãîâ.
Çàìåòèì, ÷òî ÷åì ìåíüøå ïîñòîÿííàÿ

Ëèïøèöà α, òåì áûñòðåå ìû ïðèáëèæàåìñÿ
ê êîðíþ. Åñëè a = 1/2, òî íà êàæäîì øàãå ìû
ïðèáëèæàåìñÿ ê êîðíþ òàê æå, êàê è â ìåòî-
äå äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì.

Î ò â å ò: x ≈ 0,77.

Âûáðàòü ôóíêöèþ ϕ(x) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (12),
íå âñåãäà áûâàåò ëåãêî. Îäèí èç ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
ϕ(x) ñëåäóþùèé:

(13)

ãäå k > Q/2. Çäåñü Q � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ïðîèçâîä-
íîé ôóíêöèè f (x) íà îòðåçêå [à; b]: Çíàê k ñîâïàäà-

åò ñî çíàêîì ïðîèçâîäíîé f ′(x) íà [a; b].
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ϕ(x) ïî ôîðìó-

ëå (13) óðàâíåíèå x = ϕ(x) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ f (x) = 0 è ôóíê-
öèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (12).

n

0
1
2
3
4
5

x
n

0,500
0,878
0,639
0,803
0,695
0,768

( ) ( )
,

k

xf
xx −=ϕ

( ) . max
];[

xfQ
ba

′=

Ïîñêîëüêó óñëîâèå (11) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê îòðåç-
êà [a; b], îíî îãðàíè÷èâàåò òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ëþáîé ñåêóùåé
ãðàôèêà ϕ(x) íà îòðåçêå [a; b]. À ïîñêîëüêó êàæäîé ñåêóùåé ìîæ-
íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïàðàëëåëüíóþ åé êàñàòåëüíóþ, òî
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x) èìååò íà îòðåçêå [a; b] îãðàíè-
÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ:

ϕ′(x) ≤ α. (12)

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9) ñõîäèòñÿ ê êîðíþ, åñëè
α < 1.

ò. å.
x

1
 � x* ≤ αx

0
 � x*.

Ïîñêîëüêó α < 1, òî ìû ïðèáëèçèëèñü ê êîðíþ. Òàêèì îáðàçîì,
êàæäîå ïîñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå êîðíÿ x

n+1
 áóäåò ëåæàòü ê êîð-

íþ áëèæå, ÷åì ïðåäûäóùåå x
n
.

Âûÿñíèì, î ÷åì ãîâîðèò óñëîâèå Ëèïøèöà. Ïåðåïèøåì åãî (10)
â âèäå

(11)

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî îãðàíè÷èâàåò òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ñå-
êóùåé ãðàôèêà ϕ(x) (ðèñ. 8), ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êè [x

1
, ϕ(x

1
)]

è [x
2
, ϕ(x

2
)].

Ðèñ. 8

( ) ( )
. 

21

21 α≤
−

ϕ−ϕ
xx

xx

x
1

x
2

y

x

x
2
 � x

1

y = ö(x)

y =
 x

ö(x
2
) � ö(x

1
)
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Ïðèìåð 7. Îòäåëèòü êîðíè óðàâíåíèÿ 3x + lg(2x + 1) = 2 ãðà-
ôè÷åñêè è óòî÷íèòü îäèí èç íèõ ìåòîäîì èòåðàöèé ñ òî÷íîñòüþ
äî 0,0001.

Ð å ø å í è å. Îòäåëèì êîðíè óðàâíåíèÿ ãðàôè÷åñêè, äëÿ ÷åãî
ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé y = 2 � 3x è y = lg(2x + 1) (ðèñ. 9).

Ðèñ. 9

y

x

2

1,5

1

0,5

0

�0,5

0,2 0,4 0,6 0,8

y = 2 � 3x

y = lg(2x + 1)

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé êîðåíü óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ íà îò-
ðåçêå [0,4; 0,6], ò. å. a = 0,4 è b = 0,6:

f (x) = 3x + lg(2x + 1) � 2,

f ′(x) > 0 íà îòðåçêå [0,4; 0,6]. Âîçüìåì k = 3, òîãäà

Çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âîçüìåì

x
0 
= 0,4, à âñå îñòàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå

( ) ( ) ( ),
10ln12

2
3

+
+=′

x
xf

( ) ( ) . 48,34,0max
]6,0 ;4,0[

≈′=′= fxfQ

( ) ( ) ( )
.

3

12lg2

3

+−=−=ϕ xxf
xx

( )
.

3

12lg2
1

+−=+
n

n
x

x

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ðàñïîëîæèì â òàáëèöå.

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ìû íà-
øëè êîðåíü óðàâíåíèÿ ñ òî÷íîñ-
òüþ 0,0001 çà ïÿòü èòåðàöèé.

Î ò â å ò: x ≈ 0,5582.

5. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñðàâíèòü ÷åòûðå ìåòîäà, êîòîðûå ìû ðàññìîò-
ðåëè, ââåäåì îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî äàííûì ìåòîäîì äîñòèãàåòñÿ ñõî-
äèìîñòü ê êîðíþ x* ñî ñêîðîñòüþ r, åñëè

(14)

Äëÿ ìåòîäà äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì r = 1, Åñëè r = 1, ñêî-

ðîñòü ñõîäèìîñòè íàçûâàþò ëèíåéíîé, åñëè r > 1 � ñâåðõëèíåé-
íîé, åñëè r = 2 � êâàäðàòè÷íîé. Ñîîòíîøåíèå (14) õàðàêòåðèçóåò,
íàñêîëüêî áûñòðî óáûâàåò îøèáêà ïðè ñîâåðøåíèè î÷åðåäíîé
èòåðàöèè, êîãäà óæå ñäåëàíî äîñòàòî÷íî ìíîãî èòåðàöèé.

Èç ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ ìåòîä õîðä èìååò ëèíåéíóþ ñõîäè-
ìîñòü, ìåòîä Íüþòîíà � êâàäðàòè÷íóþ, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòî-
äà õîðä çàâèñèò îò ïîñòîÿííîé Ëèïøèöà. Ìåòîä Íüþòîíà ñõîäèò-
ñÿ áûñòðåå, ÷åì ìåòîä õîðä è äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì, îäíàêî îí
íàêëàäûâàåò ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ. À èìåííî, òðåáó-
åòñÿ, ÷òîáû ïðîèçâîäíûå f ′(x) è f ″(x) áûëè íåïðåðûâíû è ñîõðà-
íÿëè îïðåäåëåííûå çíàêè íà îòðåçêå [a; b], ãäå îòäåëåí êîðåíü.
Òàêèå æå îãðàíè÷åíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íà ôóíêöèþ f (x) â ìåòîäå
õîðä. Âñå ðàññìîòðåííûå ìåòîäû, êðîìå ìåòîäà äåëåíèÿ îòðåçêà
ïîïîëàì, çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x

0
. Â ìåòîäå

äåëåíèÿ îòðåçêà òðåáóåòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f (x)
è îòñóòñòâóåò ïðîáëåìà âûáîðà x

0
.

. lim
1

c
xx

xx

r

n

n

n
=

−

−

∗

∗
+

∞→

.
2
1=ñ

�0,55
0,080

�0,011
0,0015

�0,00020
0,000028

n

0
1
2
3
4
5

x
n

f (x
n
)

0,4
0,58158
0,05550
0,55858
0,55808
0,55815
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ÐÅØÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Çàïèøåì ñèñòåìó n ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n
íåèçâåñòíûìè:

(1)

Ñîâîêóïíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âè-
äå ìàòðèöû:

Ìàòðèöà À íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñèñòåìû (1), à åå îïðåäåëè-
òåëü D = det A � îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (1).

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (1) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâî-
êóïíîñòü ÷èñåë x

1
 = c

1
, x

2
 = c

2
, ..., x

n
 = c

n
, êîòîðàÿ îáðàùàåò âñå óðàâ-

íåíèÿ ñèñòåìû â âåðíûå ðàâåíñòâà.
Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

åñëè åå îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ: D = det A ≠ 0. Åñëè îïðåäå-
ëèòåëü ðàâåí íóëþ, D = det A = 0, òî ñèñòåìà ëèáî íå èìååò ðåøå-
íèé, ëèáî èìååò èõ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Ïîÿñíèì ñêàçàííîå ãåîìåòðè÷åñêè. Ïóñòü åñòü ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé:

(2)

Êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû çàäàåò ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè, êîîðäè-
íàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòå-
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ìû. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ
íà ïëîñêîñòè.

1. Ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî êîýôôè-
öèåíòû ñèñòåìû (2) íåïðîïîðöèîíàëüíû:

(3)

2. Ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, ò. å. êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (2) ïîä-
÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿì

(4)

3. Ïðÿìûå ñîâïàäàþò, ò. å. êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (2) ïðîïîð-
öèîíàëüíû:

(5)

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (2) èìååò âèä

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3), îïðåäåëèòåëü D
íå ðàâåí íóëþ è ñèñòåìà (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Â ñëó-
÷àå îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ èëè ïðè áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå ðåøå-
íèé âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (4) è (5), èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî
îïðåäåëèòåëü D = 0.

Åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû D ≈ 0, ïðÿìûå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïî-
÷òè ïàðàëëåëüíûìè è êîîðäèíàòû òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ áóäóò âåñü-
ìà ÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (ðèñ. 10).

Òàêèì îáðàçîì, ìàëûå ïîãðåøíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ èëè âû-
÷èñëåíèé ìîãóò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííûì ïîãðåøíîñòÿì â ðåøå-
íèè. Òàêèå ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè.
Óñëîâèå D ≈ 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñ-
òè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íî íå äîñòàòî÷íûì. Íàïðèìåð,
ñèñòåìà èç äåñÿòè óðàâíåíèé ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé A, ñ ýëå-
ìåíòàìè a

ii
 = 0,01 íå ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé, õîòÿ åå îïðå-

äåëèòåëü D = (0,01)�10 = 10�20 ìàë.
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îííûå ìåòîäû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèé, ïî-
ëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ ìåòîäîâ.

Èç ïðÿìûõ ìåòîäîâ ìû ðàññìîòðèì ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà,
èç èòåðàöèîííûõ � ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè è ìåòîä Çåéäåëÿ.

1. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

(6)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åå îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ, ò. å. îíà èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ìåòîä èñêëþ÷åíèé Ãàóññà îñíîâàí íà ïðèâåäåíèè ìàòðèöû
ñèñòåìû ê òðåóãîëüíîìó âèäó. Íàïðèìåð, ìàòðèöà À ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé

(7)

èìååò òðåóãîëüíûé âèä:

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (7) ìîæíî ëåãêî íàéòè, åñëè ðå-
øèòü ñíà÷àëà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, çàòåì ïðåäïîñëåäíåå è çàòåì
ïåðâîå.

Òðåóãîëüíûé âèä ìàòðèöû ñèñòåìû â ìåòîäå Ãàóññà äîñòèãà-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì íåèçâåñòíûõ èç óðàâíåíèé
ñèñòåìû. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì õîäîì â ìåòîäå Ãàóññà,
îí ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî, n-ãî
óðàâíåíèÿ íå îñòàíåòñÿ îäèí ÷ëåí ñ íåèçâåñòíûì x

n
, ò. å. ìàòðèöà

ñèñòåìû íå áóäåò ïðèâåäåíà ê òðåóãîëüíîìó âèäó. Îáðàòíûé õîä
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Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äåëÿòñÿ íà äâå
ãðóïïû � ïðÿìûå è èòåðàöèîííûå. Ïðÿìûìè ìåòîäàìè íàçûâà-
þòñÿ ìåòîäû, äàþùèå ðåøåíèå ñèñòåìû çà êîíå÷íîå ÷èñëî àðèô-
ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé. Â ýòèõ ìåòîäàõ ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ â âèäå
ôîðìóë ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû. Åñëè îòñóòñòâóþò îøèáêè
îêðóãëåíèÿ, òî ïîëó÷àåìûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Èòåðà-
öèîííûìè ìåòîäàìè íàçûâàþòñÿ ìåòîäû, äàþùèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðèáëèæåíèé, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû.
Êàæäîå ïðèáëèæåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäûäó-
ùåãî ïðèáëèæåíèÿ ïî åäèíîîáðàçíîé ñõåìå (èòåðàöèîííîé ôîð-
ìóëå). Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî
çàäàòü íåêîòîðîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Ê íåäîñòàòêàì ïðÿìûõ ìåòîäîâ ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî îíè òðå-
áóþò õðàíåíèÿ â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà ñðàçó âñåé ìàò-
ðèöû ñèñòåìû, à òàêæå íàêàïëèâàíèå ïîãðåøíîñòåé â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó îíè ìîãóò òðåáîâàòü áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âû-
÷èñëåíèé. Ýòî ñóùåñòâåííî äëÿ áîëüøèõ ñèñòåì, à òàêæå äëÿ ïëîõî
îáóñëîâëåííûõ ñèñòåì, ÷óâñòâèòåëüíûõ ê ïîãðåøíîñòÿì. Èòåðà-
öèîííûå ìåòîäû òðåáóþò õðàíåíèÿ â ïàìÿòè ëèøü íåñêîëüêèõ
ïðåäûäóùèõ ïðèáëèæåíèé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (íàáîðîâ ÷èñåë c

1
,

c
2
, ..., c

n
). Êðîìå òîãî, ïîãðåøíîñòè â èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ íå íà-

êàïëèâàþòñÿ, ïîñêîëüêó òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé íà êàæäîé èòåðà-
öèè çàâèñèò òîëüêî îò ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Ïîýòî-
ìó èòåðàöèîííûå ìåòîäû îñîáåííî ïîëåçíû â ñëó÷àå áîëüøîãî
÷èñëà óðàâíåíèé, à òàêæå ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ñèñòåì. Èòåðàöè-

Ðèñ. 10

D ≠ 0
 

D ≈ 0
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ìåòîäà Ãàóññà ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âû÷èñëåíèè èñêîìûõ
íåèçâåñòíûõ, íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ñîäåðæèò
åäèíñòâåííîå íåèçâåñòíîå.

Áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó (6) ìåòîäîì Ãàóññà. Ïðèáàâèì êî âòî-
ðîìó óðàâíåíèþ ïåðâîå, óìíîæåííîå íà �a

21
/a

11
; ïðèáàâèì ê òðå-

òüåìó óðàâíåíèþ ïåðâîå, óìíîæåííîå íà �a
31

/a
11

. Òåì ñàìûì èñ-
êëþ÷èì õ

1 
èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé:

(8)

Çäåñü

Òåïåðü èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (8) íóæíî èñêëþ÷èòü õ
2
. Óìíîæèì

âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (8) íà è ïðèáàâèì ê òðåòüåìó:

(9)

Çäåñü

Òåïåðü ìàòðèöà ñèñòåìû (9) èìååò òðåóãîëüíûé âèä. Íà ýòîì ïðÿ-
ìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà çàêàí÷èâàåòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïðèõîäèòñÿ

âûïîëíÿòü äåëåíèå íà êîýôôèöèåíòû (è ðÿä äðóãèõ, åñëè
áû ñèñòåìà èìåëà áîëåå òðåõ óðàâíåíèé). Ïîýòîìó ýòè êîýôôèöè-
åíòû äîëæíû áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ. Åñëè ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ,
íåîáõîäèìî ïåðåñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñèñòåìû.
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Îáðàòíûé õîä ìåòîäà íà÷èíàåòñÿ ñ ðåøåíèÿ òðåòüåãî óðàâíå-
íèÿ ñèñòåìû (9):

Èñïîëüçóÿ õ
3 
íàéäåì õ

2
 èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, à çàòåì, èñïîëüçóÿ õ

3

è õ
2 
, íàéäåì x

1
 èç ïåðâîãî:

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ëèíåéíîé
ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì óðàâíåíèé.

Îäíîé èç ìîäèôèêàöèé ìåòîäà Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ ñõåìà ñ âûáî-
ðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà. Â ýòîé ñõåìå òðåáîâàíèå íåðàâåíñòâà íóëþ
ýëåìåíòîâ a

ii
, íà êîòîðûå ïðîèñõîäèò äåëåíèå â ïðÿìîì õîäå ìåòî-

äà, çàìåíÿåòñÿ íà áîëåå æåñòêîå: èç âñåõ îñòàâøèõñÿ â i-ì ñòîëáöå
ýëåìåíòîâ íóæíî âûáðàòü íàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ è ïåðåñòàâèòü
óðàâíåíèÿ òàê, ÷òîáû ýòîò ýëåìåíò îêàçàëñÿ íà ìåñòå ýëåìåíòà a

ii
.

Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ âåäóùèìè ýëåìåí-
òàìè. Âûáèðàÿ ìàêñèìàëüíûé âåäóùèé ýëåìåíò, ìû óìåíüøàåì
ìíîæèòåëè, èñïîëüçóåìûå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèé, è òåì
ñàìûì ñíèæàåì ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé. Îäíàêî ýòîò ìåòîä äàåò
íåíàäåæíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ñèñòåì.

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóñcà:

(10)

Ð å ø å í è å. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà � a
21

/a
11 

= �(�3)/10 =
= 0,3 è ïðèáàâèì êî âòîðîìó. Ïåðâîå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà
�a

31
/a

11 
= �5/10 = �0,5, ïðèáàâèì ê òðåòüåìó. Ïîëó÷èì

Ïðåæäå ÷åì èñêëþ÷àòü x
2 
èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî êî-

ýôôèöèåíò ïðè x
2
 âî âòîðîì óðàâíåíèè (ò. å. âåäóùèé ýëåìåíò a

22
)

.33333 abx ′′′′=

( ) ( ) 1
, 

1
3132121

11
13232

22
2 xaxab

a
xxab

a
x −−=′−′
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ìåíüøå, ÷åì êîýôôèöèåíò ïðè x
2
 â òðåòüåì óðàâíåíèè. Åñëè áû

ìû äåéñòâîâàëè ïî ñõåìå ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà, ìû äîëæ-
íû áûëè áû ïîìåíÿòü ìåñòàìè âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ. Ïðî-

äîëæèì èñêëþ÷åíèå. Óìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå íà =
= �2,5/(�0,1) = 25 è ïðèáàâèì ê òðåòüåìó:

Íà ýòîì ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà çàêîí÷èëñÿ. Îáðàòíûé õîä ñî-
ñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âû÷èñëåíèè x

1
, x

2
, x

3
:

Èòàê, ðåøåíèå ñèñòåìû (0, �1, 1). Çàìåòèì, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ
ìû ïðîâîäèëè áåç îêðóãëåíèÿ ðåçóëüòàòà, ïîýòîìó ïîëó÷èëè òî÷íîå
ðåøåíèå. Òåïåðü ñëåãêà èçìåíèì êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû, ñ òåì
÷òîáû ðåøåíèå îñòàëîñü ïðåæíèì (ìû ìîæåì ýòî ïðîâåðèòü,
ïîäñòàâèâ â ñèñòåìó òîëüêî ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå), íî ïðè âû-
÷èñëåíèÿõ ïðèøëîñü áû èñïîëüçîâàòü îêðóãëåíèÿ:

(11)

Áóäåì ðåøàòü ýòó ñèñòåìó. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ áóäåì çàïèñûâàòü
÷èñëà ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé, ñîõðàíÿÿ ïÿòü ðàçðÿäîâ ÷èñëà. Ïîñëå
ïåðâîãî øàãà èñêëþ÷åíèÿ ïîëó÷èì

(12)

Ñëåäóþùèé øàã èñêëþ÷åíèÿ ïðîâîäèì ïðè ìàëîì âåäóùåì ýëå-

ìåíòå  ×òîáû èñêëþ÷èòü õ
2
 èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ,

ìû äîëæíû óìíîæèòü âòîðîå óðàâíåíèå íà 2500. Ïðè óìíîæåíèè
6,001 íà 2500 ïîëó÷èì 15002,5, êîòîðîå ïðè îêðóãëåíèè äî ïÿòè
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ðàçðÿäîâ äàñò 15003. Ïðè ïðèáàâëåíèè ê ýòîìó ÷èñëó 2,5 ïîëó÷èì
15005,5, êîòîðîå îêðóãëÿåòñÿ äî 15006. Òðåòüå óðàâíåíèå áóäåò
èìåòü âèä

15005x
3
 = 15006.

Îòñþäà õ
3
=1,0001. Èç âòîðîãî è ïåðâîãî óðàâíåíèé (12) íàéäåì

Èòàê, âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ îêðóãëåíèåì äî ïÿòè ðàçðÿ-
äîâ, ïî àíàëîãèè ñ ïðîöåññîì âû÷èñëåíèé íà êîìïüþòåðå. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå (0,42, �0,4, 1,0001) âìåñòî òî÷íîãî ðå-
øåíèÿ (0, �1, 1). Òàêàÿ íåòî÷íîñòü ñâÿçàíà ñ ìàëîé âåëè÷èíîé
âåäóùåãî ýëåìåíòà. Òåïåðü ïðîâåäåì ðàñ÷åò ïî ñõåìå ñ âûáîðîì
ãëàâíîãî ýëåìåíòà, ò. å. ïåðåä èñêëþ÷åíèåì x

2 
èç òðåòüåãî óðàâíå-

íèÿ ñèñòåìû (12) ïåðåñòàâèì ìåñòàìè âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ,
òîãäà âåäóùèé ýëåìåíò áóäåò ðàâåí 2,5 âìåñòî �0,001:

(13)

Òåïåðü èñêëþ÷èì x
2 
èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ, ïðèáàâèâ ê íåìó âòî-

ðîå, óìíîæåííîå íà 0,0004. Ïîëó÷èì

6,002x
3
 = 6,002.

Îòñþäà íàõîäèì õ
3
 = 1. Èç âòîðîãî è ïåðâîãî óðàâíåíèé (13) ïî-

ëó÷èì

Èòàê, â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâêè óðàâíåíèé, ò. å. âûáîðà ìàê-
ñèìàëüíîãî äåëèòåëÿ, ìû ïîëó÷èëè îòâåò (0, �1, 1), ÷òî ñîâïàäàåò
ñ òî÷íûì ðåøåíèåì (0, �1, 1).
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è ò. ä. Ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé

ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (15), à çíà÷èò è èñõîäíîé ñèñòåìû (14).

Óñëîâèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà èòåðàöèè

Ïðîöåññ èòåðàöèé ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ x

1,0
, x

2,0
, x

3,0
, ..., x

n,0
, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

â ìàòðèöå M, ñîñòàâëåííîé èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé
ϕ

i
(x

1
, x

2
, x

3
, ..., x

n
) ïî ïåðåìåííûì x

1
, x

2
, x

3
, ..., x

n

(16)

ñóììà ìîäóëåé ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ìåíüøå åäèíèöû ëèáî
ñóììà ìîäóëåé ýëåìåíòîâ êàæäîãî ñòîëáöà ìåíüøå åäèíèöû.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñõîäè-
ìîñòè ìåòîäà, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, ò. å. äëÿ íåêîòîðûõ
ñèñòåì èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ è ïðè íàðóøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ. Ýòî
óñëîâèå, íàëàãàåìîå íà ôóíêöèè ϕ

i
(x

1
, x

2
, x

3
, ..., x

n
), áóäåò âûïîë-
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2. Ìåòîä èòåðàöèè

Ïóñòü åñòü ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé c n íåèçâåñòíûìè:

(14)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèàãîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû a

11
, a

22
, ..., a

nn

íå ðàâíû íóëþ, òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü x
1

÷åðåç x
1
, x

2
, x

3
, ..., x

n
, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèòü x

2
 ÷åðåç x

1
, x

2
,

x
3
, ..., x

n
, è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

(15)

Òåïåðü, îïðåäåëèâ èç êàêèõ-òî ñîîáðàæåíèé íóëåâîå ïðèáëèæå-
íèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

x
1,0

, x
2,0

, x
3,0

, ..., x
n,0

(âòîðîé èíäåêñ ó ïåðåìåííîé x îçíà÷àåò ñòåïåíü ïðèáëèæåíèÿ),
íàéäåì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû (15):

Îïðåäåëèâ ïåðâîå ïðèáëèæåíèå x
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, x
2,1

, x
3,1

, ..., x
n,1

, íàéäåì âòîðîå:
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(Êîýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûå ÷ëåíû èñõîäíîé ñèñòåìû (18) ïðèâå-
äåíû ñ l = 2 äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè, ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé îêðóã-
ëÿåì äî l + 1 = 3 äåñÿòè÷íîãî çíàêà.)

Ìàòðèöà M äëÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû (19) èìååò âèä

äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ x
1
, x

2
, x

3
, ò. ê. ïðîèçâîäíûå

ïîñòîÿííû. Ñóììà ìîäóëåé ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû
ìåíüøå åäèíèöû, ïîýòîìó óñëîâèå ñõîäèìîñòè âûïîëíåíî.

Ïðèìåð 10. Ìåòîäîì èòåðàöèè ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé:

Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû èìåþò âèä x
i
 = ϕ

i
(x

1
, x

2
, x

3
, ..., x

n
), ïðîèçâîä-

íûå  ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Çàïèøåì ìàòðèöó M:

Ñóììû ìîäóëåé ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû M ðàâíû

0,56,   0,61,   0,35,   0,61.

Êàê âèäèì, óñëîâèå ñõîäèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî
ïðèáëèæåíèÿ x

1,0
, x

2,0
, x

3,0
, x

4,0
 âîçüìåì ñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû

èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïðîöåññ èòåðàöèé óäîáíî ïðèâåñ-
òè â òàáëèöå:

0363,0     202,0

266,0  0513,0

034,0   649,0    0
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i

x∂
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k

i
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

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 . xxx x

 xxx x

xxxx x

 xxxx  x

44,027,013,021,0

,16,112,015,008,0

,83,006,028,016,011,0

,15,208,011,005,032,0
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43211
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 ,    ,     ,   ,

M

000    270130 210

120   000  150080

060280160   110

080110  050320

−−
−

−−
−−

=  

íåíî, åñëè äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãî-
ðèòìîì:

1. Èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðèâåñòè ê âèäó ñ ïðåîáëàäàþ-
ùèìè äèàãîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò. å. ê òàêîìó âèäó, ÷òîáû
â i-ì óðàâíåíèè ñèñòåìû êîýôôèöèåíò a

ii
 ïåðåä íåèçâåñòíûì x

i
 áûë

ïî ìîäóëþ áîëüøå, ÷åì îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïåðåä äðóãèìè
íåèçâåñòíûìè.

2. Ðàçäåëèòü êàæäîå óðàâíåíèå íà äèàãîíàëüíûé êîýôôèöèåíò
a

ii
 è âûðàçèòü x

i
.

Èòåðàöèè ïîâòîðÿþò äî òåõ ïîð, ïîêà âíîâü íàéäåííûé íàáîð
êîðíåé íå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäûäóùåãî â ïðåäåëàõ çàäàííîé
òî÷íîñòè.

Ïðèìåð 9. Ïðèâåñòè ñèñòåìó óðàâíåíèé

(17)

ê âèäó, ïðèãîäíîìó äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

1. Äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû ìàòðèöû ñèñòåìû äîëæíû áûòü ïî ìî-
äóëþ áîëüøå, ÷åì îñòàëüíûå ÷ëåíû â ñòðîêå, ò. å. â ïåðâîì óðàâíå-
íèè íàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ êîýôôèöèåíò äîëæåí ñòîÿòü ïåðåä x

1
,

âî âòîðîì � ïåðåä x
2
, â òðåòüåì � ïåðåä x

3
. Ïîýòîìó ïåðâûì óðàâ-

íåíèåì âîçüìåì óðàâíåíèå (II), òðåòüèì � (I) à âòîðûì � ñóììó
óðàâíåíèé (I) è (III):

(18)

2. Ðàçäåëèì êàæäîå óðàâíåíèå íà ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãîíàëü-
íûé êîýôôèöèåíò è âûðàçèì èç êàæäîãî óðàâíåíèÿ äèàãîíàëüíîå
íåèçâåñòíîå:

(19)
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(III)56,5537,899,792,3

(II),44,627,022,504,8
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



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. 41,14  61,1121,434,2

,97,6924,320,1226,6

,44,6   27,022,504,8
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xxx

xxx





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−−−=

. 241,1363,0202,0

,735,5266,0513,0

,801,0034,0649,0
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n

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

x
1

x
2

2,1500
2,9719
3,3555
3,5017
3,5511
3,5662
3,5703
3,5713
3,5714
3,5714
3,5714

�0,8300
�1,0775
�1,0721
�1,0106
�0,9783
�0,9644
�0,9593
�0,9576
�0,9571
�0,9570
�0,9570

x
3

x
4

1,1600
1,5093
1,5075
1,5015
1,4944
1,4910
1,4896
1,4891
1,4889
1,4889
1,4889

0,4400
�0,4326
�0,7317
�0,8111
�0,8321
�0,8364
�0,8368
�0,8367
�0,8365
�0,8364
�0,8364

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ìû íàøëè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèÿ
ñ òî÷íîñòüþ 0,0001 çà äåñÿòü èòåðàöèé.

Î ò â å ò: x
1
 ≈ 3,5714, x

2
 ≈ �0,9570, x

3
 ≈ 1,4889, x

4
 ≈ �0,8364.

3. Ìåòîä èòåðàöèé Çåéäåëÿ

Ìåòîä èòåðàöèé Çåéäåëÿ àíàëîãè÷åí ìåòîäó ïðîñòûõ èòåðà-
öèé, îòëè÷èå åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè i +1-ãî ïðè-
áëèæåíèÿ ïåðåìåííîé x

k
 èñïîëüçóþòñÿ óæå âû÷èñëåííûå ïåðåä

ýòèì i +1-å ïðèáëèæåíèÿ ïåðåìåííûõ x
1
, x

2
, ..., x

k � 1
. Òàêèì îáðà-

çîì, âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Ïðè âû÷èñëåíèè x
k,i+1

 èñïîëüçóþòñÿ íå x
1,i

, x
2,i

, x
3,i

, ..., x
n,i

, êàê
â ìåòîäå ïðîñòûõ èòåðàöèé, à x

1,i+1
, x

2,i+1
, x

3,i+1
, ..., x

k�1,i+1
, x

k,i
, ..., x

n,i 
.
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

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

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n,i,i,i,i,i

x,x...,,x,x,xx

...............................................................

x...,x,x,x,xx

x...,,x,x,xx

x...,,x,x,xx

x...,,x,x,xx

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé,
ïðèâåäåííîå âûøå, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì è äëÿ ñõîäèìîñòè ìå-
òîäà Çåéäåëÿ. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî äîñòèæå-
íèÿ ìàëîé ðàçíîñòè ìåæäó çíà÷åíèÿìè íåèçâåñòíûõ â äâóõ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ èòåðàöèÿõ.

Ïðèìåð 11. Ìåòîäîì èòåðàöèé Çåéäåëÿ ðåøèòü ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

x
1
* = x

2
* = 

3
* = 1.

Ð å ø å í è å. Çàïèøåì ñèñòåìó â âèäå

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèâåëè ñèñòåìó ê âèäó (15). Ïðîèçâîäíûå

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ïåðåä íåèçâåñòíûìè

â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé, ñóììû èõ ìîäóëåé äëÿ êàæäîãî óðàâ-
íåíèÿ ìåíüøå åäèíèöû. Ñòàëî áûòü, óñëîâèå ñõîäèìîñòè âûïîë-
íåíî. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçüìåì

x
1,0

 = 0, x
2,0

 = 0, x
3,0

 = 0.

Íàéäåì íîâîå ïðèáëèæåíèå:
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Àíàëîãè÷íî âû÷èñëèì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå:

Çà äâà øàãà ìû ïîëó÷èëè ïðèáëèæåíèå ñ òî÷íîñòüþ

Îáû÷íî òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû íå èçâåñòíî, è äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ òî÷íîñòè k-ãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ íå x

i
*, à íàéäåí-

íûå íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè x
i,k�1

.

Ïðèìåð 12. Ìåòîäîì èòåðàöèé Çåéäåëÿ ðåøèòü ñ òî÷íîñòüþ
äî 0,0001 ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ð å ø å í è å. Ïðèâåäåì ñèñòåìó ê âèäó, â êîòîðîì ýëåìåíòû
ãëàâíîé äèàãîíàëè ïðåâîñõîäèëè áû îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñòðîê:
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1
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,, maxmax 2,332,222,11,
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,IIIIII27,9    4,41,92,2
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321

321

321

xx  x

xxx

      xx x

äàëåå çàïèøåì ñèñòåìó â âèäå

Ðàçäåëèâ êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íà 10, ïðèâåäåì ñèñòåìó
ê âèäó (15):

Ïðîâåðèì óñëîâèå ñõîäèìîñòè äëÿ ýòîé ñèñòåìû:

Ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè. Ñóììû ìîäóëåé ýëå-

ìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû M ðàâíû:

0,53,   0,75,   0,57.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ñõîäèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ. Â êà÷åñòâå ïåð-
âîãî ïðèáëèæåíèÿ

x
1,0

,  x
2,0

,  x
3,0

,  x
4,0

âîçüìåì ñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Ïðîöåññ èòåðàöèé ïðèâåäåì â òàáëèöå:

k

i
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M

42,0   02,0  13,0

44,009,0  22,0

24,005,0  24,0

−
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=

n

0
1
2
3
4
5

x
1

x
2

0,1900
0,2207
0,2354
0,2424
0,2454
0,2467

0,9700
1,0703
1,0988
1,1088
1,1124
1,1138

x
3

�0,1400
�0,1915
�0,2118
�0,2196
�0,2226
�0,2237



37

Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ìû íàøëè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèÿ
ñ òî÷íîñòüþ 0,0001 çà äåñÿòü èòåðàöèé.

Î ò â å ò: x
1
 ≈ 0,2475, x

2
 ≈ 1,1146, x

3
 ≈ �0,2243.

Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî òî÷íîñòü èòåðàöèîííûõ
ìåòîäîâ îãðàíè÷åíà òî÷íîñòüþ êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷åòîâ è òî÷íîñ-
òüþ, ñ êîòîðîé çàäàíû êîýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûå ÷ëåíû ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìû. Åñëè êîýôôèöèåíòû è ñâîáîäíûå ÷ëåíû ñèñ-
òåìû � ïðèáëèæåííûå ÷èñëà ñ l âåðíûìè äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè,
òî ïðè îòñóòñòâèè äðóãèõ ïîãðåøíîñòåé êîðíè ìîæíî íàéòè ñ òî÷-
íîñòüþ äî n = l äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ. Åñëè êîýôôèöèåíòû èìåþò
ðàçëè÷íóþ òî÷íîñòü, òî âåëè÷èíà l âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç íàèìå-
íåå òî÷íîãî êîýôôèöèåíòà.

Î ê î í ÷ à í è å  ò à á ë.

n x
1

x
2 x

3

�0,2241
�0,2242
�0,2243
�0,2243
�0,2243

1,1143
1,1145
1,1145
1,1146
1,1146

0,2472
0,2474
0,2475
0,2475
0,2475

6
7
8
9

10

ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ
ÎÏÐÅÄÅËÈÒÅËß ÌÀÒÐÈÖÛ

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÏÐßÌÎÃÎ ÕÎÄÀ
ÌÅÒÎÄÀ ÃÀÓÑÑÀ

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà
ìû ïðèâîäèëè ìàòðèöó ñèñòåìû ê òðåóãîëüíîìó âèäó. Îïðåäåëè-
òåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåí êàê ïðîèç-
âåäåíèå åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðî-
öåññå èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ âåëè÷èíà îïðåäåëèòåëÿ íå ìåíÿåòñÿ.
Çíàê îïðåäåëèòåëÿ ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå åãî ñòîëáöîâ èëè
ñòðîê. Ïîýòîìó çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ìàòðè-
öû B ê òðåóãîëüíîìó âèäó ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

ãäå a
ii
 � äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû, k �

÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ñòðîê (èëè ñòîëáöîâ) ìàòðèöû, êîòîðîå áûëî
ñäåëàíî ïðè ïðèâåäåíèè åå ê òðåóãîëüíîìó âèäó (íàïðèìåð, äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íåíóëåâîãî âåäóùåãî ýëåìåíòà íà êàêîì-òî ýòàïå èñ-
êëþ÷åíèÿ).

Ïðèìåð 13 . Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû B:

Ð å ø å í è å. Ïðèâåäåì ìàòðèöó B ê òðåóãîëüíîìó âèäó.
1. Ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà

ê òðåòüåé � ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà ê ÷åò-

âåðòîé � ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà

( ) ,1det
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∏
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n

i
ii

k aB
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2. Ïðèáàâèì ê òðåòüåé ñòðîêå âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà

ê ÷åòâåðòîé � âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà

3. Ïðèáàâèì ê ÷åòâåðòîé ñòðîêå òðåòüþ, óìíîæåííóþ íà

4. Ïåðåñòàíîâîê ñòðîê èëè ñòîëáöîâ íå ïðîèçâîäèëîñü, ïîýòî-
ìó k = 0,
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ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈß ÔÓÍÊÖÈÉ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀ ËÀÃÐÀÍÆÀ

Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y = f (x) â íåêîòîðûõ òî÷êàõ
x

0
, x

1
, x

2
, ..., x

n

x x
0

x
1

x
2

... x
n

f (x) y
0

y
1

y
2

... y
n

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x, êîòîðàÿ
ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [x

0
; x

n
] è íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé òî÷êîé

x
0
, x

1
, x

2
, ..., x

n
. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè íåêîòîðóþ ôóíêöèþ

F(x), çàäàííóþ àíàëèòè÷åñêè, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå áëèçêóþ
ê f (x), çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f (x)
â òî÷êàõ x

0
, x

1
, x

2
, ..., x

n
 (ðèñ. 11):

F(x
0
) = y

0
;  F(x

1
) = y

1
;  F(x

2
) = y

2
;  ...;  F(x

n
) = y

n
. (1)

Ðèñ. 11

y

x
x

0
x

1
x

n�1
x

n

y = F(x)

y 
= 

f (
x)

Íàõîæäåíèå òàêîé ôóíêöèè F(x) íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèåé, à
òî÷êè x

0
, x

1
, x

2
, ..., x

n
 � óçëàìè èíòåðïîëÿöèè. Ôóíêöèÿ F(x) íàçû-

âàåòñÿ èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèåé. Áóäåì èñêàòü èíòåðïîëèðóþ-
ùóþ ôóíêöèþ F(x) â âèäå ïîëèíîìà L

n
(x) ñòåïåíè n:

L
n
(x) = a

0
xn + a

1
xn �1 + ...+ a

n � 1
x + a

n
. (2)
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Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû a
0
, a

1
, ..., a

n
 ýòîãî ïîëèíî-

ìà. Òðåáóÿ äëÿ L
n
(x) âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1), ïîëó÷àåì ñèñòåìó

óðàâíåíèé:

(3)

Èòàê, èìååì ëèíåéíóþ ñèñòåìó n + 1 óðàâíåíèé ñ n + 1 íåèç-
âåñòíûìè: a

0
, a

1
, ..., a

n
. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñèñòå-

ìû (3) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîýòîìó èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì (2)
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí. Ïîëèíîì, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëü-
òàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) èìååò âèä

(4)

Ýòîò ïîëèíîì íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì Ëà-
ãðàíæà.

Ïðèìåð 14. Ïîëó÷èòü ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî x,
êîòîðûé ïðè x = 1 ïðèíèìàë áû çíà÷åíèå 5, ïðè x = 2 çíà÷åíèå 13,
ïðè õ = 5 çíà÷åíèå 17.

Ð å ø å í è å. Â ôîðìóëå (4) íåîáõîäèìî ïîëîæèòü

x
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Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ òðè óçëà èíòåðïîëÿöèè, ìû ïîëó÷èëè èíòåð-
ïîëÿöèîííûé ïîëèíîì âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 15. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè, çàäàííîé òàáëè÷íî,
â òî÷êå x = 0,263.

( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )
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19
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5
          

2515

21
17

5212
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=
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−−⋅=

xx

xxxxxx
xL

0,050042
0,100335
0,171657
0,255342
0,309336
0,376403

n

0
1
2
3
4
5

x y

0,05
0,10
0,17
0,25
0,30
0,36

Ð å ø å í è å. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (4), ïîëîæèâ n = 5,
x = 0,263.

Âåëè÷èíû x
0
, x

1
, �, x

5
 è y

0
, y

1
, �, y

5
 âîçüìåì èç òàáëèöû. Â õî-

äå âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì ñóììó øåñòè äðîáåé, âåëè÷èíû êîòîðûõ
ïðèâåäåì â òàáëèöå:

�0,00760509
0,03385452

�0,09759280
0,87790937
0,20880007

�0,01536606

ÄðîáüÑëàãàåìîå ×èñëèòåëü Çíàìåíàòåëü

0
1
2
3
4
5

0,00000071
0,00000092
0,00000162
0,00001159

�0,00000407
�0,00000155

�0,00009300
0,00002730

�0,00001660
0,00001320

�0,00001950
0,00010107

Óìíîæèâ âåëè÷èíû äðîáåé íà ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ y
i

è ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì îòâåò.
Î ò â å ò: L

5
(0,263) = 0,269236.
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Ìåæäó óçëàìè èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f (x) è ïîëè-
íîìà L

n
(x) ðàçëè÷íû. Ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè ïîëèíîìîì Ëà-

ãðàíæà îöåíèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

ãäå M
n+1

 = maxf n+1(x), x
0
 ≤ x ≤ x

n
 � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðî-

èçâîäíîé n + 1-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f (x) íà îòðåçêå èíòåðïîëèðî-
âàíèÿ,

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ òàêîé îöåíêè ôóíêöèÿ f (x) â ðàññìàòðèâàåìîé
îáëàñòè äîëæíà èìåòü âñå ïðîèçâîäíûå äî n + 1-ãî ïîðÿäêà âêëþ-
÷èòåëüíî.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòîé. Îíà
óäîáíà òåì, ÷òî ïðîèçâîäíûå è èíòåãðàëû ïîëèíîìà ìîãóò áûòü
ëåãêî âû÷èñëåíû. Êðîìå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ëàãðàíæà,
ñóùåñòâóþò äðóãèå èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû, íàïðèìåð ïî-
ëèíîì Íüþòîíà.
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